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KATA PENGANTAR

Puji dan syukur saya ucapkan kepada Tuhan Yang Maha Esa karena dengan
pertolongan-Nya saya dapat menyelesaikan bahan ajar “INTEGALTAK-TENTU”Jilid
1 Edisi pertama. Penulis menyadari betul banyak rintangan dan hambatan dalam proses
pembuatan buku ini, akan tetapi Puji Tuhan di dalam pembuatan buku ini saya berhasil
menyelesaikannya dengan baik.

Adapun tujuan penyusunan ini adalah untuk memenuhi kebutuhan dasar dari
setiap pembaca buku integral. Penyusunan buku ini tentu tidak terlepas dari dukungan
berbagai pihak, baik berupa dukungan materi maupun moril. Penulis menyadari bahwa
buku ini jauh dari kata sempurna dan banyak kekurangan sehingga penulis
membutuhkan kritik dan saran yang bersifat positif untuk menyempurnakan buku ini
di lain waktu. Semoga buku ini dapat bermanfaat bagi para pembaca dan pada
umumnya siswa siswi, mahasiswa dan masyarakat umum yang ingin mempelajari

Integral. Akhir kata saya ucapkan terimakasih dan salam buat kita semua.
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Jitu Halomoan Lumban toruan, S.Pd., M.Pd



1.1 Integral Tak Tentu (Anti Turunan)

Peradaban akan maju dengan mengembangkan sejumlah operasi-operasi penting
dalam matematika yang dapat dihubungkan dalam kehidupan sehari-hari. Di dalam
kehidupan sehari-hari banyak operasi yang saling balikan seperti jika saya memakai
baju maka saya dapat melepasnya, operasi tersebut adalah operasi yang saling anti.
Dalam Matematika ada pasangan operasi yang saling anti, seperti penambahan dan
pengurangan, perkalian dan pembagian, pemangkatan dan penarikan akar. Operasi
integral juga merupakan operasi anti dari turunan, sehingga dapat dikatakan bahwa

integral adalah anti turunan.

Definisi

Kita sebut F suatu anti turunan dari f pada selang | jika DF = f pada I — yakni,
jika F'(x) = f (x) untuk semua x dalam I. (Jika x suatu titik ujung dari I, F'(x)
hanya perlu berupa turunan satu sisi)

Kita telah menggunakan istilah “suatu anti turunan” ketimbang “anti turunan”. Kenapa
demikian? Anda segera akan mengetahuinya. Dalam kalkulus diferensial telah kita
pelajari bahwa jika diketahui rumus fungsi f(x) = x™ + C dimana C adalah konstanta,
maka turunannya adalah f’(x)=nx™"1. Operasi untuk mendapatkan kembali fungsi
f(x) jika diketahuif’(x) dinamakan operasi integral, dilambangkan dengan “ [ ”.
Dengan demikian [ nx™! dx = x™ + C. Dari pengertian integral yang merupakan anti

turunan, maka untuk membuktikan bahwa [ f(x) dx = F(x) + C , cukup dibuktikan




bahwa D,[F(x) + C] = f(x) dimana D, adalah operator turunan. Disini f(x)
(

Teorema (1.1) Aturan Pangkat

Jika n adalah sebarang bilangan rasional kecuali -1, maka

xn+1
fx”dxz + C
n+1

Bukti:

Untuk membuktikan teorema ini cukup dengan membuktikan bahwa turunan dari ruas

kanan sama dengan integran ruas kiri. Karena

xn+1
i c] -

Dy n+1

(n+ 1)x™ + 0 = x™, maka Teorema (1.1) terbukti.

n+1

Contoh 1 j7dx = 7jx0dx
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1
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1
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= +C
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1.2 Sifat Integral Tak Tentu

INTEGRAL TAK-TENTU BERSIFAT LINEAR Ingat kembali bahwa D, adalah
suatu operator linear. Integral tak tentu mempuyai sifat-sifat yang dapat didasarkan
pada sifat-sifat turunan. Berikut ini adalah teorema-teorema yang menyatakan  sifat-

sifat integral tak tentu.

Teorema (1.2)

f kf(x)dx =k f f(x) dx, dengan k suatu konstanta

Bukti:
D, [kjf(x)dx] =k D, U f(x)dx]
=k f(x)

Contoh 9 f5x4dx =5fx4dx

=5 x*l4(C
441

=x>+C
Contoh 10 .[de =5f1dx

= 5x+C
1
Contoh 11 j 11xMdx =11 ——x11*1 4 C
11+ 1
11

— 12 C
12x +



Teorema (1.3)

Jireo + georax = [ feodx + [ geodx

Bukti:
b [[ rwax + [ gGadax| = b, [ reodx +0, [ geodx = rw+ 9@

Contoh 12
f[(Sx2 +2) + (8x3 +4)]dx = f(3x2 + 2)dx + j(8x3 + 4)dx
_ (3 _2+1 _8 .3+1
= (2+1x + 2x + Cl) + (3+1x +4x + Cz)

=x3+20)+ Q2x*+4x) +C, + C,
= 2x*+x3+6x+C

Contoh 13

f[(6x2 +3)+ (12x3 + 6)]dx = f(6x2 + 3)dx + f(le3 + 6)dx

= (ix2+1 +3x + Cl) + (£x3+1 + 6% + Cz)
2+1 3+1

= (2x3+3x)+ Bx*+6x) + C; + C,
=3x*+2x3+9x+C

Contoh 14

f[(8x7 +10) + (15x* + 50)]dx = f(8x7 + 10)dx + f(le4 + 50)dx
— (8 ,7+1 15 a1
= (7+1x +10x+61)+(4+1x +50x+62)

= (x84 10x) + (3x°> + 50x) + C; + C,
=x8+3x>+60x +C



Teorema (1.4)

[1re - g@1ax = [ redx - [ geodx

Bukti:

b || reax = [ g@ax| =, [ redx - b, [ g@ax = £ - g

Contoh 15
f[(Sx4 +2) — (8x% +4)]dx = f(Sx4 + 2)dx — j(8x2 + 4)dx

x*t1 4+ 2x + C1> - ( x4 ax + C2>

:<4+1 2+1

3 5 8 3
=(§x +2x)—(§x +4x)+Cl—C2
3 8
_>2.5_2.3_
Sx 3x 2x+C
Contoh 16

j[(7x2 +3) — (10x* + 5)]dx = j(7x2 + 3)dx — J(le4 + 5)dx

7 10
= (—x2+1 +3x + C1> — (

4+1
241 4+1° +5x+C2)

7 4 10
=<§x +3x)—(?x +5x)+Cl—C2

7
=—2x5+§x3—2x+C

Contoh 17
f[(11x7 +9) — (7x°> = 9)]dx = f(11x7 +9)dx — f(7x5 — 9)dx

11 7
= ( x"*1 + 9x + Cl> — ( x>t —9x + Cz)

7+1 5+1

_ (11 4 7 6

—(gx +9x)—(8x —9x)+Cl—CZ
11

7
=§x8—6x6+18x+6



1.3. ATURAN PANGKAT YANG DIPERUMUM

Ingat kembali pada Aturan Rantai yang diterapkan pada pangkat suatu fungsi.
Jika u = g(x) adalah suatu fungsi yang dapat didiferensialkan dan r suatu bilangan

rasional (r # —1), maka

ur+1
— T
D, parry u".Dyu
atau, dalam cara penulisan fungsional,
[gCOI™* _ .
Dy <ﬁ =[g(x)]".g'(x)

Dari sini kita peroleh suatu aturan penting untuk integral tak tentu.

Teorema (1.5) Aturan Pangkat Yang Diperumum

Andaikan g suatu fungsi yang dapat didiferensialkan dan r suatu bilangan
rasional yang bukan -1. Maka

[lger gear =22 ¢

Contoh 18
f(xg + 12x)%8(8x7 + 12) dx

Misalkan g(x) = x® + 12x, maka g'(x) = 8x” + 12. Jadi, menurut Teorema (1.5).

f(xs + 12x)%8(8x7 + 12) dx f[g(x)]zsg’(x)dx

29
_ [g(;;] L

x8 +12)%°
W H 12 -5 " i¢



1.4. Soal Isian

Diskusikanlah dengan teman sekelompok anda soal-soal integral di bawah ini.

1

1 Sd — 5+1
.fx X 5+1x +C
2.j6x2dx = e

=2x3+C
3.j5xdx = e

5

=§X2+C



6.[(2x—4)3dx = 2(31_{_ ) (2x —4)3*1 4+ C

7[(5’“ 2)4d > Xyt
)\ *=ra+nz 2
- sac
- -1
S.I(Sx —8)*dx = ...
_ 2 5x—8)°+C
_25(x )

9.](7x—1)3dx=--- .........
=L x-nisc

Bx+6)1tt+C

1
10.j(3x+6)dx =3(1+1)



_ [GT 3527 4¢C

16.J(tanx —secx)?dx = ...

=2tanx —2secx —x+C

10



17.J.sin4x COSXdX =+ v e

J‘ 7 sec 3x
cot 3x

. 2 .
=x —sin®x + Esmsx +C

sin 3x cos 3x
————dx =
sec 3x

2
= —§cos33x +C

11



1.5. Soal Tambahan

Tentukan hasil integral di bawah ini.
1 .f 3 ! ’d

A ( 8x) x

2 f ! 8)°d

A ( 7% )’ dx
3..[(4x — D*dx
4, j(17x + 9)10dx

1

5.f(§x —23)%dx
6j ! +31)°d

A ( 17x )° dx
7 ](ix + 3)12 dx

) 17
8f ! 3)8d

A ( 23x )¢ dx
9.fsec210x dx
10.](—4) csc?5x dx
11.j(sinx + 3cos x) dx
12.jcos43x sin 3x dx

13.[(—20) csc? 9x dx

12



14.J. 5cos (4x + 1) dx
15.J.6cos (6x+1)dx

16.f 15cos (5x + 1) dx

10 Sec 3x
Cot 3x

18. f(cos x + 5sinx) dx
19. f(—cos x — 23 sinx) dx
20. f(sin x + 3 cos x) dx

Zl.f(cosx + 3 sin x) dx

13



BAB 2

PENGINTEGRALAN DENGAN SUBSTITUSI

Himpunan fungsi-fungsi yang ada pada bahan ajar yang Anda pengang
sekarang terdiri atas apa yang dinamakan fungsi-fungsi elementer yaitu fungsi
konstanta, fungsi pangkat dan fungsi trigonometri. Berikut fungsi-fungsi yang

diperoleh dengan penjumlahan, pengurangan, pengalian, pembagian, komposisi.

e +e”*
flx) = — = coshx

gx)=Q0+ cos“x)%
x2-2x

In(x2 +1)

Diferensial suatu fungsi elementer dapat dilakukan langsung dengan aturan yang telah

h(x) = — sin[cos (cosh x)]

kita kenal, hasilnya selalu fungsi elementer. Pengintegralan adalah persoalan yang
berbeda sekali, melibatkan sedikit teknik, banyak sekali akal dan yang lebih celaka
lagi, hasilnya bukan selalu fungsi elementer.

2.1. SUBSTITUSI DALAM INTEGRAL TAK-TENTU

Andaikan Anda menghadapi suatu integral tak tentu. Apabila itu bentuk baku
atau berbentuk rumus, maka dengan mudah Anda dapat menuliskan hasilnya. Apabila
tidak berbentuk rumus, maka langkah pertama carilah sebuah metode substitusi yang
dapat diintegralkan. Anda harus banyak berlatih untuk mengetahui bentuk-bentuk
metode substitusi yang tepat dengan fungsi yang dapat diintegralkan. Dengan demikian
Anda tidak lagi ketergantungan terhadap bentuk baku atau berbentuk rumus.

2.2. Konstanta, pangkat

14



1.fkdu=ku+C

u" +1

2.furdu= r+1
Inju| + +C,r # —1

+C,r+ —1

2.3.Eksponen

1.je“du=e“+C

u

a
2.]a”du=m+6, a+1l,a>0

2.4.Fungsi Trigonometri

1.jsinudu=—cosu+C
2.fCos udu=sinu+C
3.fsec2udu=tanu+(]
4. [ csc’udu=—cotu+C
5.

secutanudu =secu+C

6. ]| cosucotudu =—cscu+C

—_— — ——

7.ftanudu= —In|cos u|+C

8.fcotudu=ln|sinu|+C

9.je“ du =e*+C

2.5.Fungsi Aljabar

15



d
1.[—\/% =sin~?! (g) +C

[ )
e+ a7 G

du 1 [ul 1 a
3-[— =—sec’!{— |+ C=—cos™? (—) +C
uvu? —a? a a a lul

Teorema (2.1)

Untuk menentukan [ f(x) dx, dapat mensubstitusi u = g(x) dengan g
fungsi yang dapat diintegralkan. Apabila substitusi itu mengubah
f (x)dx menjadi h(u) du dan apabila H sebuah anti turunan h, maka

jf(x) dx=fh(u) du=Hu)+C=H(gkx))+C

X

Contoh 1. Tentukan f m

Misalkan u = x?2.

Maka du = 2x dx

. X 1 1
seinggs | omy v =5 | o - 2

_1J 1 2 d
~ 2) cos?(x?) xax

_1f 2 d

=5 sec’u du
1

=—tanu+C

2

1
=5 tan x®)+C

16



3
Contoh 2. Tentukan f — dx
V5 — 9x?2

du
Ingatlah bentuk f _—
8 Vaz — uz2

Misalkan u = 3x.

Maka du = 3dx

3 1
Sehin af—dxzf—du
86 V5 — 9x?2 V5 —u?

= sin~! (%) +C

= sin™?! (\3/—;) +C

Contoh 3. Tentukan f
V5 — 16x2

Misalkan u = 4x.

Maka du =4 dx

3
Sehingga j = —j—
&6 \/5 — 16x2 4) 5 — u2

3 u
= —sin~! (—) +C

4 V5

3 . (4x) +C
=-sin" " (—

4 V5

17



1/x

Contoh 4. Tentukanf ) dx

Ingatfe“ du

. 1
Misalkan u = -

Maka du = (—i) dx

) 6ex
Sehingga f? dx = —6f

1
ex<

-1
7 dx)

=—6fe”du

= —6e

+C

1
= —6ex+C

1
9ex

Contoh 5. Tentukan J -z dx

Ingat ]e” du

. 1
Misalkan: u = -

1

Maka du=— dx
X

1

) 9ex
Sehingga jx_z dx = —9[

1/-1
ex (F dx)

=—9fe”du

1
=—9ex+C

18



ex
Contoh 6. Tentukan fm dx
1
Ingat .fm du
Misalkan u = 3e*.
Maka du = 3e* dx
) e* 1 1 .
Sehingga fm dx = §f4 CyeT: (3e* dx)
_ 1[ 1 g
“3) 2z ™
11 u
— _ -1(_
= 3.Ztan (2)+C
= 1t ‘1(3ex) +C
T\ 72
Contoh 7. TentukanJ x3x* + 12 dx
du
Misalkan u = x* + 12, maka e 4x3

1
Sehingga jx3\/x4 +12 dx = Zj(x“ + 12)Y2 (4x3 dx)
1 1
= Zf(x“ +12)2d(x* + 12)

1, 3
= (@ +12)2+C

19



Contoh 8. Tentukan fxz x3 + 11 dx

Penyelesaian

Misalkan u = x3 + 11.

du
Maka — = 3x?
dx

1
Sehingga] x2yx3 + 11 dx = §j(x3 + 11)Y2(3x? dx)

1 1
= §f(x3 + 1)z d(x3 + 11)

2
= 5(x3 +11)32+¢C

tan t

Contoh 9. Tentukan J > dt
cos? t

Misalkan u = tant.

u 2
Maka — = secx
dv
tant
. a 2
Sehingga fcoszt dt =fatantsec tdt
= f att d(tant)
atant
=——+C
Ina

20



7

Contoh 10. Tentuk ———d
onto enuanfxz_6x_l_25 by

Penyelesaian

Suatu integral yang penyebutnya berbentuk suatu kuadrat kerap kali dapat diubah
menjadi bentuk baku setelah melengkapkannya menjadi sebuah kuadrat. Ingat

bahwa x? + bx menjadi suatu kuadrat dengan menambahkan (g)2

7 7
hi L dx=
Se mggafxz—6x+25dx fx2—6x+9+16dx

=7 = d 3
-7 R ae®

_ 7t _1<x—3>+c
— 30 Ty

x%— x

Contoh 11. Tentukan f dx
x+1

Penyelesaian

Apabila integran hasil bagi dua suku banyak (yaitu suatu fungsi rasional) dan derajat
pembilang sama atau melebihi derajat penyebut, lakukanlah pembagian pembilang
oleh penyebut terlebih dahulu

2

2_
Hasil bagi =—— = x — 2 +
x+1 x+1

Mak fxz *d —f( 2)d +2f L
axa x+1 X = x x x+1x

2

=z 2+2f ! d(x + 1)
o x+1

x2
=7—2x+21n|x+1|+C

21



Contoh 12. Tentukan fsecx dx

Penyelesaian

Perubahan-perubahan yang kita lakukan pada contoh 10 dan 11 tampak masuk akal,
dan dapat dipahami, tetapi contoh 12 ini agak lain, seperti yang terlihat di bawah ini

secx + tanx
secxdx = | secx — dx
secx + tanx

J sec?® x + secx tanx
secx + tanx
1

= j— d(secx + tanx)
secx + tanx

=In|secx +tanx|+ C

cosVx
Contoh 13. Tentukan f dx
Vx
Penyelesaian
Misalkan u = Vx.
Maka u? = x dan
2udu =dx
Sehi ]cos\/}d cosu
ehingga x = 2udu
cosu
= 2+x du
x
=2 f cosu du
=2sinu+C
= 2sinVx + C

22



t?cos (3 —2)
Contoh 14. Tentukanf S (€ — 2) dt

Misalkan u = sin (t3 — 2).

du
Maka i 3t%2 cos (t3 —2) dan
g = du
~ 3t2cos (t3 —2)
Sehi ftz cos (t3 —2) it = f t?cos (t3 —2) du
ennged | ~inz (t3-2) B u? "3t2cos (t3 —2)
1
=3 u~?du
R
=3
-4
~ 3u
1

C

__3mna3—2y+

cos (In 4x?)
Contoh 15. Tentukanf— dx

X
Misalkan u = In 4x2.
Mak du_2
axa dx  x
Sehi jcos (In 4x?) 4 _Jcosu x du
ehingga » X = —.=
—Efcosu u

1
= Esin (In4x?) +C

23



2.6.Soal Isain

Tentukan integral berikut,mendikusikan dengan kelompok masing-masing.

1..fe_x dx

Misalkan u = ---
Mak du _
aka T

Sehingga fe"‘ dx =

=—e*+C
2.](6")‘2 dx
Misalkan u = --
Mak du
aka  ——=
Sehingga f(e")‘2 dx =
= _7 (ex)™2+C

3.](1 —2x)3 dx
Misakan u = ---

du_

Maka —=
aka ——

= — (1-20%4C
= (1-2x)

24



4. f sin®x cosx dx = -+

Misalkan u = ---
du _

Maka — = .-
aka ——

Sehingga fsin3x COSX dX = *** vuv e o
1
= —gsin* C
4sm x +

5. ](Zx —1)(3x% —3x +5)%dx

Misalkan u = ---

Mak du_
aka I

Sehingga](Zx —1)(Bx?2—=3x+5)8dx = ........

= — (3x2-3x+5)?+C

6.] 10x (8x%2 — 1)* dx

Misalkan u = ---
du _

Maka — = .-
aka —

Sehingga f 10x (8x%2 — D*dx = -+ v v ..
1
=§(8X2 — 1)5 +C

25



7.fx\/x2 +1
Misalkan u = ---

Mak du_
aka I

Sehinggafx\/x2 +1 =

8.f4x3(x4 —1)3 dx

Misalkan u = ---
Mak du B
aka i

Sehinggaf 4x3(x* =13 dx =

=—(x*-1D*+C
9.f3x 2x%2 4+ 5dx
Misalkan u = ---
Mak du _
aka dx
Sehingga j3xw/2x2 +5dx =
= ---%(sz +5)V2x2+5+C

26



10.J. 23x+ D*dx

Misalkan u = ---
Mak du B
aka =

Sehingga f 2(3x + D*dx

_ 2 3x +1)°+ C
TSR
11.[7(x+ 1)7 dx
Misalkan u = ---

Mak du_
aka =

Sehingga j 7(x+ 1) dx = -

27



2.7 Soal Tambahan

Tentukan integral berikut dengan menggunakan teknik integral Substitusi dan

sejenisnya.

1.J.x—1)4 dx
Z.Ide
3.jx(x2+1)4 dx

4.jx\/x2 + 2dx

5.

,fx2+1
6f A
") 1+ 2e* x

7] X a4
) x2+1 x

sf 2
'x2+1x

9.]3“/2 + t2dt

5e*
.| e
X
11.fx4 1 dx

Ser

N

tan z
12.f dz
cos z

eSll’lZ
13.[ dz
sec z

14.J cosVx dx
Vx

15J x dx
R

2x% + x
16.f dx
x+1

x3 4 2x2
17.[— d
x—2
tan x
o [

1 —sin? x

cos (In 4x?) dx
19.[ =

X

2
1
20.fcsc (In x) s

dt

21.
vi+t

sz zZ+2 d
") cot(z%2+4z—-3) z

35.j csc2t dt

28



24[ 2
'x4+1x

sinx — cosx
25 | ——— dx
sin x

sin (4t — 1)
26. f _
1— sin? (4t —1)

tcos (t* — 2
27.[ cos ( )dt

sin?(t3 — 2)
csc? 2t

28. | ——dt
V1 + cot2t

fsecxtanx
1+ sec?x

30.[— dt
V4 — eft

1
3. | ———d
fx2—2x+5 x

37 j dx
") 9x2 +18x + 10

sec? 2y
dy
9 + tan? 2y

J
34.j x+1

9xZ + 18x 3 10 &

36. | e* sece* dx

sec3 x + esinx

J
37.Jezsec2(ex) dx
J

dx
secx

1+ cos2x
39-JT dx
sin‘ 2x

sec? 2y
9 + tan? 2y

40.
V9 — 4x2

dt
42, f 4
2tV4t2 — 1

1
43. | ——d
fx2—4x+9 X

44.[
Vi6+6x -2

5.
V16 +6x—x?

3—x

dx
V16 + 6x — x2

29



MODUL 3

INTEGRAL TRIGONOMETRI

Integral trigonometri atau sering dikenal dengan fungsi trigonometri adalah
fungsi yang memuat trigonometri. Pada bagian modul pertama sudah dibahas
integral adalah anti turunan fungsi, dalam menentukan integral trigonometri tidak
jauh berbeda dengan menentukan integral tak tentu lainya yang sudah dijelaskan di
awal bahan ajar ini. Dalam integral trigonometri apabila kita menggunakan metode
substitusi dan dibarengi dengan pemakaian kesamaan trigonometri yang tepat,

maka kita dapat mengintegralkan berbangai bentuk trigonometri.

3.1. Enam jenis integral yang sering muncul

K.f sin™x dx dan j cos"x dx \

2. f sin™x cos™ x dx
3. f tan® x dx danf cot™ x dx
4, f tan™ x sec™ x dx dan f cot™ x csc™ x dx

5.fsin mx cos nx dx danf cos mx sin nx dx

6.Jsin mx sin nx dx danf cos mx cos nx dx
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3. 2. Rumus-rumus identitas fungsi trigonometri

a. sinx+cos?x =1

b. 1+ tan? x = sec?x

c. 1+ cot?x = csc?x

1 — cos 2x

d. sin? x = ———
2

) 1+ cos 2x

e. Cos“ x = —

f. sin® x — cos? x = cos 2x

g. sin2x = 2sinx cosx

1
h. sinmx.cos nx = 5 [sin (m + n)x + sin (m — n) x]

1
i. sinmx.sin nx = -3 [cos (m +n) x — cos (m —n)x]

j. COSMX.COS nx =

N =

[cos (m + n)x + cos (m — n)x]

Di dalam menyelesaikan soal integral fungsi trigonometri langkah pertama yang harus
diingat dan dipahami adalah rumus identitas trigonometri. Dengan memahami identitas
trigonometri maka sangat membantu dalam menyelesaikan integral fungsi
trigonometri.
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JENIS 1J.sin“x dx,f cosx dx

Perhatikan pertama apabila n bilangan bulat ganjil dan positif. Setelah kita
mengeluarkan faktor sin x atau cos X, gunakan persamaan salah satu identitas

trigonometri yaitu sin?x + cos?x =1

Contoh 1 (n Ganjil dan Positif )

Tentukan j sin® x dx
Misalkan u = cos x.

u
Maka — = —sinx
dx

Sehingga f sin® x dx = j sin* x sin x dx
= j(l — cos? x)?sinx dx

= j(l — 2cos? x + cos* x) sinx dx

du
—sin x

= f(l —2u® + u™)(sin x)( )
= f(—l + 2u? —u*)du
= —u+iut—ZuS+C

3 5

2 3 1 5
=—cosx+§cos x—§cos x+C
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Contoh 2 f sin"x dx,f cos"x dx. (n Genap dan Positif)

n genap dan positif, maka digunakan rumus setengah sudut

. 1 — cos 2x ) 1 + cos 2x
SInN“°X = ——, COS“X = ——
2 2
) 1 — cos 2x
1).fsm2xdx = fT dx

= %jdx — %j(cos 2x)(2) dx

L o=t [eoszrace
=3 x4cosx(x)

1 .
—Ex— Zsm2x+C

2).f cos*x dx = fcos“x dx
= j(coszx)2 dx

—f1+1 2x)%d
= (2 5 cos x)“dx

1
j(— + =cos 2x + = cos? 2x) dx

4

f[(— =CoS 2x + —(— %cos4x)] dx

1 1 1
=f[(— —c052x+8+§cos4x)]

3
= =X+

11 1
8 2°2
1

1
—sin 2x + § . Zsm4x+C

3 1
=§X+Zsm2x+§sm 4x + C

33



JENIS 2 J. sin™x cos™x dx

Apabila m atau n ganjil positif sedangkan eksponen yang lain bilangan sebarang, kita
keluarkan sin x atau cos x dan menggunakan indentitas trigonometri yang pertama

dalam tabel sin?x + cos?x = 1

Contoh 3 (m atau n Ganjil)

Tentukan ]sin2 x cos3 x dx.
f sin? x cos® xdx = j sin? x cos? x . cos x dx
= j sin? x (1 — sin? x) cos x dx

= f(sin2 x — sin* x)(cos x) dx

Misalkan u = sinx

du
Maka — = —cos x
dx

Sehingga] sin?x cos® xdx = J(sinzx — sin*x)(cos x) )

—CO0S X

- [ @ - waw

1 1
— _— 1,3 5
= 3u +5u C

= 3SlI’lX 5SIIIX
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Contoh 4 f sin™x cos™x dx, (m dan n Genap)

m dan n genap dan positif, maka hal ini menggunakan rumus setengah sudut

. 1 — cos 2x ) 1 + cos 2x
sin“x = ———, cos*Xx = ———

2 2

Tentukan] sin? x cos* x dx.

) 1—cos2x_ 1+ cos2x
fsmzx cos4xdx=f( 5 ) ( 5 )2 dx

1

=§f(1—c052x)(1+ 2c0s? x + cos? 2x) dx

1
=§J(1+2COSZX+COSZZX—COSZX—ZCOSZZX—COSSZX)dX
1

=— cos 2x — cos? 2x — cos? 2x) dx

8f(1+ 2 22 32x)d

= é[j(l + cos 2x) dx — f(cos2 2x ) dx — J(cos3 2x )dx]

1 +1_2 1 +1_4 1 - sin3 2x .
—8[(x > sin X) 2(X 7 Sin X) 7| sin2x 3 ]
_12 1_4_|_sin32x_|_C

—16(x 7 Sin4x )
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JENIS 3ftan“x dx,f cotx dx

Dalam kasus tangen, keluarkan faktor tan?x dan kemudian gunakan kesamaan
tan?x = sec?x — 1. Dalam kasus kotangen, keluarkan faktor cot?x dan kemudian

gunakan kesamaan cot?x = csc?x — 1
Contoh 5. Tentukan f tan®x dx.
ftanSX dx = ftan3x tan®x dx
= J(tan3x sec?x )dx — j tan3x dx
= itan“x - %tanzx +In|cos x| +C
Contoh 6 Tentukan j- cot*x dx.
J cot*xdx = J(csczx — 1) cot? x dx
= j(cot2 x csc? x)dx — j(cot2 x )dx

cot3 x
= — 3 4+ cotx+x+C

Contoh 7 f tan™ x sec” x dx (n Genap, m sebarang)

3
Tentukan f tan 2 x sec?* x dx.

3 3
f tan 2 xsec* x dx = f (tan_f x) (1 + tan? x)sec? x dx

3 1
= f (tan_f x) sec? x dx + f (tani x) sec? x dx

1 2 3
=—2tan 2x+ §tan2x+C
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Contoh 8 f tan™ x sec” x dx (m Ganjil, n Sebarang)

1
1). Tentukan f tan® x sec” 2 x dx.

1 3
f tan® xsec 2 xdx = f(tanz x)(sec” 2 x)(secx tanx) dx
3
= f(secz x — 1)sec” 2 x d(secx)
1 _3
= j secz x d(secx) — J sec 2 d(secx)
2 3 1

=§ sec2x+2sec 2x+C

1
2). Tentukan J tan3 x sec” 3 x dx.
1 _4
f tan3 xsec 2 xdx = J‘(tan2 x)(sec 3 x)(secx tan x) dx

4
= f(sec2 x — 1)sec” 3 x d(secx)

1 4
= jsecfxd(secx) — Jsec‘i d(secx)

2 3 _3
=§sec2x+25ec 2x+C
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JENIS 5 f sin mx cos nx dx

Integral jenis ini digunakan dalam teori arus listrik bolak-balik, teori perpindahan
panas, dan dalam teori-teori yang menggunakan daret Fourier. Untuk menyelesaikan
integral tersebut kita gunakan kesamaan.

sin mx cosnx =

N |-

[sin(m + n) x 4+ sin(m - n)]
Contoh 9. Tentukanf sin 4x cos 2x dx.
1
f sin4x cos 2x dx = Ef[sin(élx + 2x) + sin(4x — 2x)] dx
1 1
= Ef sin(4x + 2x)dx + Ef sin(4x — 2x)dx

1 1
= Ef sin(6x) dx + Ef sin(2x) dx

1 1
= — 15 cos 6X — Zcos(Zx) +C

1
Untuk sinmx sinnx = — > [cos(m + n) x — cos(m — n)]
Contoh 10. Tentukanf sin 6x sin 2x dx.
1
f sin 6x sin 2x dx = — Ef[cos(6x + 2x) + cos(6x — 2x)] dx
1 1
= _Ef cos(4x + 2x)dx + Ef cos(6x — 2x)dx

1 1
= _Ef cos(8x) dx + E,f cos(4x) dx

1 1
= —1—6$in8x+§sin (4x) + C
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3.3. Soal Isian

Hitung integral trigonometri di bawah ini.

1. .f sin* x dx

1 1
Sehinggaj sin*xdx = j(z — 5 ¢0s 2x)?

—f 2x + e 4
= | [( cos X (2 > cos x)] d
_3 i 2x + ! g 4x + C
=gX~ 75in2x + = sin 4x
2.]cos4x dx
=j(coszx)2 dx
Sehinggafcos‘*x dx = f( —cos 2x + —cos? 2x) dx

1

3 1
= §x+Zsin2x+§sin 4x + C
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3.fsin3 x dx
= J.(l — cos? x) sinx dx

Misalkan u = cos x

Maka o=
dakKa dX_

1
:—cosx+§cos3x+C

4.fcos3 x dx

Misalkan u = sin x

u
Maka — = cosx
dx

Sehingga] cos® x dx
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5. f sin3x cos3x dx

= J. sin3x cos®x cos x dx

Misalkan u = sin x

du
Maka — =cosx

dx

Sehinggaf sin3x cos3x dx

Misalkan u = cos x

du
Maka —=

= —sinx
dx
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7. f sin 4x cos 2x dx

1
Sehinggaf sin 4x cos 2x dx = Ef sin(4x + 2x) dx + f cos(4x — 2x) dx
= — [f () + ()]

= %[f sin(6x) dx + fcos(Zx)] dx

1
= ——cos6x+ —sin2x+ C

12 4
8.fsin2x dx
) ) 1 — cos 2x
Sehlngga]smzx dx = jT dx

1
=EX— Zsin2x+C
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9.fsin 3xcos4x dx

1
=§f(sinx+sin7x) dx

coOsSX cos 7Xx

2 14

10.f cos 5x cos 4x dx

1
= Ef cos(5x + 4x)dx + f cos(5x — 4x) dx

= L cos9x+ 2 cosx 4 C
_18COS X 2COSX
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3.4.Soal Tambahan

Tentukan integral trigonometri dibawah ini.
1. .f sin3 x dx
2..fcos3x dx
3. f cos? x dx
4, j sin *5x dx
5.j(sin3t)\/mdt
6. j sin”3x cos?3x dx

7. | tan®2x dx

5

8. | cos”x sin x dx

9. | tan’x sec?x dx

—_— — —

1O.jsec6x dx
11.jsin4x cos x dx
12.fcos7x dx
13.fsin7x dx
18

sin 4x cos 2x dx

19. | cos 6xcos 3x dx

J
J

44



20. | sin 3x cos x dx

21. | sin 10x sin 5x dx

22. | cos 7x cos 2x dx

23. | sin 12x sin 9x dx

24. | sin 17x cos 11x dx

—_— — S ——
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BAB 4

SUBSTITUSI YANG MERASIONALKAN

Bentuk akar dalam integran sering kali menimbulkan kesulitan untuk memecahkan
integral yang bersangkutan. Dengan suatu substitusi yang tepat bentuk akar itu dapat
dirasionalkan.

[ 4.1. Integral yang memuat bentuk Vax + b ]

Apabila di dalam integran ada bentuk “ax + b, substitusi u = Vax + b dapat
merasionalkan integran.

Contoh 1. Tentukan f x Vx — 4 dx
Misalkan u = /x — 4.

Maka u?® =x—-4

3uldu= dx
Sehinggafx3\/x—4dx = f(u3 +4)u.3u? du

=f(3u6+12u3)du
-4+ Za—atsc
= — — 7 R — 3
S =47+ -4 +

3 3 4
=7(x—4)7+ 3(x —4)3+C
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dx

X —

Contoh 2. Tentukan f

&

Misalkan u = Vx.
Maka u? = xdan

2udu = dx

Sehi f dx 2u p
ehingga Y-l e u

—zj ! 4
- u—lu

1
:med(u—l)

=2In(Vx—-1)+¢C
Contoh 3. Tentukanf X VX —4dx

Misalkan u = vx — 4.
Maka u?=x-4
dx = 2udu
Sehingga jxm dx = j(u2 +4)(u)2udu

= f(u2 +4) 2u? du

=f2u4’ du+J8u2du

2 8
— — 45 — 3 C
5u +3u +

2 5 8 3
=§(x—4)2+§(x—4)2+C
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x%? 4 2x

—— dx
Vr+ 1

Contoh 4. Tentukan

Misalkan u© = vx + 1.
ut=x+1
x =u*—-1

Maka dx = 2udu

Sehingga

x% 4 2x w—-—1%+2(u*-1
dx:f( ) ( )Zudu

vx + 1

u

=f[(u4—2u2+1)+(2u2—2)] 2 du
=f[u4—1]2du
=f (2u* —2)du

=f 2ut du — deu

_Zys 2u+C
—5u u

2 5
:g(x+1)2—2\/x +14C

2
=§(x+1)2\/x +1-2Vx + 1+C
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Contoh 5. Tentukanf xVx—4 dx

Misalkanu = V x — 4.

w=x-4

Maka dx =3u®du

Sehingga] xVx —4 dx = j(u3 +4)u. 3u?du
= 3f(u6 + 4u®) du
=3 [u77 + u“'l +C

3 - 4)%

4
3 =4+ C

Contoh 6. Tentukanfx4\/ x — 3 dx

Misalkanu = vV x — 3.
ut=x-3

Maka dx = 4u3du
Sehingga] xVx— dx = j(u“’ +3)u. 4uddu

= f(4u8 + 12u*) du
9

—|a s Bus|hc
R

9
4(x—3)% 12 4
=T+?(X—3)3+C
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4.2. Integral yang memuat /a2 — x2, /a2 + x2, \/x2 — a2,

Untuk merasionalkan bentuk akar-akar tersebut kita gunakan masing-masing subsitusi

berikut :

1. x = asin t, untuk Va2 — x2
2. x = atan t, untuk va? + x2
3. x = asec t,untuk Vx2 — a2

Untuk melihat akibat substitusi tersebut, perhatikanlah bahwa :

1. a®?— x* = a?>— a®sin?t
= a?(1- sin?t)

= a?cos’t

2. a’+ x> = a’>+ a’tan?t
= a? (1+ tan®t)

= a’sec’t

3. x2— a®*= a’sec’t— a?
=a’(sec’t—1)

= g’tan®t
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Daerah asal kita batasi sedemikian rupa sehingga subsitusi (1), (2), dan (3) memiliki

invers seperti:

a) va?— x? =acost untuk (-m/2 <t<m/2)
b) Va? + x? =asect untuk (-m/2 <t<m/2)

C) Vx? —a’?=tatant untuk(0<t<mt#m/2)

Tujuan dari penggunaan substitusi trigonometri adalah untuk menghilangkan akar
tersebut dalam integran. Kita dapat melakukan hal ini dengan menggunakan identitas

trigonometri.

Contoh 1. Tentukan f a? — x2 dx

Kita gunakan substitusi x = a sint, —~ <t <~

Maka dx = a cost dt dan

va? — x?2 =acost
Ini dapat pula di gambarkan

a

[a2 — x2
Sehinggaj\/a2 — x?2 dx = facost. acostdt

=fcos2 t dt
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a2
=7f(1+c052t) dt

(o, L 2t>+C
2oL

2
=a?(t+sintcost) +C

Oleh karena x = a sint ekuivalen dengan g = sint dan t kita batasi sehingga sinus

memiliki invers,
— oin—1 (%
Maka t = sin (a)
Juga dengan sebuah kesamaan oleh :

X
cost = cos lsin‘1 (;)J

Ini dapat pula dilihat dengan:

a

2

a X X
t 2 42 — __oin—1(Z - 2 42
f a X dx—zsm (a)+2 a x*+C

aZ_xZ
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V4 — x2
Contoh 2. Tentukan fT dx

4 — x2

Misalkan x =2 sin t, —

NIE
IA
-
IA

NIE!

Maka dx = 2costdt

dan V4 — x2 = 2cost

Sehi J 4—x2d _chost 2 cost) dt
ehingga 7 X = 4sin2t( cost)

= J cot? t dt

=f(csc2t — 1dt

=—cott+C

4— x2

Oleh karena sint = ’2—6 makat = sin™! (g) Juga diperoleh cot t =

x2

X

———dx=—————s5in 1(§)+C

Sehi =
ehingga f " ~
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Contoh 3. Tentukan f

V9 + x2
T T
Misalkan x = 3 tan ¢, —3 <t< 5

Maka dx = 3sec®?tdt dan 9+ x2 =3sect

3sec?t

dx
Sehi = dt
¢ lngga.f\/g + x2 3sect

= fsect dt

=In|sect + tant| + C

Langkah terakhir
V9 +x2

L

3

Oleh karena tant = g maka dapat ditarik kesimpulan bahwa

NCFse
sect=
3
Sehi f |\/9+x2+x+C
enimngga
5 m

:ln|\/9+x2+x|—ln3+C
:ln|\/9+x2+x|+C
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dx

Yx2 —4
Contoh 4. Tentukan f

2 X
Misalkan x = 2 sec t,dengan0 < t < >. Selang ¢ ini kita peroleh berhubung
selang x adalah 2 < x > 4. Hal ini penting sebab kita dapat menghilangkan tanda

nilai mutlak yang muncul apabila kita menyederhanakan vx? — a? . Dalam kasus kita

dapatkan
x2—4 = V4 sec’t—4
= +/4tan?t

=2|tan t|
= 2tant

Sekarang kita gunakan teorema mengenai substitusi dalam integral tentu yang

mengharuskan perubahan batas-batas integral. Jadi kita peroleh

x? —4 2tant
Sehinggaf dx = f 2 sect tan tdt
x 2sect

=2Jtan2tdt

=2J(seczt—1)dt

= 2tant—2t+ C
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V4 — x2
Contoh 5. Tentukan dex

Misalkan x = 2 sin t.

Maka dx =2costdt

2cost =+/4 — x2

Sehi J 4_x2dt—f2COSt
ehingga x2 ) 4sin?t

(2cost) dt

=fctg2tdt
=—ctgt—t+C

= 4x_2 x*_ sin™1 (g) +C

V25 — t2

Contoh 6. Tentukan nilai dari j t—zdt

Misalkan ¢ = 2 sin x.

Maka dt = 2cosxdx
V25 — t?2 =2cosx

Sehi j\/ZS—tzdt_IZCOSJc 5 p

ehingga 3 = 4sin2x( cos x) dx
=fctg2xdx
=—ctgx—x+C
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[4.3. Integral dengan Melengkapkan Menjadi Kuadrat ]

Apabila sebuah bentuk kuadrat Ax? + Bx + € muncul di bawah akar dalam integran,

kita dapat melengkapkannya menjadi kuadrat sebelum kita menggunakan subsitusi
trigonometri.

dx
+ 2x + 26

Contoh 1. Tentukan f
Vx?
Penyelesaian

x2+2x+26 = x> +2x+1+25=(x+1)? + 25
Andaikan u = x+ 1dandu = dx.

o e
x2+2x + 26 u?+ 25

Andaikan kemudian u = 5tant, —g <t< g. Maka du = 5 sec? t dt

danu? + 25 = V25 (tan? t +1) = 5sec t

5 sec? tdt

h —
Se 1ngaj T J = sec T

=sec tdt JiZ 1725

=In|sect + tan t| + Cu® + 25

vu2+25

u
=1ln P +E +C 5
u=>5tant
=In|Vu?+25+u|-In5+C

=ln|\/x2 + 2x + 26+x+1|+C
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2x
+ 2x + 26

Contoh 2. Tentukan f
Vx2

Untuk menyelesaikan integral yang kedua ini, kita tulis

2x+ 2

2x 1
J. dx = dx—Zf dx
Vx2 + 2x + 26 Vx2 4+ 2x + 26 Vx2 4+ 2x + 26

Integral yang pertama pada ruas kanan dapat diselesaikan dengan substitusi

u = x2 + 2x + 26. Integral yang kedua telah kita hitung diatas, kita peroleh

2x
f — 26dx=2 x2+2x+2621n|\/x2+2x+26+x+1|+C
Vx4 + 2x +

1
T 2x 7 10

Contoh 3. Tentukan f

1 1
dx = d
fx2+2x+10x f(x2+2x+1)+9x

1

_ d
f(x2+2x+1)+32 x

1
=j(x+1)2 + 32d(x+1)

_1t _1<x+1)+c
—3 A 3
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1
Contoh 4. Tentukan f —_— dx
x2 4+ 2x + 5

1 1
— dx = dx.
J.x2+2x+5x f(x2+2x+1)+4x

1

_ d
f(x2 Y 2x + D+22

1
:f(x+ 12 + gz 4 (x+ 1)

x + 3
Contoh 5. Tentukan f dx.
V5 + 4x — x2

x + 3 x + 3
dx = dx
V5 + 4x — x? VO — (22 — 4x + 4)

x —2+5 d
= X
V32 — (x — 2)?

=J X 2 dx+5J . dx
V32 — (x — 2)2 V32 — (x — 2)2
x — 2 1
= d (x — 5 d(x—2
jJ32— (x —2)2 =2+ J 32 — (x — 2)2 =2

Perhatikan suku pertama menghasilkan bentuk
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Sedangkan suku ke dua menghasilkan bentuk

.[- 2 2 Clu sin ( ) I C mEwommmomen (ll)

Sehi *+3 o =P +5sint 24
ehingga x= —/9— (x — sinTt ——
88 V5 + 4x — x? 3
x — 4
Contoh 6. Tentukan f dx
Vx2 + 4x + 5

x — 4 x—9+45
f dx = dx
VxZ + 4x + 5 VO — (3% + 4x + 4)

—j x 9 dx
- V32 — (x + 2)2

=f x 9 dx+5f ! dx
V32 — (x + 2)2 V3% — (x + 2)2

:f * 9 d(x—9)+5f il d(x-9)
V32 — (x + 2)2 V32 — (x + 2)2

=—9— (x+2)? +SSin‘1xT_9+ C
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4.4 Soal Isian

Lengkapilah integral berikut dengan subsitusi yang merasionalkan

tdt

1.
V2t +7
Misalkan u =2t +7

u2 —

2t =
t = ..
du

==

tdt Q

Sehin aj—=
&6 V2t + 7 u

=f2—udu
u

Maka

du

=jzdu—szu
_1f P 7f1d
—g) T )T

_1]‘ d 7[1
=5 | du—5[lnu
7

- e c
pnut
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2.f4x\/x—1 dx

Misalkanu = vVx — 1

Us = «--
Maka & =21
dx
Sehinggaj 4dxVx—1dx = f4 ......... [ )Qu du)

= f4 L u Qudu)

Misalkan x = 3sint

Maka dx = 3costdt
V9 — x%2 =3cost
—x%2 [
Sehlnggajx—2 dx = g costdt
B B—
= J( .............. t—1)dt
= —cott— + C
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1
4'f7t(2t+1)2dt

Misalkanu = V2t + 1

Maka — = —

......... - ) @
""""""" — (2 e )du

(oo — 7u*) du

................ du [ o du
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5.fx2\/2x+1 dx
Misalkan u = ... x +..

ur=...x+..
x=u*-1

Maka 2 ...du = dx
Sehingga] x*V2x+1 dx=(.."— 1)u2udu

= f(...'"—u)(Zudu)

2 2
_ 2.5 2 3
—Su 3u +C
x + 4
o[t
x2+4x+5
5
:f dx
Jo—( ...---+4x+---)
] dx
\/ - (x+ )
_.f x+9
V32— (x+ -

x+9
d -5
]\/32 (x+9) f\/gz_(x+...)...

—(x+-

x+9
= —\/9—(x+2)2+55in‘1T+
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X
7.[ dx
x—9

Misalkan u© = vx — 9.

U2 = e,

x = .m+9
Maka ..du =dx

Sehi j X p L+ 9 d
.Sehingga x = .du
g8 — »
_12 Lo+ 18 udu
- u
%u“+9u2
1 2
iu
8.fx\/x+ 3dx
Misalkan u = vx + 3.
u2 = ...+ cee

Maka ...du = dx

Sehinggajxx/x +3dx = J(...'"— =) (u)(2u)du

=J(u3—---u)(2u)du

i [o
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9 f x dx
J\N2x+7
Misalkan u = v2x + 7.

u2 — _.|_ cee

Maka dx=udu

=17
Sehi f x dx ( ) du
ehingga | —= | ———
&6 V2x +7 u

= 2u2— Imu+c
4 2

x% 4 2x
10.-{— dx

vx +1
Misalkan u = vx + 1.
uz — ...+...
x = u2— -

Makau du = dx
Sehi x% + 2x 4 j‘[(uz—---)'"+2(u2—---)]udu
ehingga | — dx =

58 vx+1 u

= f[(...---— 2 . +1)+(2 .m—2)] 2du

=[(2u*—-2)du= §u5—2u+C
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11f 2x —1 J
T2 —6x+18

Misalkan u = x? — 6x + 18.

Maka du=(..— ..)dx

dy = —=

2x—1 v +ees
Sehi ——dx=| ——d =
e1nggafx2_6x+18 x fx2—6x+18 x+fx2—6x+18

B dul du +] 5
" Jdxu 2x—6 u2+9

du

j - ... du j 5du
= +
u I

u? + (V9)°

=lnu+ %tan_1 (—) +C

5 x—3
= In(x? —6x +18) + §tan‘1—+C

3
2x + 3
12.f dx

V3x2+ 9x—1

Misalkan u? = 3x% +9x — 1.

Maka .y
aKa dx_

1
(2x+3)dx = §du

1
_ 2x + 3 3 du
Sehingga dx = T
V3x2+ 9x -1 5

uz2

e 2 1
:f—u :§(3x2+9—1)2+C
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4.5. Soal Tambahan

Hitung integral di bawah ini dengan menggunakan subsitusi yang merasionalkan.
1.[(2x4 —5)%x3 dx
5 f 4x + 8 d
") x2 4+ 4x + 25 X
3.]@ dx
4.j\/x4 — 3x2 dx
5.] /1 +vx dx
6.fx3\/4—5x dx
7.fx5\/1+ x2 dx
8.]2t\/3—4t dt

9 10 — 4x da
U3 =2 (x - 3)

10f dx
Jox?2 + 1

dt
11.j
Vt2 + 2t — 3

12f 6" 4
. —— ) . 4
vx2 + 1

13.j dx 55
(x + Va2 ¥ 1)

14.fsinx cos? x dx
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15.J. cos 5x sin* 5x dx
16.J.x2\/x — 4 dx

17.fx2 2x3 + 1 dx
dt

18.f
t -Vt
tdt
19. | —
V2t + 7
t
zo.f—
Vt? + 8

Zl.fxm dx
22.ft\/t+—2 dt
23.jx(x + 2)2/3 dx
24.jt(t + 2)°2 dt
25.[1%1:2 dt

x? dx

26, | ———
V9 — x2

t
27.j—dt
V2 — t?
28 2x+1d
.| —— dx
V4 — x2

29J 2x + 1
) x2 + 2x + 4 x

dx
30.[— dx
VxZ +2x+ 4
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2x
31.J. dx
VxZ + 2x + 4

32f 2x + 1
) ox?2 4+ 2x + 2 x

x
33.f— dx
V2x — x2

X
34.J. dx
x + 9

35.fx\/x — 6 dx
36.fx2\/2x3 + 1dx
37.fx\/4—xdx

70



BAB 5

INTEGRAL PARSIAL

5.1. Integral Parsial
Apabila pengintegralan dengan metode substitusi tidak berhasil, dengan
menerapkan metode penggunaan ganda, yang lebih dikenal dengan pengintegralan
parsial dapat memberikan hasil. Metode ini didasarkan pada pengintegralan rumus
turunan hasil kali dua fungsi.
Andaikan u = u(x) dan v = v(x). Maka
Dy [u(x) v(x)] = ux)v'(x) + v(x) u'(x)

Dengan mengintegralkan dua ruas persamaan tersebut, kita memperoleh
ux) v'(x) = f u(x) v'(x) dx + f v(x) u'(x) dx

atau
f u(x) v'(x)dx = u(x) v(x) — jv(x) u'(x)dx

Karena dv = v'(x) dx dan du = u'(x) dx, persamaan terakhir dapat ditulis sebagai
berikut :

Pengintegralan Parsial
fudv=uv—fvdu

1
1
1
1
1
)
Rumus diatas memungkinkan kita memindahkan pengintegralan udv pada :
pengintegralan v du. Pengintegralan terakhir ini tergantung pada pemilihan u dan dv :
1
]
]
1

yang tepat.

[rm—————————————
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Contoh 1. Tentukan f X cos x dx

Penyelesaian
Kita ingin menulis x cos dx sebagai u dv. Salah satu cara ialah memisalkan

u = xdan

dv = cos xdx

Jadi du = dxdan
V= jcosxdx
v =sinX
(kita dapat mnghilangkan konstanta pengintegralan) Jadi kalau kita ringkaskan

substitusi ganda tersebut, Kita peroleh

u=x dv = cosx dx
du = dx Vv = sinx

Rumus pengintegralan parsial menjadi

fx cosxdx = xsinx— | sinx dx
“ —— (S RN—; ——
u dv u v v du

=sinx+ cosx+ C
Pengandaian u dan dv di atas tampak berhasil. Substitusi lain, misalnya sebagai berikut

u = CcoSX dv = xdx
du = dx V = —CO0S X
Rumus pengintegralan parsial menghasilkan

x2 x2
cosx xdx = — — | — (—si
J (cosx) > f > (—sinx dx)
u dv u “ du
A%

Pengandaian tersebut memang betul akan tetapi dengan ini, integral pada ruas kanan

menjadi lebih rumit. Oleh karena itu, penting sekali memilih u dan dv setepat mungkin.
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Contoh 2. Tentukanf In x dx

Penyelesaian
Kita gunakan substitusi ganda berikut

u=Inx dv = dx

du:(i)dx V=X

1
Sehinggaflnx dx = [xInx] — fx;dx

=xlnx—x+C

Contoh 3. Tentukan f arc sin x dx

Penyelesaian
Kita ambil substitusi ganda sebagai berikut

u =arcsin x dv = dx
du = —— dx V=X
T Vi-x2 -

X

V1 —x2

1 1
= xarcsinx + EJ(l —x2)72(—2x dx)

Sehinnga j arc sinx dx = xarcsinx — j

1 1
= xarc sinx + E 2(1—-x*)2+C
= xarcsinx ++/1—x?+C

Pengintegralan Parsial Berulang kerap kali perlu gunakan pengintegralan

parsial beberapa kali
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Contoh 4. Tentukan fxz sin x dx

Penyelesaian

Misalkan u = x? dan  dv =sin x dx

Maka du = xdx V = - COS X

fxzsinxdxz —chosx+2fxcosxdx

Dengan demikian tampak bahwa pangkat pada x dalam integral kedua berkurang. Ini
berarti bahwa kita dapat menggunakan pengintegralan parsial lagi. Integral kedua ini
telah kita hitung dalam Contoh 1. Dengan hasil yang kita peroleh di situ dapat
menyelesaikan integral.

Sehingga ]xz sinxdx = —x?cosx + 2(xsinx + cosx) + C
= —x2cosx + 2(xsinx + cosx) + C
Contoh 5. Tentukanf e*sinx dx

Penyelesaian
Misalkan
u = e*dan
dv = sinx dx
Maka du = e*dx dan

V = —COSX
]adi,jeX sinxdx = —e* cosx—feX cos x dx

Tampaknya tidak ada perubahan, akan tetapi dengan sekali lagi pengintegralan parsial
pada integral kedua, yaitu andaikan u = e*, dan dv = cos x dx, maka du = e*dx dan

V = sinx.

Sehingga j e*cosxdx = e*sinx + J e* sin x dx
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Apabila hasil ini disubstitusikan ke dalam hasil pertama, kita peroleh
J. e*sinx dx = —e*cosx + e*sinx — f e* sinx dx

Dengan mengubah urutan suku akhir ke sebelah kiri dan mengumpulkan suku-

sukunya, kita peroleh

2 f e*sinx dx = e*(sinx — cosx) + C
1
Sehinggaf e*sinx dx = Eex(sinx —cosx) +C
Cara di atas berhasil oleh karena integral yang hendak kita cari, muncul lagi di ruas

kanan.

Di bawah ini, ada contoh lain yang juga menggunakan metode yang sama.

Contoh 6. Tentukan fsec36 de

Penyelesaian
Misalkan u = sec
Maka du = secOtan df
dan dv = sec?0 de

v =tan0

Sehingga] sec30dO = secOtanB — J sec O tan?0 do
=secOtan® — J secO(sec?8 — 1) de
=secOtan® — J sec30.do + J secO do

2fsec36d6=sec9tan6+fsec9d9

=sec9tan9+ln| sec9+tan9| +C

1 1
fsec36d6=Esec9tan6+Eln | seceztanel +C
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Bila anda ingin memecahkan Contoh 6 dengan metode lain, Rumus Reduksi Suatu

rumus yang berbentuk

ff“(x)dx =gx) + f fk(x) dx

Dengan k < n dinamakan rumus reduksi oleh karena pangkat dari f berkurang Rumus
demikian diperoleh kerap kali dengan menggunakan pengintegralan parsial

Jabarkanlah suatu rumus reduksi untuk [ sin™x dx

Misalkan u = sin® 1x dan
dv = sinx dx.
Kemudian du = (n — 1) sin™ 2 x cos x dx dan
V = —cosX

Maka

Sehinggaj sin? xdx = —sin" ! xcosx + (n — 1) f sin"2 x cos? x dx

Oleh karena cos?x = 1 — sin?x, maka apabila cos?x dalam integral di ruas kanan

diganti dengan 1 — sin?x, kita akhirnya dapat memperoleh
f sin” xdx = —sin" ! xcosx + (n — 1) f sin™"2 x cos? x dx
= —sin® 1 xcosx+ (n—1) j sin®2(1 — sin%x) dx
= —sin®!xcosx+ (n—1) J sin"?xdx—(n—1) J sin™ x dx

Dengan mengumpulkan integral pertama dengan integral yang terakhir, kita peroleh

suatu rumus reduksi untuk [ sin®~! x dx yang berlaku untuk n > 2.

- —sin"'xcosx n—-1
sin"x dx = + sin" ¢ x dx
n n

1
== [—sin“‘1 x cosx+ (n—1) f sin"? x dx]
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Contoh 7. Tentukanf 2x(3x — 5)%dx

Penyelesaian

+/- | Turunkan Integralkan

+ 2X (3x —5)°
\\ 1
2\ H(SX— 5)7+C1

+ NU1
0 Eb—[}(3x—5)8+c1x+c2

1 1
_EY6 4y — _ Y7 — —£)8 _ —
f 2x (3x — 5)%dx = 2x. 5 1(3x 5)7 + 2xC, 2. 557 (3x—5)8 —2C;x—C,

2

_ZX3 £y7
=21 (3X =3~ 52

(3x—5)8—-C,

X 357 - L 3x_5) _C
=57 x5 — 555 Bx=5)" - G

-1
Contoh 8. Tentukanf 6x (3x — 1)3 dx
Penyelesaian

1 1 2 1 5
f 6x (3x—1) 3dx = 6X.E(3X —-1)3+6xC; —6 'E(3X —1)3+6Cix—C,

2 3 5
=3x(3x—1)3 — §(3X -1)3-0C,

+/- | Turunkan Integralkan
1
+ % | GBx-173
~ 2

- 6 ~(3x— 13+ Cy
= 1
5
+ 0 \\E(3X_1)§+C1x+C2
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Contoh 9. Tentukan f xVx +1dx

Penyelesaian

+/- Turunkan Integralkan

* \ x+ 1)%

- 1\ N g(x 174,

* 0 \\% (x+ 1)3+Cyx + G,

2 3 4 5
Sehingga f /(1 +x)dx = x.§ (x+ 1)2+Cyx1— .1—5(X +1)2—C;x + C,

2 3 4 3
= — 2 —— 2
3X(X+ 1) 15(x+1) +C

Contoh 10. Tentukanf 4x+3x — 2dx

Penyelesaian

+/- Turunkan Integralkan

+ ax (3x — 2)%

: 4 \\\ g(3x 234,

+ 0 \\1;{5 (3x— 2)%+C1x + C,

2 3 4 5
Makaj 4x+3x — 2dx = 4x ‘3 (3x — 2)2+4xC; — 4.— (3x — 2)2—4xC,x — 4C,

135

8 3 16 3
=5X(3x = 2)z - E(BX —2)z — 4C,
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Contoh 11. Tentukan f x% cos x dx

Penyelesaian

+/- | Turunkan Integralkan

X2

+ AN cos X
\

- 2X \\\‘ —sinx + C;

2
+ AN —cosx+ Cix +C,

1
- O Sin + Eclxz + sz + Clx + C3
Sehingga f x?cosxdx =x%sinx- 2x.(—cosx) + 2(—sinx)

x? sinx - (—2x cos x) + 2sinx + Cy

x?sinx + xcosx - 2sinx + Cjg
Contoh 12. Tentukanj 3x cos 2x dx

Penyelesaian

+/- Turunkan Integralkan
+ 3x Cos 2Xx
AN -
- 3 \ \ Esin 2x+C4
1
+ 0 \ZCOS 2x+ C;x + G,

1 3
J 3x cos 2xdx = 3x .Esin 2x + 3xC; — I .(—cos2x) — 3xC; — 3C,

3
—xsin2x + ZCOS 2x — 3C,
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Contoh 13. Tentukan f(x +3)cos(2x—m) dx =. . .

Penyelesaian

+/- | Turunan Integral

+ X+ 3 cos(2x — )

1
- 1 \ Esin(Zx -m)+C;
1
+ 0 \icos(ZX —m) +Cix+C,

— 16 {(x +3) [%sin(Zx - n)] b (x+3)C — 1 —%cos@x - n)] - Clx} 1 G,

=8(x+ 3)sin(2x —m) + 4cos(2x —m) + C,

Contoh 14. Tentukan](Sx + 2)cos (3x + 2) dx

Penyelesaian

+/- | Turunan Integral
+ 3x+2 cos(3x + 2)
3 N

1
- §sin(3x +2)+C,

N1
+ 0 —§cos(3x +2)+Cix+C,

= (3x + 2)§ sin (3x + 2) + (3x + 2)C; + (3)§ cos (3x + 2) — 3C,;x — 3C,

2 1
= (x+§)sin(3x+ 2) +§cos(3x+ 2) +C
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5.2. Soal Isian

Tentukan Integral Parsial di bawah ini.

1
1..f 6x (3x — 1) 3dx

Penyelesaian
Misalkan u = 6x.

Maka du = 6dx

Dan dv=((3x—-1) 3

V:;(3X_1)§

)

1 2
= E(SX— 1)3

1 1 2 1 2
Sehinggaj 6x (3x—1) 3dx = 6X.§ (3x—1)3 — fz (3x—1)3.6dx

2 5
= 3x(3x—1)i— 2(3x—1)2 + C
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2.fox+ 1dx

Penyelesaian
Misalkan u = x.
Maka du = dx

1
dan dv = (x+1)2

2 3
V= §(x+ 1)2dx

Sehinggafxx/x +1ldx ="

2 3 4 5
=§X(X+ 1)2—E(X+1)2+C

3.] 2x(3x — 5)%dx

Penyelesaian

Sehingga] 2x(3x —5)0dx = +++ ceveeu n

2 1
:ﬁX(SX—S)— E(P)X—S)S + C
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+/- U Dx
B \ eX
- \\
N ox
+ 2. N ot
\\
- 0 ™
5.fx3 eXdx =
+/- U Dx
+ \.\ eX
- N+, +...
+ |6 I VTTRTIE R O
- 0 \ex + +
6.]xe2xdx =
+/- U Dx
+ | g2 X
N
- 1 b W SR
AN
+ 0 VNG U
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+/- | U Dx
+ | ... \ e3X
- | N ..k,
\‘\
Ll I D N +... T
\\
- 0 3x
27e + e+
8.fx3 e>¥dx =
+/- U Dx
+ |
\\
= | eeseaas & e5X+.. +
\\
+ | \ \ ...... +..tt
N
- 6 - \ ..... +...
+ 0 1 o sx
\&zse S S TR
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5.3.Soal Tambahan

Tentukanlah integral Parsial di bawah ini.

1.f(x+ 3) cos (2x — 1) dx
2. f 6x(3x — 3)73 dx

3, f (6x + 7) sin (5x + 2) dx
it cosa

5. j (8x — 1) cos (2x) dx
6.jx3(x + 7)% dx

7.f(x2 + 1) cos x dx

8. f(x — 1)(x+3)* dx

9.f 10x (8x% — 1) * dx
10.](4}( —3)(6x% —6x+ 10)1° dx
11.j(x— 3)Vx +1 dx
12.] 7x2Vx + 1dx

13. f(x — 4) cos (4x — ) dx
14. f(4x — 4)(6x2 — 1)3 dx

15.f 20x Vx + 3 dx
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16.[(9x —4)(x* +2x+ 1)°dx
17. J. x? sin (6x + 2) dx
18.[(){5 — 6) sin xdx
19.[2){ x? — 4 dx
ZO.fX4\/)(‘|'—7dX

21.f3x(x—7)5dx

22.f —2xcos (x+3)dx

23.fxcosxdx
24._[3)(()(2 + 5)°dx

25.j 2x sin (x? + 3) dx
26._[)(2 sin x dx

27.f —xVx + 7 dx

28.f 3x sin 6x dx

29.j(4x + 2)cos (2x +5) dx

30.jx(x + 4)° dx
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BAB 6

PENGINTEGRALAN FUNGSI RASIONAL

p(Xx)
d)’
merupakan polinomial dan d(x) # 0. Domain dari v(x) adalah semua bilangan real,
kecuali pembuat nol. Fakta menunjukkan bahwa tiap fungsi rasional sejati dapat ditulis
sebagai jumlah fungsi-fungsi rasional sejati yang sederhana. Fungsi f dan g di bawah
ini dinamakan fungsi rasional sejati oleh karena derajat pembilang kurang dari derajat
penyebut.

Fungsi rasional adalah fungsi yang memiliki bentuk v(x) = Dengan p dan d

Contoh fungsi rasional sejati

2x + 2

g(x)=x2 —4x + 8

f(x)=m

Fungsi rasional tidak sejati selalu dapat ditulis sebagai jumlah fungsi suku banyak dan

fungsi rasional sejati.

h()_x5+2x3—x+1_ X 3+14x+1
X) = x3 + 5x =X x3 + 5x

Hasil di atas kita peroleh dengan melakukan pembagian pembilang oleh penyebut.
Karna fungsi suku banyak mudah diintegralkan, maka persoalan mengintegralkan
fungsi rasional terletak pada persoalan mengintegralkan fungsi rasional sejati. Tetapi
apakah fungsi rasional sejati selalu dapat diintegralkan? Dalam teori, jawabannya
selalu dapat, walaupun pencariannya tidak selalu mudah. Perhatikan kasus f dan g di

atas.
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2
Contoh 1. Tentukan f m

Penyelesaian

Gunakan substitusi u = x + 1. Maka du = dx
Sehi f 2 dx = f 2 d
ehingga CEENE x = e X

=f2u‘3
=2fu‘3du

-1
=§+C
-t ¢
 (x+1)2

2x + 2

Contoh 2. Tentuk —d

onto enuanfx2_4x+8x
Penyelesaian

Pikirkan dahulu substitusi u = x? — 4x + 8.

Maka du = (2x — 4)dx

] 2x + 2 2x — 4 6 dx
Sehingga j—d —j—dx+J

x2—4x+ 8 = x2—4x+8 x2—4x + 8
= In|x? 4+8|+6J 1dx
- X x?—4x+8

Dalam integral kedua, lengkapkanlah menjadi kuadra murni, sebagai berikut.

1 1
jx2—4x+8dx=J(x—2)2+4dx

1
:f(x—z)2+4d(x_2)
1 (X2
- ()0
. 2x + 2 ) (X
Sehmggafmdxz In|x* — 4x + 8| + 3 tan (T) + K
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6.1. PENJABARAN MENJADI PECAHAN PARSIAL (FAKTOR LINEAR)

Menjumlahkan pecahan merupakan latihan baku aljabar. Misalnya,
2 3 5x—1 5x -1
x—1+ x+1 (x—1)(x+1)= x? -1
Untuk keperluan kita, yang hendak kita pelajari ialah pengerjaan yang sebaliknya. Kita

perhatikan penyebut dan mempelajari berbagai kasus.

Contoh 3. Jabarkanlah (3x — 1) / (x? —x —6) menjadi pecahan parsial dan
kemudian tentukan integralnya yang tak tentunya.

Penyelesaian:

Karena x? —x — 6 = (x + 2) (x — 3) maka penjabaran pecahan tersebut dapat ditulis

dalam bentuk

(1) 3x -1 A

(x+2)(x—3): x+2

+ x:, Tugas kita sekarang ialah menentukan A dan B

sehingga (1) menjadi suatu kesamaan. Untuk ini kita hilangkan pecahan,
sehingga kita memperoleh
(2) 3x — 1 = A(x — 3) + B(x + 2), dengan kesetaraan (ekivalensi).
(3)3x —1= (A4 B)x + (=34 +2B)
Oleh karena (3) suatu kesamaan, jika dan hanya jika apabila koefisien pangkat yang
sama di ruas kiri dan ruas kanan sama.
A+B=3
—3A+2B= -1

Dari dua persamaan tersebut, kita peroleh A = g dan B = g

3 1 3 1 ! 2

X — X — T T

Jadi = =2 _4
x>—x—6 (x+2)x—-3) x+2 x-3

Sehi j 3x—1 P 7 1 P +8J P

eS| 6™ T ) x+2P T 5/ x—3

7 8
=§ln|x+2|+§ln|x—3|+C
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Jika anda mengalami kesulitan untuk menentukan A dan B. Oleh karena (2) harus
merupakan suatu kesamaan yang berarti bahwa (2) harus berlaku untuk semua x, maka
kita dapat mengambil x = 3 dan x = —2, sehingga
8=A4.0+B.5
—7=A.(-5)+B.0
Dari dua persamaan ini kita peroleh langsung B = g dan A = g Perhitungan A dan B

di atas tampak mungkin aneh, tetapi secara matematika, betul. Persamaan (1) ternyata
suatu kesamaan (yang berlaku untuk semua x kecuali untuk x = —2 dan x = 3 jika dan
hanya jika persamaan yang ekuivalen dengannya, yaitu (2). Coba anda terangkan
mengapa demikian. Jadi ini tergantung pula pada fakta bahwa kedua ruas persamaan
(2), yang berbentuk suku banyak linear, adalah identik apabila mereka bernilai sama
pada dua titik sebarang.

5x + 3
Contoh 4. Tentukanfx3 Y — dx

Penyelesaian
Uraian penyebut adalah x (x + 1) (x — 3).
5x+3 A B C
= —4—1"+
x(x+1D)®-3) x x+1 x-3
Kita berusaha menemukan A,B,C.
5x+3=Ax+1D)x-3)+Bx)(x—3)+C(x) (x+1)

Jika kita substitusikan nilai x = 0,x = —1 dan x = 3, kita peroleh

Maka

3 =A(-3)
—2=B(4)
18 = C(12)

Atau A=—-1,B = —%, C = % sehingga

f 5x+3 . _ fld 1 1d+3f1d
x3 —2x2%2 —3x X = X x 2) x+1 X 2) x-3 x

= —1n|x|—§1n|x+1|+§1n|x—3|+c

90



X
Contoh 5: Tentukan f m dx

Penyelesaian

Sekarang penjabaran menjadi pecahan parsial adalah,
X A B
= +
(x—3)2 x—-3 (x—3)?
Kita akan mencari A dan B. Setelah penyebut-penyebut dihilangkan kita peroleh
x=Ax—-3)+B
Jika kita substitusikan dengan nilai yang sesuai x = 3 dan nilai x lain sebarang,

misalnya x = 0. Kita peroleh B = 3 dan A = 1, sehingga

X 1 1
Sehi ———dx= | ——d 3| —=4d
emggaf(x_s)2 X fx—S x + f(x—S)Z X

3
=ln|x-3|—-——+C
x—3

3x? —8x + 13
Contoh 6: Tentukan Gt 3)(x =12 dx

Penyelesaian
Kita jabarkan pemecahan integran dengan cara berikut.

3x2 —8x + 13 A B C

(x+3)(x—1)2 - x+3+x—1+(x—1)2

Setelah pecahan-pecahan dihilangkan kita peroleh
3x2-8x+13=A(x—-1?+B(x+3)(x—-1D+C(x+3)

Dengan substitusi x = 1, x = —3 dan x = 0 kitamemperolehC =2, A=4danB =

—1, sehingga
3x2—8x+13d B j‘dx J‘dx +2f dx
(x+3)(x—1)2 x= x+3 x—1 (x —1)2
2
=4In|x+3|-In|x—1|—-——+C

x—1
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6. 2. PENJABARAN MENJADI PECAHAN PARSIAL (FAKTOR KUADRAT)
Apabila dalam uraian penyebut suatu pecahan kemungkinan ada faktor kuadrat,
misalnya x? + 1, yang tak dapat lagi diuraikan menjadi faktor-faktor linear tanpa harus
menggunakan bilangan kompleks.

6x2 —3x+1 p
Gx+ D2+ D

Contoh 7. Tentukan

Penyelesaian
Kita tulis pecahan tersebut sebagai

6x?—3x+1 A +Bx+C
(4x+1)(x2+1) 4x+1 x2+1

Untuk menentukan konstanta A, B, dan C kita kalikan ruas Kiri dan ruas kanan dengan
(4x + 1)(x? + 1). Sehingga kita memperoleh
6x2—3x+1=Ax*+1)+ (Bx+C)(4x + 1)

Apabila kita ambil x = —%,x = 0 dan x = 1, kita mendapat

6+3+1—A(17> A=2
16 4 —"\16 -
1=2+4C C=-1

4=4+(B-15 B=1

d +Jx_1
Ax+170 7T X2 1

_1j 4 dx +1JZde f dx
T2 4x+1 2) x2+1 x2 +1

1 1
=Eln|4x+1|+Eln(x2+1)—tan‘1x+C

dx

6x% —3x+1 _J

N
Sehingga | T Doz + D
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6x% — 15x + 22
(x +3)(x% + 2)2

Contoh 8. Tentukan

Penyelesaian

Penjabaran disini adalah

6x% — 15x + 22 A Bx+C Dx+E
(x+3)(x2+2)2=x+3+ x?+2 +(x2+2)2

Setelah itu kita lakukan perhitungan seperlunya, kita akan memperoleh
A=1 B=-1, C=3, D=-5,dan E = 0, sehingga

6x% — 15x + 22 _j dx fx—S 4 SJ x 4
(x+3)(x%2 +2)2 ) x+3 x%+2 x (x? + 2)? x

_j‘dx 1J‘ 2x d+3f dx 5 2x dx
“)x+3 2)xv+2 X2+2 2 (x2+2)2

1 ——1 2) +— 1()
n|x + 3| n(x?+2)+ 2tan 2(x2+2) +C

Contoh 9. Q(x) mengandung faktor kuadratik yang tidak dapat diuraikan, tak ada yang
berulang.
Jika Q(x) mempunyai faktor ax? + bx + ¢, dengan b? — 4ac < 0, maka bentuk
untuk R(x)/Q(x) akan memiliki sebuah suku yang berbentuk
Ax + B

ax?+ bx + ¢
dimana A dan B adalah konstanta yang akan ditentukan. Sebagai contoh, fungsi yang
dinyatakan oleh f(x) = 3x/[(x — 3)(x% + 4)(x?> +9)] memiliki dekomposisi
pecahan parsial yang berbentuk.

3x _ A Bx+C Dx+ E
(x—3)(x2+4)(x2+9)_(x—3)+(x2+4)+(x2+9)

dapat diintegralkan dengan melengkapkan kuadratnya dan menggunakan rumus

[Fra-gon G)+e
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2x24+x—8
Contoh 10. Tentukan f 3—dx
x5 + 4x

Penyelesaian:
Oleh karena x3 + 4x = x (x? + 4) tidak dapat difaktorkan lebih lanjut, maka kita
tuliskan

2x2+x—8_2x2+x—8_A+Bx+C

x3+4x  x(x2+4) x x2+4

Kalikan dengan x (x? + 4) untuk mendapatkan
2x2+x—8=A(x*+4) + (Bx + C)x
2x2+x—8=Ax?>+Bx?>+Cx +4A
2x2+x—-8=(A+B)x?+Cx + 4A

Samakan koefisien sehingga diperoleh,

Cx =x > C =1dan44 = -8 - A = -2

serta(A+B)x?=2x2>A+B=2—->-2+B=2->B=4

2x% +x — 4x + 1
f x3 + 4x x—f[— x2+4

Untuk mengintegralkan suku kedua, pecahkan menjadi dua bagian,

_ 2x2+x—8 -2 4x 1
Sehmggafx3+—4xdx=f7dx+fx2+4dx+fmdx

Subtitusikan u; = x ke dalam integral yang pertama sehingga du; = dx dan u, =

x2 + 4 ke dalam integral yang kedua sehingga du, = 2xdx. Lalu hitung integral ketiga

menggunakan rumus

x2+a? a

Sehi f2x2+x—8d _ du1+2j‘du2+f 1 p
cehingsa x3 + 4x B Uy U, 2+ar

f dx —1t ‘1(x)+Cd =2
= an p , engana—

2x>+x—8 1
jx3+—4xdx = -2 1n|u1| + 21n|u2| + Etan (E) +C

2x*+x—8 " 1
fxg_l_—4xdx=—21n|x|+21n|x +4|+Etan (§)+C
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Contoh 11 (Q (x) mengandung satu faktor kuadratik yang tak dapat diuraikan dan
berulang).
Jika Q(x) mempunyai faktor (ax? + bx + ¢)" dengan b? — 4ac < 0 maka bukan
pecahan parsial tunggal
A, +B
ax? +bx+C
yang terjadi, melainkan jumlah
Aix + B4 A,x + B, A,x + B,
ax2+bx+C+ax2+bx+C+m+m
yang muncul dalam dekomposisi pecahan parsial dari R(x)/Q(X). Masing-masing suku

dalam persamaan
Aix + B4 A,x + B, A,x + B,
ax2+bx+C+ax2+bx+C+m+m
dapat diintegralkan dengan pertama-tama melengkapkan kuadrat.

x> —-2x—-1

Conoh 12. Tentukan G- D22+ 1) dx

Penyelesaian:
Bentuk dekomposisi pecahan parsialnya adalah
x?—2x—1 A B Cx+D

G2 +D) G0 G- @rD
Kalikan dengan (x — 1)2?(x? + 1) sehingga diperoleh:
x2=2x—1=A(x-1Dx*+1)+B(x?>+ 1)+ (Cx + D)(x — 1)?
x2=2x—1=Ax—-1Dx*+1)+Bx*+ 1)+ (Cx+D)(x*—2x+1)
x2=2x—1=A03—-x*+x—-1)+Bx*+ 1)+ (Cx+D)(x* —2x + 1)
x2—2x—1=Ax®—Ax> + Ax —A+Bx?+ B+ Cx3 —2Cx*>+ Cx + Dx?> —2Dx + D
x2=2x—1=A+C)x3*+B+D—-A-20)x>+(A+C—-2D)x—A+B+D

Samakan koefisiennya
A+0)x3=0x3>2A4A4+C=0uvv i ce e ere e e (1)
(B+D—-A-20)x>=x>->B+D—-A—-2C=1....(2)
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A+C—-2D)x=-2x>A+C—-2D=-2............(3)
—A+B+D =1 it ()

Lakukan eliminasi pada persamaan (1) dan (3)
A+C =0
A+C—-2D =-2
—2D = -2
D=1

Lakukan eliminasi pada persamaan (2) dan (4)
B+D—-A-2C =1
-A+B+D =-1
—2C =2
c =-1

Subtitusikan C =—1 ke persamaan (1)
A+C=0-A4+(-1)=0—-4=1
SubtitusikanA = 1, € =—1 dan D = 1 ke persamaan (2)
B+D—-A-2C=1
B+1-1-2(-1)=1
B=-2+1
B=-1

Sehi j x“—2x—-1 d‘J[ N B +Cx+Dd
mesd | 22+ DY T ) =D T =2 T G2+ DI

f [(x 1D (x: 12 (;::11)] f (xx— 1_)22(9;2_+1 D%

X 1
(x—l)d"‘f<x—1)2d"‘f<x2+1)d" +f(x2+1>d"
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Subtitusikan u; = x — 1 ke dalam integral yang pertama dan kedua sehingga du, =
dx dan u, = x% + 1 ke dalam integral yang ketiga sehingga du, = 2x dx — %du2 =

x dx. Lalu hitung integral keempat menggunakan rumus:

[Fra—gan ()+e

Dengana=1
x> —-2x—1 dy = %_j‘u Zdu——fduz f
(x—12(x%2+1) Uy 1 (x2+1)
f X 2x—1 =ln(u1)+u1‘1—lln(u2)+tan‘1x+C
(x —1)2 x2+1) 2
x2—-2x—-1

dx =In(x—-1) +

1
- Eln(x2 +1)+tan"tx+C

(x—12(x%2+1) x?+1
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IKHTISAR
Untuk menjabarkan sebuah fungsi rasional f(x) = p(x)/q(x) menjadi jumlah

pecahan parsial, kita perlu melakukan langkah-langkah sebagai berikut

Langkah 1

Apabila f(x) tidak sejati, yaitu apabila derajat p(x) paling sedikit sama dengan derajat
q(x), bagilah terlebih dahulu p(x) dengan q(x). Kita akan memperoleh

N(x)

D(x)

f(x) = suku banyak +

Langkah 2
Uraikanlah D(x) menjadi hasil kali faktor-faktor linear dan kuadrat yang tak dapat lagi
diuraikan menjadi faktor-faktor linear dengan koefisien riil. Menurut suatu teorema

dalam aljabar hal ini selalu mungkin.

Langkah 3
Untuk tiap faktor yang berbentuk (ax + b)*, penjabaran mungkin terbentuk
Ay A, Ay
@x+b) @b T axt b

Langkah 4
Untuk tiap faktor yang berbentuk (ax? + bx + ¢)™, penjabaran mungkin menjadi
Bix+C, B, +C, B,x + Cyp,
ax2+bx+c+(ax2+bx+c)2+m+(ax2+bx+c)m

Langkah 5

Samakan % dengan jumlah semua suku yang diperoleh dalam Langkah ke-3 dan ke-

4. Banyaknya konstanta yang harus ditentukan harus sama dengan derajat penyebut,
yaitu D (x).
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Langkah 6

Kalikan ruas kiri dan kanan persamaan yang diperoleh dalam Langkah 5 dengan D (x).

Kemudian tentukan konstanta yang harus dicari. Ini dapat diperoleh dengan dua jalan:
(1) Samakan koefisien dari suku yang derajatnya sama,

(2) Substitusikanlahnilai-nilai (yang sesuai) tertentu dalam variabel x.
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6.3. Soal Isian

Tentukan integral fungsirasional dibawah ini.
1 23x — 12 dy = A 4 B 4 C g
' (4x+3)(x2—5x+6)x_4x+3 x—3 x—2

zj g =
'x2+1x_

x +1) 3 (x + 1)
3']x2 T el e ey h
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(x + 4 (x + 4)dx
N on [0
x3 — 4x? + 4x x(x — 2)?

5] 2x + 1 g _
3 e X = e e
A B

2x—1+2x+7

x + 1

= f(xig)dx+4f—(x_13)2dx

1 A B c
7'](3( T = DT Jx + 5dx+J(x + 5)2dx+J(x — ™
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3 — 4y
Ax+ B Cx+D
@™t e

2t —t2 + 3t -1

(tz i 1)(t2 T 2) dt = v oi e

_fAtJrB dt+f Ct+D
IRACGESY (t2 +2)

10j2X2+x—8d —

_f[ 4x+1
- Pl
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6.5. Soal Tambahan

Tentukan integral fungsi rasional di bawah ini.

2
1.fx—2 n 2xdx
2
2.fx2 — 1dx

3f5x+3d
) x2_9x

x — 6
e

x — 11
5fx2+3x—4d'

6] 3 —13
2 +3x - 10

7] 2x + 21
2x2 +9x — 5
17x — 3
8f—
3x2 + x — 2
9]29( +x—4d
' x3—x2—2xx

12 jX4 + 8x?% + 8dx
) x3 — 4x
x + 1
5x + 7
14'jx2+4x+4 x

15j —21x+32d
x3 — 8x2 + 16x x
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dx

x?> 4+ 19x + 10
o
2x* + 5x3
17J‘Zx2 +x—8d
' x3 — 4x x
2x% — 3x — 36

Bl - r9™

19, © 8 1 dx
(x +3)x —2)x*+ 1)

20, 20x — 11

(Bx + 2)(x2 — 4x + 5) dx
- 4x
f(x2 + 1)2

22f5x+3d
) x2_9x
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