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Pendahuluan

Persamaan Diferensial adalah suatu bentuk persamaan yang
memuat turunan satu atau lebih variable terikat terhadap satu atau
lebih variable bebas suatu fungsi. Notasi atau cara penulisan
Persamaan Diferensial antara lain Notasi Leibniz dan Notasi
Pangkat(Nurputri et al., 2017).

Untuk menentukan orde suatu persamaan diferensial tergantung
pada fungsi turunan di dalam persamaan diferensial tersebut. Orde
atau tingkat merupakan pangkat tertinggi dari turunan dalam
persamaan diferensial. Derajat merupakan pangkat dari suku
derivative  tertinggi yang  muncul dalam  persamaan

diferensial(Saputro.P.A. Lumbantoruan, 2020).

Persamaan differensial ini bayak kita temui dalam bidang
matemtaika, fidika, dan bidang ilmu lainnya. Adapun tujuan
daropada pembuatan modul ini adalah agar setiap pembaca mampu
memahami bentuk dasar persamaan differensial serta solusi-solusi
dari persamaaan differensial tersebut. Bentuk dasar dari persamaan
differensial merupakan langkah awal yang harus dipahami agar

dapat memahami materi persamaaan differensial secara keseluruhan.

Modul pembelajaran ini memberikan latihan soal yang dapat
digunakan untuk mengasah pemahaman Kkita tentang materi

persamaan differensial.
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2.1 Konsep Dasar Persamaan Diferensial

Persamaan Diferensial adalah suatu bentuk persamaan yang
memuat turunan satu atau lebih variable terikat terhadap satu atau

lebih variable bebas suatu fungsi(Lestari, 2013).

Notasi atau cara penulisan Persamaan Diferensial antara
lain(Nuryadi, 1375):

1. Notasi Leibniz
dy d?y d3y d™y
dx’dx?’dx3’ " "dxn

Contoh:

d?x
ﬁ-l- 16x =0

d3y dy
—+6x—=0
dx3 + dx

2. Notasi Pangkat
y',y",y"',y(4),y(5), ,y(")
Contoh:

y' + 5y =e¢e*
y'—y' +6y=0



Jika pada suatu Persamaan Diferensial mengandung satu atau lebih
turunan terhadap suatu variable tertentu, maka variable tersebut
dikatakan variable bebas(J. H. Lumbantoruan, 2019a).

Contoh

1. Z—z + 3xy = e* — y = variable terikat, x =

variable bebas

2. &s + 3E = —-32 — s = variable terikat, t =
dt? dt
variable bebas

3. y'+5y=¢* - y = variable terikat, x =
variable bebas

4. y" =e* +sinx - y = variable terikat, x =
variable bebas

5. Z—i: 2_12; =0 — s = variable terikat, t danv =

variable bebas
6. % + % +3ut=0 - udans = variable terikat, t =

variable bebas



Kegiatan Pembelajaran 2

2.2. Persamaan Differensial Orde n atau tingkat n
dan derajat n

Untuk menentukan orde suatu persamaan diferensial tergantung
pada fungsi turunan di dalam persamaan diferensial tersebut. Orde
atau tingkat merupakan pangkat tertinggi dari turunan dalam
persamaan diferensial. Derajat merupakan pangkat dari suku
derivative  tertinggi yang  muncul dalam  persamaan

diferensial(Saputro.P.A. Lumbantoruan, 2020).

Contoh:
1. =z +5 (E) =0 - Orde dua,
derajat satu

azy\3
2. (ﬁ) +y2=4 - Orde dua,

derajat tiga

3. (%)3 =x3—y2 — Orde dua,
derajat tiga

4. y"" +2y" +y' =sinx - Orde tiga,
derajat satu

5 ")+ () +3y=x* — Orde dua,
derajat tiga



6. ym + 2(}7”)2 + y’ = COS X — Orde tiga,

derajat satu

Jika dalam suatu persamaan diferensial diberikan suatu kondisi
tambahan dengan sebuah nilai yang sama pada variable terikatnya
(baik fungsi ataupun turunannya), maka dikatakan persamaan
diferensial tersebut sebagai masalah nilai awal (initial-value
problem)(J. H. Lumbantoruan & Natalia, 2021). Jika kondisi
tambahan yang diberikan merupakan nilai yang berbeda pada
variable terikatnya, maka dikatakan persamaan diferensial tersebut
sebagai nilai-nilai  batas (boundary-value problem)(J. H.
Lumbantoruan & Natalia, 2021).

Contoh:

1L y'+2y' =e*;y(m)=1;y(m) =2
Merupakan bentuk initial-value problem, karena terdapat
dua kondisi tambahan dengan nilai yang sama yaitu x =«
dan x = m. Dengan nilai y = 1 pada saat x = w dan nilai

y' = 2 pada saat x = .

2. y'+2y'=e*;y(0) =1;y'(1) =2
Merupakan bentuk boundary-value problem, karena terdapat
dua kondisi tambahan dengan nilai yang berbeda yaitu x = 0
dan x = 1. Dengan nilai y = 1 pada saat x = 0 dan nilai

y' =2 padasaat x = 1.
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2.3. Klasifikasi Persamaan Differensial

Persamaan Diferensial biasa orde-n dapat dikatakan linear jika

fungsi tersebut liner pada variable terikat dan turunan-turunannya(J.

H. Lumbantoruan, 2019b). Persamaan Diferensial biasa orde-n

linear dapat dituliskan sebagai:

ao(X)y™@ + a; )y + -+ a1 ()Y + a(x)y = F(x)

dimana ay(x) # 0

Jika tidak mempunyai bentuk seperti rumus di atas maka disebut

Persamaan Diferensial Non Linear(J. H. Lumbantoruan, 2021).

Jika nilai koefisien dari
a,(x),a,_1(x),...,a;(x),a,(x) konstan, maka disebut
dengan Persamaan Diferensial Linear dengan Koefisien
Konstan sedangkan jika tidak maka disebut dengan
Persamaan Diferensial Linear dengan Koefisien
Variable(JHS, 2019).

Jika nilai dari fungsi g(x) =0 maka disebut dengan
Persamaan Diferensial Linear Homogen, tetapi jika nilai
fungsi g(x) # 0 disebut dengan Persamaan Diferensial
Linear Tidak Homogen(Sari, 2014).



Karakteristik Persamaan Diferensial Linear

a) Variabel terikat dan turunannya berpangkat satu atau
berderajat satu

b) Tidak terdapat perkalian antara variable terikat dengan
turunannya

c) Variable terikat tidak berbentuk fungsi non-linear, seperti

fungsi sinus, cosinus, eksponensial.

Contoh:
dx 2 . . .
1. (5) — Persamaan Diferensial Non-Linear
d? . . ]
2. xd—; — Persamaan Diferensial Non-Linear
dzy dy . ] .
3. ——+3__+4y=0 - Persamaan Diferensial Linear
d%x dx . ] .
4, tﬁ + 3 i 0 — Persamaan Diferensial Linear

5. y"—-2y"+y=0 — Persamaan Diferensial Linear
Homogen
6. yy”" —2y'=x+1 — Persamaan Diferensial non Linear

Tidak Homogen

Apabila dalam Persamaan Diferensial terdapat turunan dari satu
atau lebih fungsi sembarang (variable terikat) terhadap hanya ada
satu variable bebas disebut Persamaan Diferensial Biasa(Wayne
W. Daniel & Chad L. Cros, 2013).

8



Contoh:

dy _x
dx+5y—e

d?y dy _
dx? dx+6 =0
dx dy
dt+dt—2x+y

4. y"" +2y" +y' =sinx
5.
6. y'+3y'—4y =0

y' —sinx —cosx =0

Apabila dalam Persamaan Diferensial terdapat turunan biasa dari

satu atau lebih fungsi sembarang (variable terikat) terhadap satu atau

lebih variable bebas disebut Persamaan Diferensial Parsial(J.
Lumbantoruan, 2021b).

Contoh
d?u | d?*u
1. —+—=0
dx?2 = dy?
d%x  d?%x dx
2. = =—=2-2=
dt? du? dt
du du
3 &=
dx dt
du du
4. x— —=u
dx dy
du du du
5, —+—+—=c¢
dx dy dz
dv dx
6. ———+2v=0
dz dy



Contoh Persamaan Diferensial beserta klasifikasinya:

aty 2 (BY) L3 (W) o ox :

1 S+tx (de) +x (dx) = xe — PD linear,
Orde empat, Derajat satu

2. + 3 + 4y =0 — PD linear,

Orde dua, Derajat satu
3. y'=2y+y=0 — PD linear,

Orde dua, Derajat satu

d?%y .

4. oz Tsiny = 0 -
PD non linear, Orde dua, derajat satu

5. + 3 + 4y3 = — PD non linear,
Orde dua, Derajat satu

6. (ﬂ)z + x? (dg—y) + x3 (d—y) = xe* — PD non linear,

dx* dx3 dx

Orde empat, Derajat dua

10



Kegiatan Pembelajaran 4

2.4 Solusi Persamaan Differensial

Pada dasarnya Solusi Persamaan differensial merupakan
persamaan yang mempunyai solusi dimana setiap variabelnya
memenuhi persamaan terkait(J. H. Lumbantoruan, 2019b). Untuk
suatu fungsi dan turunan dari f(x) akan memenuhi solusi f(x) jika
f(x) merupakan solusi tersebut. Kedudukan f(x) adalah fungsi
awal dari persamaan differensial itu(J. H. Lumbantoruan, 2016).

Persamaan differensial memiliki dua jenis solusi yakni: solusi
umum dan solusi khusus. Solusi umum persamaan differensial
ordenn adalah solusi secara eksplisit maupun implisit yang ada
pada suatu batas interval dan solusi umum ini biasanya mengandung
n konstanta, dan dari solusi umum tersebut dapat diperoleh Solusi
Khusus jika n konstanta pada solusi umum tadi diberi suatu nilai
tertentu(Lestari, 2013).

Contoh

1. Tunjukkan bahwa y = x* + Ax + B adalah solusi dari

persamaan differensial ‘f—zy = 12x2
Penyelesaian :

y=x*+Ax+B

Y — 4x? +4 dan LY = 1222

Maka
2
y = x* + Ax + B merupakan solusi umum dari ‘;—zy = 12x?

11



Jika kita misalkan A = 2 dan B = 3 maka akan didapat solusi
khusus yaitu y = x* + 2x + 3

. Tunjukkan bahwa y = x® + Mx + N merupakan solusi dari
2

persamaan differensial dx—zy = 30x*
Penyelesaian :
y=x°+Mx+N

2
L — 6x5 +M dan L2 = 30x*
dx x
Maka

2

y = x°% + Mx + N merupakan solusi umum dari ‘i—zy = 30x*

Jika kita mislkan M = 4 dan N = 5 maka akan didapat solusi
khusus yaitu y = x° + 4x + 5

. Tunjukan bahwa y = x” + Ax + B merupakan solusi dari
2

persamaan differensial i—zy = 42x°

Penyelesaian :

y=x"4+Ax+B

2
L — 7x6 + A dan £ = 4245
dx x
Maka

2
y = x7 + Ax + B merupakan solusi umum dari ‘i—zy = 42x5

Jika kita misalkan A = 5 dan B = 6 maka kita akan
mendapatkan solusi khusus yaitu y = x3 + 5x + 6

. Tunjukan bahwa y = x° + Px + Q merupakan solusi dari
persamaan differensial

12



dZ
2 =72x7
X

Penyelesaian :
y=x"+Px+Q

2
Y — 9x8 + P dan L = 7247
dx x

Maka
2

y = x° + Px + Q merupakan solusi umum dari d—zy = 72x7
X

Misalkan P=7 dan Q= 8 maka akan diperoleh solusi khusus
yaituy = x° + 7x + 8

Solusi Explisit dan Implisit
Definisi

Rumus umum persamaan differensial:

dy d?y d"y
Flx,y,— 1=

’ 'dx'ﬁmdx”
0 e (1)
Dalam hal ini F yang merupakan fungsi real
yang mempunyai (n+2), yaitu

dy d?y d%y

X — P
'y'dx'dx2 dxm

13



a) Jika f didefinisikan pada semua x dalam interval real | serta
mempunyai turunan ke —n beserta turunan tingkat yang lebih
rendah untuk semua x € I. F merupakan solusi eksplisit
dari persamaan (1) pada interval | dengan adanya dua syarat
berikut ini:

F [x, f), f'x), f"(x), ..., f™"(x)], yang terdefinisi ]
untuk semua x € |

Flx, fCx), f (), f""(x), ..., fM(x)] = 0,untuk semua x € [

Jika f(x) dan turunannya di substitusikan terhadap y dan
beserta turunannya berturut-turut yang berkaitan maka akan
menghasilkan persamaan (1) pada suatu identitas pada batas
interval 1(Rochmad, 2016).

b) Jika relasi pada persamaan (1) yakni g(x,y) = 0 (solusi
implisit) ini mendefinisikan setidaknya satu atau lebih fungsi
f pada variable x di selang | sedemikian maka fungsi tersebut
merupakan solusi eksplisit dari persamaan 1 pada batas

intervali I.

Solusi bentuk eksplisit merupakan solusi dimana variable
terikatnya dipresentasikan dalam bentuk variable bebas dan
konstanta sehingga fungsi tersebut dapat dibedakan dengan
jelas yang mana variable bebas dan variable tidak
bebasnya(Drs.Sarjono, 2013). Solusi eksplisit biasanya ditulis
dalam bentuk y = f(x).

14



Contoh y = 3x2 +5x — 7,
y =x% +sinx

Solusi bentuk implisit merupakan suatu relasi G (x, y(x)) = 0
pada interval I yang memenuhi setidaknya satu fungsi y yang
memenuhi persamaaan differensial tersebut pada interval
1.Pada solusi implisit ini dimana fungsi tersebut tidak dapat
dibedakan secara jelas yang mana variabel bebas dengan
variable tak bebas(J. H. Lumbantoruan, 2015). Fungsi implisit
biasanya ditulis dalam bentuk y = f(x,y = 0).

Contoh y = x?y + xy? =5

sin(x —y) = cosy

Dibawah ini ada beberapa jenis Solusi Persamaan Differensial

yaitu:

Solusi Umum, solusi ini merupakan solusi persamaaan
differensial biasa yang memuat sembarang n konstanta ,
misalnya C(Lumbantoruan, JH Male, 2020).

Contoh

. . d 3 . .
1. Persamaan diferensial ﬁz% mempunyai penyelesaian

umum y = Cx3

Penyelesaian :

15



dy 3y
dx  «x
dy = 3%alx bagi kedua sisi persamaan dengan y sehingga

d 3d .
7y === Integrasikan kedua ruas

dy (3
y x
Iny =3lnx+C

=Inx+1InC
Iny =Inx3C
y =x3C
y =Cx3

. . d
. Persamaan differensial é

= 4’% mempunyai penyelesaian
umumy = Cx*
Penyelesaian :
dy 4y
dx  x

dy = 4%dx bagi kedua sisi persamaan dengan y sehingga

dy—y = 2= Integrasikan kedua ruas
dy_ [
y x
Iny =4lnx+C
=Ilnx+InC
Iny =Inx*C

16



y =x*C
y = Cx*

. . d 5 . .
. Persamaan diferensial ﬁz% mempunyai penyelesaian

umum y = Cx>

Penyelesaian :

dy _ 5y

dx x

dy = 5%dx bagi kedua sisi persamaan dengan y sehingga

d 5d .
== Tx Integrasikan kedua ruas

dy 5dx

y x
Iny =5hnx+C
=Ilnx+1InC
Iny =lnx>C
y =x°C
y = Cx>

. . d 6 . .
. Persamaan diferensial ﬁzzy mempunyai penyelesaian

umum y = Cx®
Penyelesaian :
dy 6y

dx x

dy = 6%dx bagi kedua sisi persamaan dengan y sehingga

17



d 6dx .
7" = — Integrasikan kedua ruas

dy [ 6dx
y X
Iny =6lnx+C
=Inx+InC
Iny =Inx®C
y =x°C
y = Cx®
Solusi Khusus, merupakan penyelesaian PDB yang tidak yang
tidak mengandung konstanta n karena terdapat syarat awal pada
suatu fungsi awal atau n konstanta nya telah diberi suatu nilai
tertentu(Lumbantoruan, JH Male, 2020).

Contoh

. . d
1. Persamaan differensial d—z = 4x3

dengan x (0) = 4 mempunyai penyelesaian khusus y =
x*+4

Penyelesaian:

dy
=
dy = 4x3dx integralkan kedua ruas

fdyz f4x3dx

y=x*+C

453

Karena x (0) = 4 maka penyelesaian khusus y = x* + 4

18



2. Persamaan differensial % = 5x*
dengan syarat x (0) = 5, memiliki solusi khusus y = x5 + 5
Penyelesaian:

dy
dx
dy = 5x*dx integralkan kedua ruas

fdy— fo“dx

—x +C

= 5x*

Karena x (0) = 5 maka penyelesaian khususnya adalah y =

x> +5
3. Persamaan differensial Z—z = 6x°

dengan syarat x (0) = 8, mempunyai penyelesaian khusus
y=x°+8
Penyelesaian:

dy
dx
dy = 6x°dx integralkan kedua ruas

fdyz f6x5dx

y=x%+C

= 6x°

Karena x (0) = 8 maka penyelesaian khusus y = x® + 8

. . d
4. Persamaan differensial d—z = 8x7

dengan syarat x (0) = 6, memiliki solusi khusus y = x8 + 6

Penyelesaian:
19



dy _
dx
dy = 8x”dx integralkan kedua ruas

fdy = f8x7dx

y=x8+C

8x’

Karena x (0) = 6 maka solusi khususya adalah y = x8 + 6

iii. Solusi Singular, solusi ini merupakan penyelesian persamaan
differensial yang tidak diperoleh dari hasil mensubstitusikan
suatu nilai konstanta pada solusi umumnya(Lumbantoruan, JH
Male, 2020).

Contoh
1. Persamaan differensial (y")3 + xy’ = y memiliki solusi umum
y=cx+c3 akan tetapi PDB tersebut juga memiliki
. . 1 3 . ..
penyelesaian lain y = —ox7, dan penyelesaian inilah yang
disebut dengan penyelesaian singular, karena tidak diperoleh dari
hasil mensubstitusikan nilai konstanta dri solusi umumnya(J.

Lumbantoruan, 2021a).

2. Persamaan differensial (y")* + xy’ = y memiliki solusi umum

y =cx+c* akan tetapi PDB tersebut juga memiliki
penyelesaian lain y = —%x‘*,, dan penyelesaian inilah yang

disebut dengan penyelesaian singular.
20



3. Persamaan differensial : (y")° + xy’ = ymemiliki solusi umum

y =cx +c> akan tetapi PDB tersebut juga memiliki
penyelesaian lain y = —%Oxs,, dan penyelesaian inilah yang

disebut dengan penyelesaian singular.

4. Persamaan differensial : (y")® + xy’ = ymemiliki solusi umum

y =cx+c® akan tetapi PDB tersebut juga memiliki
penyelesaian lain y = —1—12x6,, dan penyelesaian inilah yang

disebut dengan penyelesaian singular.
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2.5. Masalah Nilai Awal

Pada pembahasan sebelumnya kita telah membahas tentang
solusi persamaan differensial beserta dengan jenis-jenis solusi dari
persamaannya. Sebelum mengetahui apakah suatu persamaan
differensial mempunyai solusi dan apakah solusinya tunggal, maka
kita perlu mengetahui maksud dari masalah nilai awal. Banyak
kasus solusi umum persamaan differensial dapat dicantumkan
konstanta n jika nilai n diketahui untuk

¥ (x0)-¥' (x0), s ¥ 71 (o).
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Karena solusi umum masih mengandung konstanta C maka kita
tentukan nilai khusus pada konstanta C seperti 4,8,-6,0 dan
seterusnya untuk menjadi solusi khusus(Lestari, 2013). Nilai khusus
secara teknis bergantung pada syarat awal fungsi. Jadi, dapat
disimpulkan bahwa masalah nilai awal adalah syarat awal yang

terpenuhi untuk suatu persamaan differensial.

Definisi
Pada masalah nilai awal untuk persamaan diferensial order-n
fG,y,y,y",...,y") =0 yakni menentukan  solusi :
persamaan differensial tersebut di syarat awal x, € I

merupakan subset real dari interval I dan n memenuhi pada

y(x0) =0, V¥ =y1. oo, YOV (x0) = Y

Konstanta dituliskan dalam bentuk yg, y1, ..., Yn-1-

Contoh

1. Tentukan solusi persamaan differensial & — 3x2 di titik x =

dx =
1 solusi ini bernilai 4.

Penyelesaian:
Diketahui
dy

= 3x%,maka dy = 3x2 dx
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Jika di integralkan maka akan diperoleh
[dy = [3x*dx y = x3+ c (solusi umum)

untuk menyelesaikan masalah nilai awal, maka harus didapat
solusi khususnya.
Dimana syaratawal x=1dany =4

maka akan didapat nilai C yaitu:

y=x3+C
4=13+C
c=3

Dapat kita lihat bahwa solusi khusus dari Z—z = 3x2dengan nilai

awal x = 0dan f(1) = 4adalahy = x3 + 3

2. Tentukan solusi f dari persamaan differensial Z—z = 13x12

di titik x = 2, solusi ini bernilai 10.

Penyelesaian:

Diketahui:
d
d_icl = 13x12, maka dy = 13x'? dx

Jika di integrasikan maka akan diperoleh:
[dy=[13x1? y=xB+c

untuk menyelesaikan masalah nilai awal, maka harus didapat

solusi khususnya.
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Dimana syaratawal x = 2dany = 10

maka akan diperoleh nilai C yaitu;

y=xB+¢C
10=213+¢
C = —8182

dy

Dapat kita lihat bahwa solusi khusus dari —= 3x2 dengan

nilai awal x = 0 dan f(2) = 10 adalah y = 13x? — 8182

3. Carilah suatu solusi f dari persamaan differensial Z—z = 4x3
di titik x = 3, solusi ini bernilai 10.
Penyelesaian:
Diketahui:

dy

i 4x3, maka dy = 4x3dx

Jika di integralkan maka akan diperoleh:

[dy = [4x3dx y = x* + ¢ (solusi umum)
Dimana x=3dany=10

maka akan diperoleh nilai C yaitu:

10=x*+C
10=3*4+C
c=-71

dy

Dapat kita lihat solusi khusus dari —= 4x3 dimana

nilai awal x =0 dan f(3) =10 adalah y = x* — 71
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4.Tentukan solusi f dari persamaan differensial Z—z = 33x%2

di titik x = 1, solusi ini bernilai 4.
Penyelesaian:

Diketahui

dy

- = 33x32, maka dy = 33x%% dx

Jika di integralkan akan diperoleh:
[dy = [33x32dx y = x3 + ¢ (Solusi Umum)

untuk menyelesaikan masalah nilai awal, maka harus didapat
solusi khususnya.
Dimana x = 1dany = 4

maka diperoleh nilai C yaitu:

4=x33+C
4=1¥+C
c=3

Dapat kita lihat bahwa penyelesaian khusus dari Z—z = 33x32,

Dengan nilai awal x = 1 dan f(2) =2 yaituy = x33 + 3
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Teorema A: Eksistensi Dan Keunikan

Pada theorema ni kita akan membahas tentang keunikan untuk

masalah nilai awal yang menyatakan

= f(x,y) dimana:

dx -
1. Bidang xy dengan beberapa titik asal D juga f yang

merupakan fungsi dari x dan y

2. Bila f adalah fungsi kontinu maka Turunan parsial Z—; juga

fungsi kontinu dari x dan'y dengan memisalkan (x,, y,) pada
titik asal di D.

Dengan demikian, terdapat satu solusi persamaan differensial ¢
yang memenuhi ¢(x,) =y, dan h cukup kecil pada beberapa
interval terdefinisikan di Maka terdapat solusi unik (tunggal) dari
persamaan differensial yaitu @ yang terdefinisi pada beberapa

interval |x — x,| < h.

Contoh

1. Apakah masalah nilai awal Z_i:xz — xy3 kontinu dalam
segiempat pada titik (1,6), apakah solusi tersebut memiliki
solusi tunggal?

Penyelesaian:

d
f(x,y) = x> — xy3 dan % = —3xy?,

Kita dapat melihat bahwa fungsi ini kontinu dalam segiempat
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yang memuat titik (1,6), sehingga pernyataan 1 terpenuhi dan
masalah nilai awal mempunyai solusi tunggal dalam suatu
interval di sekitar x = 1 dengan bentuk |x — 1| < h dengan h

cukup kecil.

. Selidikil apakah masalah nilai awal Z—zz x3 — xy* kontinu
dalam segiempat pada titik (2,7), apakah solusi ini memiliki

solusi tunggal?

Penyelesaian:

d
f(x,y) = x3 — xy* dan % = —4xy3,

Fungsi tersebut kontinu dalam segiempat yang memuat titik
(2,7) sehingga pernyataan 1 terpenuhi dan masalah nilai awal

mempunyai solusi tunggal(Purwandari, 2018).

. Selidikilah apakah masalah nilai awal Z—i = x> — xy® kontinu

pada segiempat, apakah solusi tersenut memiliki solusi yang

tunggal?
Penyelesaian:
0
f(x,y) = x°> —xy® dan % = —6xy>,

merupakan fungsi yang kontinu dalam segiempat yang memuat

titik (3,8) dan pernyataan 1 dipenuhi sehingga memiliki solusi
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tunggal.

4. Apakah masalah nilai awal Z—i=x7—xy8 kontinu dalam
segiempat pada titik (4,9) dan memiliki solusi tunggal?

Penyelesaian:
0
f(x,y) = x7 —xy® dan % = —8xy’,

Fungsi ini kontinu dalam segiempat pada titik (4,9), dengan
demikian pernyataan dari pernyataan 1 dipenuhi dan masalah

nilai awal memiliki solusi tunggal.
Contoh

2
1. Selidiki apakah masalah nilai awal Z—i = 3ys3 pada titik
(2) = Omempunyai solusi yang tunggal!
Penyelesaian:

of 1

2
f(x,y) = 3y3 sehingga @ =2y 3

akan tetapi Z—; tidak kontinu dan tidak didefinisikan di

y = 0. Akibatnya tidak ada segiempat yang memut titik (2,0)

dimana f dan g—; keduanya kontinu.
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Karena hipotesis teorema 1 tidak dipenuhi, maka masalah nilai

awal tidak mempunyai solusi.

3
. Apakah masalah nilai awal Z—y = 4y+,y(3) = 0 mempunyai

- =
solusi yang tunggal
Penyelesaian:

1

3 of
f(x,y) = 4y% sehingga @ =3y 2

akan tetapi Z—; tidak kontinu dan tidak didefinisikan di
y = 0. sehingga tidak ada segiempat yang memuat titik (3,0)

dimana f dan g—; keduanya kontinu.

Karena hipotesis teorema 1 tidak dipenuhi, maka masalah nilai

awal tersebut tidakmemiliki peyelesaian.

4
. Apakah masalah nilai awal Z—z = 5ys

Dimana y(4) = 0 mempunyai solusi yang tunggal?

Penyelesaian:

4
f(x,y) = 5y5
N —
sehingga 3y - y

29



akan tetapi Z—i tidak kontinu dan tidak didefinisikan di y = 0.

Sehingga fungsi tersebut tidak memuat segiempat pada titik

(4,0) dimana f dan %keduanya kontinu.

Karena hipotesis teoremaa 1 tidak dipenuhi, maka masalah nilai

awal tersebut tidak memiliki penyelesaian.

9
. Apakah masalah nilai awal Z—z = 10y1oyang memuat titik (9,0)
mempunyai solusi tunggal?
Penyelesaian:

9

f(x,y) = 10y10

hi of _ 9 10
sehingga 3y " y

d

akan tetapi é tidak kontinu dan tidak didefinisikan di y = 0.

Sehingga tidak ada segiempat yang memut titik (9,0) dimana

f dan g—; keduanya kontinu.

Karena hipotesis teoremaa 1 tidak dipenuhi, maka masalah nilai

awal tersebut tidak memiliki solusi
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Kegiatan Pembelajaran 6

2.6. Ranakuman

Persamaan Diferensial adalah suatu bentuk persamaan yang
memuat turunan satu atau lebih variable terikat terhadap satu
atau lebih variable bebas suatu fungsi.

Orde atau tingkat merupakan pangkat tertinggi dari turunan
dalam persamaan diferensial. Derajat merupakan pangkat
dari suku derivative tertinggi yang muncul dalam persamaan
diferensial.

. Apabila dalam Persamaan Diferensial terdapat turunan dari
satu atau lebih fungsi sembarang (variable terikat) terhadap
hanya ada satu variable bebas disebut Persamaan Diferensial
Biasa.

Apabila dalam Persamaan Diferensial terdapat turunan biasa
dari satu atau lebih fungsi sembarang (variable terikat)
terhadap satu atau lebih variable bebas disebut Persamaan
Diferensial Parsial.

Solusi Persamaan differensial merupakan persamaan yang
mempunyai solusi dimana setiap variabelnya memenuhi
persamaan terkait.

Persamaan differensial mempunyai dua solusi yaitu solusi
umum dan solusi khusus. Solusi umum persamaan

differensial ordenn  adalah solusi yang biasanya
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mengandung n konstanta, sedangkan solusi khusus ialah
solusi yang diperoleh dari solusi umum apabila n konstanta
tersebut diberi suatu nilai tertentu.

Solusi bentuk eksplisit merupakan solusi dimana variable
terikatnya dipresentasikan dalam bentuk variable bebas dan
konstanta sehingga fungsi tersebut dapat dibedakan dengan
jelas yang mana variable bebas dan variable tidak bebasnya.
Solusi eksplisit dinyatakan dalam bentuk y = f(x).

Solusi bentuk implisit merupakan suatu relasi G(x, y(x)) =
0 pada interval I yang memenuhi setidaknya satu fungsi y
yang memenuhi persamaaan differensial tersebut pada
interval I.Pada solusi implisit ini dimana fungsi tersebut tidak
dapat dibedakan secara jelas yang mana variabel bebas
dengan variable tak bebas. Fungsi implisit ditulis dalam
bentuk y = f(x,y = 0).

. Solusi Persamaan Diferensial Biasa dibagi jadi tiga jenis
yaitu, Solusi Umum, solusi ini merupakan solusi persamaaan
differensial biasa yang memuat sembarang n konstanta ,
misalnya C. Solusi Khusus, penyelesaian Kkhusus ini
merupakan solusi PDB yang tidak mengandung konstanta
variabel karena terdapat syarat awal pada suatu PDB atau n
konstanta nya telah diberi suatu nilai tertentu. Solusi Singular,
solusi ini merupakan penyelesian persamaan differensial yang
tidak diperoleh dari hasil mensubstitusikan suatu nilai

konstanta pada solusi umumnya.
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9. Pada masalah nilai awal untuk persamaan diferensial order-n
fG,y,y,y",..,y®) =0 vyakni  menentukan  solusi
persamaan differensial tersebut di syarat awal x, €I
merupakan subset real dari interval I dan n memenuhi pada
yx) =yo, ¥ =y, ¥ =
Yn-1) Konstanta dituliskan dalam bentuk yq, y4, ..., V1.

10. Keunikan untuk masalah nilai awal yang menyatakan ‘(%’ =

f(x,y) dimana:
- Bidang xy dengan beberapa titik asal D juga f yang
merupakan fungsi dari x dan y.

- Bila f adalah fungsi kontinu maka Turunan parsial Z—£

juga fungsi kontinu dari x dan y dengan memisalkan

(x0,¥o) pada titik asal D.
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Kegiatan Pembelajaran 7

2.7. Diskusi Kelompok Mahasiswa

Untuk soal 1-5 klasifikasikan persamaan differensial di bawabh ini.

1. x%y" —2xy"+ x*=3)y=0
Penyelesaian:
Klasifikasi persamaan differensial dari x2y"" — 2xy" +
(x? — 3)y = 0 adalah

a. Orde 12
b. Derajat D
c. Koefisien : Variabel

d. Kehomogenan D

2. y"+3t3y" —cost=0
Penyelesaian:

Klasifikasi persamaan differensial dari y" + 3t3y

cost = 0 adalah

a. Orde

b. Derajat 1

c. Koefisien

d. Kehomogenan : Homogen

3. y"+3@O")?2+y =sinx
Penyelesaian:
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Klasifikasi persamaan differensial dari y'"’ +3(y'")% +

y' = sin x adalah

a. Orde
b. Derajat : 2
c. Koefisien

d. Kehomogenan

4. x*y" +2+2xy' +2y =3x3
Penyelesaian:
Klasifikasi persamaan differensial dari x2y"’
2y = 3x3 adalah
a. Orde D
b. Derajat D
c. Kaoefisien
d. Kehomogenan : Non Homogen
5. y' —y®=cosx

Penyelesaian:

+ 24+ 2xy' +

Klasifikasi persamaan differensial dari y’ —y® = cosx

adalah

a. Orde

b. Derajat

c. Koefisien : Konstanta

d. Kehomogenan D

Dalam soal 6 - 10 ubahlah persamaan differensial dibawah ini

dengan notasi lain
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aty 2 _
6. S +y°=0
Penyelesaian:
. . . d4y 2
Notasi lain dari =ty =0 adalah

. dy d*y _
7. sinxy —=+cos—— =0

Jawab :
d?y
Notasi lain dari adalah sin xy + cos—= =0
sinxy ...m + cos =0

Jawab :

Notasi lain dari Z +3 (d ’2') + 5y = 0 adalah
y~+3(..2)°>+5y=0
Q 2., — X
9. o, TXy =xe
Jawab :
Notasi lain dari Z—z + x%y = xe* adalah

L+ x%y = xe”

dy .
10.d3+4 a+3y—51nx
Jawab :
Notasi lain darl + 4 5% + 3y = sinx adalah
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y+4 .. —=5y 4+ 3y =sinx

11. Tunjukkan bahwa y = x° + Ax + B merupakan solusi dari

. . d?
persamaan differensial x—zy = 90x8

Penyelesaian :

y=x+Ax+B

dy _ ... 2y _ .

—. = tAdan—- =

Maka
2

y = -+ Ax + B merupakan solusi umum dari d—zy =
X

Jika kita misalkan A= ... dan B= ... maka akan didapat solusi
khusus yaitu y = x10 + - + -

12. Tunjukan bahwa y = x2! + Px + Q merupakan solusi dari
persamaan differensial

2
LY _ 420519

7z
Penyelesaian :

y=-+Px+Q

dy — e coe - e
=t dan ...
Maka
2
y = -+ Px + Q merupakan solusi umum dari % =
Misalkan P=... dan Q= ... maka akan diperoleh solusi khusus

yaituy = -+ - x+..
13. Tunjukkan bahwa y = x8 + Mx + N merupakan solusi dari

. ., d?
persamaan differensial —* = 90x”

37



Penyelesaian :

y=x8%+Mx+N

. Ly _ .
— = +M dan—= =
Maka
. . d?
y = -+ Mx + N merupakan solusi umum dari = = ---
X

Jika kita misalkan M= ... dan N= ... maka akan didapat solusi
khusus yaitu y = x89 + - + -

. . d 19 f .
14. Persamaan diferensial ﬁ = Ty mempunyai penyelesaian

umum y = Cx*°
Penyelesaian :

dy ..
dx x
dy = --- dx bagi kedua sisi persamaan dengan y sehingga
%y = --- Integrasikan kedua ruas
dy J‘ 19dx
y x
Iny =-+C

= ... + cee

. . d 28 . .
15. Persamaan diferensial ﬁ = Ty mempunyai penyelesaian
umum y = Cx?8
Penyelesaian :

dy ..

dx x
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dy = --- dx bagi kedua sisi persamaan dengan y sehingga

dyy = -+ Integrasikan kedua ruas
dy f 28dx
y B X

Iny =--+C

. . d 61 f .
16. Persamaan diferensial ﬁ = Ty mempunyai penyelesaian
umum y = Cx°%!
Penyelesaian :

dy ..

dx  x
dy = --- dx bagi kedua sisi persamaan dengan y sehingga

d -
.. Integrasikan kedua ruas

y
f _ J‘61dx
y_ X

Iny =-+C

. . d 83 . .
17. Persamaan diferensial ﬁ = Ty mempunyai penyelesaian
umum y = Cx83
Penyelesaian :

dy ..

dx  x
dy = --- dx bagi kedua sisi persamaan dengan y sehingga

d -
.. Integrasikan kedua ruas

y
f _ J‘83dx
y_ X

Iny =--+C
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18. Persamaan differensial : (y")'® + xy’ = y memiliki solusi
umum y = --- + .-+, akan tetapi PDB tersebut juga memiliki
penyelesaian lain y = ---,, dan penyelesaian inilah yang
disebut dengan penyelesaian singular.

19. Persamaan differensial : (y')18° + xy’ = ymemiliki solusi
umum y = ---+ .-+, akan tetapi PDB tersebut juga memiliki
penyelesaian lain y = ---,, dan penyelesaian inilah yang

disebut dengan penyelesaian singular.

20. Persamaan differensial Z—y 14x13

x =
dengan syarat x (0) = 2 mempunyai penyelesaian khusus
y=x*+2
Penyelesaian:

dy
dx
dy = 4x3dx integralkan kedua ruas

fdyz f4x3dx

y=x*+C

4x3

Karena x (0) = 4 maka penyelesaian khusus y = x* + 4

21. Persamaan Differensial %: 68x°%7, pada titik x = 4,

solusi ini mempunyai nilai 200.

Penyelesaian :
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Diketahui %:68x67’ maka dy = 68x%’dx sehingga

d
_y= f68x67dx, y:+c
y

Dimanax = ---dan y = -+

maka nilai C adalahy =x ... + C

=2 .+C

C =

Sehingga solusi dari Z—Z = 68x°%7dx

dengan nilai awal x = 0 dan f (4) = 200 adalah y =
X oo+

22. Persamaan Differensial Z—z = 120x119, pada titik x =6,
solusi ini mempunyai nilai 800.
Penyelesaian :

Diketahui Z—i’ = 120x1%, maka dy = 120x'1%dx sehingga

d
f7y= f120x119dx, y=--+c

Dimanax = ---dan y = -+

maka nilai C adalahy =x ... + C

=2 .+C

C =

Sehingga solusi dari % = 120x9dx

dengan nilai awal x = 0 dan f (6) = 200 adalah y =
X o F e
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23. Persamaan Differensial Z—y = 213x212, pada titik x = 4,

- =
solusi ini mempunyai nilai 120.

Penyelesaian :

Diketahui Z—z = 213x2'2, maka dy = 213x2'2dx sehingga

d
.f?y: f213x212dx, y=-+c

Dimanax = ---dan y = -+

maka nilai C adalahy =x ... +C
=2 ..+C

c =

Sehingga solusi dari % = 68x%dx

dengan nilai awal x = 0 dan f (4) = 120 adalah y =
X o o

24. Apakah masalah nilai awal % = 8yg, y(4) = 0 mempunyai
solusi yang tunggal
Penyelesaian:
flx,y) = 8y£ sehingga g—f/ = --- akan tetapi Z—f}
... dan tidak didefinisikan di y = 0. Akibatnya tidak ada
segiempat yang memut titik ... dimana f dan Z—; keduanya
kontinu.

Karena hipotesis teoremaa 1 tidak dipenuhi, maka masalah nilai
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awal ...

20
25. Apakah  masalah nilai awal Z—z = 10y4,y(5) =0

mempunyai solusi yang tunggal

Penyelesaian:
— 10y%0 sehingea L = -.- i o
f(x,y) = 10y sehingga P akan tetapi %

... dan tidak didefinisikan di y = 0. Akibatnya tidak ada
segiempat yang memut titik ... dimana fdang—; keduanya
kontinu.

Karena hipotesis teoremaa 1 tidak dipenuhi, maka masalah nilai

awal ...
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2.8. Latihan Mandiri Mahasiswa

Pada soal no 1-7 Buatlah Persamaan Diferensial tersebut dalam
bentuk notasi lainnya!
1. x' =x?—y?

2. y'—4y" =6

d3 d
3. 2232
dt3 dt
dz dz
4. —=z+x—
dx T dx

5 ")+ (") +2xy =6

() —2(5) =3

2
y 2 o —
L XY STy sinx =0

o

\‘

Pada soal no. 8-14 Tentukan nilai orde atau tingkat dan derajat dari
Persamaan Diferensial di bawah ini!

a2y _
dx?

9. xO")+ )P -y=0

10.3x (2) + 2 (ﬂ)3 = 3x

dx?

4y = e*

11. xy (dgy) —y2sinx =0

dx3
12.x*y'"+y =0
13.y" +5(y")2 -4y =x
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d*u = d?u
2__|__

14. c
dx* dt?

=0

Pada soal no 15-21 Tentukan Persamaan Diferensial dibawah ini

berdasarkan nilai variabelnya dan jabarkan!

15.6" +3y' =e*;y(3) =3;y(3) =4
16.5y" +2y' =e*;y(-1)=3;y(2) =7
17.3y" + 23y =e*;y(2)=1;y(2) =4
18.y"" —y'cosx =e*;y(2) =1;y(1) =1
19.y"" —2y" =sinx ;y(4) =3;y(4) =2
20 y" —y'sinx =e*;y(-2)=1;y(1) =1
21.2y"" +25y" =e*;y(3) =2;y(2) =5

Pada soal 22-33 Klasifikasikan Persamaan Diferensial berikut ini!

day 2,0, — X
22. o, TXy=xe

23. (y —x)dx 4+ 4xdy =0

24. x3 (%) + x(j—z) — 5y =e¢*
5 (22 4 (2) 07

26 (22) 4 2% (42) 4 x (2) = xe¥

27. x?dy + y*dx =0

28.d—3t+3("—2t)5+3t=0

ds3 ds?

d3u | d?u  du
—+—+—=0

29.
dt3 dt? dt

Py ady 2 _
30. 32 +2y? =0

dx?
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31.ﬁ+(d4—")(ds—y)+x=t

daté dt* dat3

3
32.%+ysinx =0

33.92 4 y2 =

dx*

34. Tunjukan bahwa y = x!3 + Px + Q merupakan solusi

. . . d?
dari persamaan differensial x—zy = 156x!

35. Tunjukan bahwa y = x'! + Mx + N merupakan solusi

. . . d?
dari persamaan differensial x—zy = 90x®

37. Tunjukan bahwa y = x1? + Mx® + N merupakan solusi

2
dari persamaan differensial ’1—2” = 132x1° + 30x*

R . d 23
38. Persamaan differensial d—z ==X
penyelesaian umum y = Cx?3

. . d 81
39. Persamaan differensial d—i =2

penyelesaian umum y = Cx8!

. . d 82
40. Persamaan differensial ﬁzTy

penyelesaian umum y = Cx8?

dy 69y

41. Persamaan differensial — =

dx

penyelesaian umum y = Cx®°

mempunyai

mempunyai

mempunyai

mempunyai

. . . . . d
42. Carilah suatu solusi f dari persamaan diferensial ﬁ =

4x3 sedemikian sehingga di titik x = 2

mempunyai nilai 3.
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43.

44,

45,

46.

47.

48.

49,

50.

. . . . . d
Carilah suatu solusi f dari persamaan diferensial ﬁ =

24x%3 sedemikian sehingga di titik x = 6 solusi ini
mempunyai nilai 12.
Carilah suatu solusi f dari persamaan diferensial Z—Z =
27x28 sedemikian sehingga di titik x = 2 solusi ini
mempunyai nilai 14.
Carilah suatu solusi f dari persamaan diferensial Z—Z =

124x123 sedemikian sehingga di titik x = 18 solusi ini

mempunyai nilai 200.

Apakah f(x) = 2sinx + 3cosx merupakan solusi
eksplisit dari Persamaan Differensial ‘f—zy +y=0
dimana x eR?

Apakah masalah nilai awal Z—i = x18 —xy1%.y(15) =
10 mempunyai solusi yang tunggal?

Apakah masalah nilai awal Z—z = x2! — xy?2.y(18) =
12 mempunyai solusi yang tunggal?

Apakah masalah nilai awal Z—z = x1® — xy17.y(6) =
12 mempunyai solusi yang tunggal?

Tunjukkan bahwa x> + 3xy? = 1 adalah solusi implisit

dari persamaan differensial ny% + x%y? = 0 pada

interval 0 < x <
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P
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S
Singular, 20, 32
Solusi Singular, 20, 32
Solusi tunggal, 27, 28
Solusi Umum, 15, 25, 32
T
Teorema, 25
Turunan, 26, 32

Vv

Variabel, 18, 32



GLOSARIUM

DIFERENSIAL
Persamaan diferensial adalah persamaan matematika untuk fungsi
satu variabel atau lebih, yang menghubungkan nilai fungsi itu sendiri

dan turunannya dalam berbagai orde.

EKSISTENSI
Segala sesuatu yang dialami dan menekankan sesuatu itu ada.

EKSPLISIT
Persamaan sederhana yang hampir semua unsur — unsur di dalam

persamaan itu telah diketahui (tersurat).

EKSPONENSIAL

Salah satu fungsi yang paling penting dalam matematika. Materi
eksponen menyajikan persamaan yang melibatkan bilangan
berpangkat.

FUNGSI

Sekelompok aktivitas yang tergolong pada jenis.

INTERVAL
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Suatu himpunan bilangan real dengan sifat bahwa setiap bilangan
yang terletak di antara dua bilangan dalam himpunan itu juga

termasuk ke dalam himpunan.

KEUNIKAN
Keadaan atau kondisi dimana sesuatu tidak sepertii hal lain dalam
perbandingan.

KONSTANTA

Suatu nilai tetap; berlawanan dengan variabel yang berubah-ubah

KONTINU

Suatu fungsi yang berkelanjutan atau berkesinambungan

LINEAR

Sebuah persamaan aljabar yang tiap sukunya mengandung konstanta

NILAI AWAL

Persamaan differensial dengan n syarat awal pada suatu nilai

NOTASI

Sistem lambing yang menggambarkan bilangan.

PARSIAL
Kaidah yang mengubah integral perkalian fungsi menjadi betuk lain

yang lebih sederhana.
49



SINGULAR
Fungsi yang bila dijelaskan secara intuitif, perubahan kecil dalam

masukannya berakibat perubahan kecil pula pada keluaran.

ORDE
Pangkat tertinggi dari sebuah koefisien diferensial

RELASI
Suatu aturan yang memasangkan anggota himpunan satu ke

himpunan lain.

TURUNAN

Bagaimana suatu besaran berubah akibat perubahan besaran lainnya

TEOREMA

Sebuah pernyataan, yang dapat dibuktikan atas dasar asumsi.
VARIABEL

Nilai yang dapat berubah dalam suatu cakupan soal atau himpunan

operasi yang diberikan
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