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PRAKATA

PujiSyukurpenulis panjatkan kehadiratTuhan Yang Maha Esa karena telah

melimpahkankasihdanberkat-Nyahinggapenulisberhasilmenyelesaikanbahanajar

modul“PersamaanDiferensialKonstan”.

Kamisangatmengucapkanterimakasihkepadapihak-pihakyangtelahmembantu

dalam prosespenyusunanmakalahini.Baikituberupaide,gagasan,sertasaranselama

prosespenyusunanmakalahini.Semogadenganadanyamakalahinidapatmenambah

pengetahuanparapembacaterutamadalam memahamimateriPersamaanDifferensial

MetodeSubstitusi.

ModulInisangatsederhanadanmasihbanyakkekurangan.Makadariitu,dengan

segalakerendahanhatikamimengharapkansarandankritikdarisemuapihak,sehingga

kamipenulisdapatmelakukanperbaikanpadaedisiberikutnya.Untukitu,terimakasih

setulus-tulusnyapenulissampaikankepadasemuapihakyangtelahmembantu,sehingga

modulinidapatdiselesaikan.

Jakarta,12Desember2021

Penulis,

(DewisarH.LodoPutri)
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CapaianPembelajaran UraianMateri

Mahasiswadihapkanmampu

memahamidefenisidankonsep

PersamaanDiferensialkonstan,serta

dapatmenyelesaikandanmembuat

contohpersoalandabam bentuk

persamaandiferensialyangkonstan

1.DefenisiPersmaan

DiferensialKonstan

2.KonsepPersamaan

DiferensialKonstan

3.MenyelesaikanPersoalan

Diferensialyangkonstan

MODUL6
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Suatufungsif dapatdisebuthomogenberderajadnjika:(x,y)

f = ,f(λxλy) λ
n

(x,y)

Menurut(SigitKusmaryanton.d.)PersamaandiferensialM(x,y)dx + N(x,y)dy = 0bisa

dikatakanhomogenjikaM (x,y)danN (x,y)merupakanhomogenberadapadatingkat

derajatyangsetara,artinyasetiapvariabelkitakalikandenganparameterλ.Sehingga

dalam persamaanhomogendilakukansubstitusi

y=vxdandy=vdx+xdv

Contoh:

1. dx+xydy=0( +x2 y2)

Penyelesaian:

Misalkanv= ,makay=vdx
y

x

Turunkany=vxdandy=vdx+xdv

dx+x =0( +x2 (vx)2) (vx)(vdx+xdv)

dx+ vdv=0( +x2 2x2v2) x3

dx+ vdv=0….PDVariabelterpisahx2(1+2v2) x3

+ =0=> =0
dx

x

vdv

(1+2v
2) ∫+

dx

x ∫vdv

(1+2v
2)

6.1KegiatanPembelajaran1PersamaanDiferensial

MODUL6
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)=C=> =Clnx+
1

4
ln(1+2v2 lnx+

1

4
ln(1+2

y2

x2)

2. dx+ dy=0(x+2y) (2x+3y)

Penyelesaian:

Misalkan:y=ux,dy=udx+xdu

dx+ =0(x+2ux) (2x+3ux)(udx+xdu)

dx+ dx du=0(x+2ux) (2ux+3 xu2 ) (2 =3ux2 x2)

dx+ du=0(x+4ux+3 xu2 ) (2 +3ux2 x2)

x+ du=0 :(1+4u+3u2) (2+3u)x2 (1+4u+3u2)x2

dx+ du=0
1

x

(2+3u)

1+4u+3u2

= + =∫dx
1

x

1

2∫2(2+3u)

1+4u+3u2 ∫0

=lnx+
1

2
ln =C(1+4u+3u2)x2

=lnx+ =C
1

2
ln(1+ +

4u

x

3y2

x2)

3. =
dy

dx

-yx2 2

xy

Penyelesaian:

xydy= dx( -x2y2)

- )+xydy=0(y2 x2

y=ux,dy=udx+xdu

dx+x.ux(udx+xdu=0( -u2x2x2)

dx+u du=0(2 -u2x2x2) x3

dx+u du=0:(2 -1u2 )x2 x3 (2 -1u2 )x3

dx+ du=0
1

x

4u

(2 -1u2 )
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= +∫dx
1

x

1

4
∫

4u

(2 -1)u2

=lnx+
1

4
ln =C(2 -1u2 )

=lnx+ =C
1

4
ln( -1

2y2

x2 )

4.xdy-ydx- dx=0-x2y2

Penyelesaian:

xdy-(y+ dx=0-x2y2

M =-(ty+(tx,ty) -t2x2 yt2 2

=-(ty+ t2( -x2y2))

=-(ty+t -x2y2)

=t(-(y+ -x2y2

=t'M(x,y

N =tx= N(tx,ty) t' (x,y)

y=ax,dy=adx+xda

x -(ax+ dx=0(adx+xda) -x2 xa2 2

4xdx+ da-(ux+ dx=0x2 -x2 xa2 2

- dx+ da=0-x2a2x2 x2

- xdx+ da=0 :-a2 x2 1-a2x2

dx+ da=0
1

x

1

-a2

= +∫dx
1

x
∫

1

-a2

=-Inx+arcsina=C

=-lnx+arcsin =C
x

y
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(SigitKusmaryanton.d.)Persamaandiferensialyangmemilikiciri(ax+ by+ c)dx+ (kx

+ly +m)dy = 0…(i),yangdimanaa,b,c,k,l,sertam merupakankonstantadapat

dikatakanPersamaandiferensialtidakhomogen.Terdapatbeberapaketentuandalam

menyelesaikanPDtersebut;

(1)jika ≠ ≠ ataual–bk≠0
a

k

b

l

c

m

(2)jika = ≠ ataual–bk=0
a

k

b

l

c

m

(3)jika = = =n
a

k

b

l

c

m

Padaketentuan(1)ketika

≠ ≠ ataual–bk≠0
a

k

b

l

c

m

ax+ by+ c=u adx+ bdy=du

kx+ ly+ m =v kdx+ ldy=dv

adx+ bdy=du(*q)

kdx+ ldy=dv(*b)

akdx+ bldy=ldu

bkdx+ bldy=bdv -

dx=ldu–bdv(al–bk)

dx= …
l.du-b.dv

(al-bk)
(ii)

6.2KegiatanPembelajaran2.DiferensialTidakHomogen
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dengancarayangsamayaitumengeliminasidx,diperoleh

dy= …(iii)
a.du-b.dv

(al-bk)

kemudiansubstitusiu,v,pers(ii)dan(iii)kePDawal[pers(i)]

udx+ vdy=u + v =0=u(ldu–bdv)+ v(adv–kdu)=0(l.du-b.dv
(al-bk)) (a.du-b.dv

(al-bk))

ludu–budv+ avdv–kvdu=0

(lu–kv)du+ (av–bu)dv=0,PDHomogen

SetelahPD awaltersebutberbentuksepertiPD terakhirdiatas,makapenyelesaiannya

dapatmenggunakan.

Selesaikanpersamaan–persamaanberikut:

Contoh

1.Tentukanpenyelesaian =y' -x+2y+5

2x-y-4

Penyelesaian:

=y' -x+2y+5

2x-y-4

dy= dx(2x-y-4) (-x+2y+5)

dx+ dy=0(x-2y-5) (2x-y-4)

a=1,b=-2,c=-5,p=2,q=-1,r=-4

= , = , =- sehingga ≠ ≠ (bentuk1)
a

k

1

2

b

l

2

1

c

m

5

-4

a

k

b

l

c

m

 Menentukan( ,x
1

y
1)

diperoleh =1dan =-2
x-2y-5=0

2x-y-4=0|×2
×1|2x-4y-10=0

2x-y-4=0
x

1
y

1
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Diperoleh:

x=u+1⟺dx=du

y=v-2⟺dy=dv

Sehingga:

dx+ dy=0(x-2y-5) (2x-y-4)

du+ dv=0(u+1-2 -5(v-2) ) (2 - -4(u+1)(v-2) )

du+ dv=0(u-2v+1+4-5) (2u-v+2+2-4)

du+ dv:u(u-2v) (2u-u)

du+ dv=0→PDHomogen(1-
2v

u) (2-
v

u)
Misalv=uz⟺dv=zdu+u.dz,maka

du+ =0(1-2z) (2-z)(zdu+udz)

du+ udz=0: u(1-z2) (2-z) (1-z2)

+ dz=0→PDTerpisah
du

u

(2-z)
(1-z2)

+∫
du

u
∫ dz=0

(2-z)
(1-z2)

lnu+∫ dz-
2

(1-z2)
∫ dz=0

z

(1-z2)

×2lnu+2ln + ln =|1+z

1-z2|1

2
|1-z2|lnc

1

2 =lnu+4ln +ln|1+z

1-z2| |1-z2| lnC

=lnu2(1+z

1-z2 )
4

(1-z2) lnC

=Cu2(1+z)4

(1-z2)

=C(x-1)2
(1+

y+2

x-1)
4

(1-
y+2

x-1)
4
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=C(x-1)2(x+y+1

x-1 )
4

(x-1

x-y-3)
2

=C
(x+y+1)4

(x-y-3)2

2.Tentukanpenyelesaian =y' -x+2y+5

2x-4y-4

Penyelesaian:

=y' -x+2y+5

2x-4y-4

dy= dx(2x-4y-4) (-x+2y+5)

dx+ dy=0(x-2y-5) (2x-4y-4)

a=1,b=-2,c=-5,p=2,q=-4,r=-4

= , = , =- sehingga = ≠ (bentuk2):
a

k

1

2

b

l

2

4

c

m

5

-4

a

k

b

l

c

m

Misalkan:

x-2y=r⟺dx-2dy=dr

Sehingga

dx+ dy=0(x-2y-5) (2x-4y-4)

+ dy=0(r-5)(dr+2dy) (2x-4)

dr+ dy=0 :(r-5) (4.r-14) (4r-14)

+∫ dr
r-5

4r-14
∫dy=0

1

4
∫ dx+y=C(1+

-
3

2

z-
7

2
)

+y=C
1

4(r-
3

2
ln|r-

7

2|)

2x-3ln +4y=C| -(x-2y)
7

2|
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3.Tentukanpenyelesaian =y' -x+2y+3

2x-4y-6

Penyelesaian:

=y' -x+2y+3

2x-4y-6

dy= dx(2x-4y-6) (-x+2y+3)

dx+ dy=0(x-2y-3) (2x-4y-6)

a=1,b=-2,c=-3,p=2,q=-4,r=-6

= , = , =- sehingga = = = (bentuk3)
a

p

1

2

b

q

2

4

c

r

3

6

a

b

b

q

c

r

1

2

dx+ dy=0(x-2y-3) (2x-4y-6)

dx+2dy=0

+ =0∫dx ∫2dy

x+2y=C

PersamaanDifferensiallinearordeduadengankoefisienkonstandapatdituliskan

sebagai:ay"+by'+ cy = f(x)dengana,bdancyaitukonstanta.Jikaf(x)= 0,

sehingga ay"+by'+ cy = 0persamaantersebutdisebuthomogen,sedangkanbila

f =0makapersamaantersebutdisebuttakhomogen.UntukdapatmenentukanSolusi(x)1

PDhomogen,kitadapatmempelajaripengertiankebebasanlineardanWronkiandaridua

fungsi..

Dua fungsiyaitu f(x)dan g(x)dapatdisebutbebas lineardiintervalIapabila

persamaankombinasilineardariduafungsiitu,mf + ng -0padasetiapxhanya(x) (x)

dipenuhiolehm =n=0.Bilatidakmakadikatakanf(x)dang(x)bergantunglinear.

PersamaanDiferensialmerupakansebuahpersamaanyangterdapatsatuataulebih

turunanvariabelterikatterhadapsatuataulebihvariabelbebas.Sedangkanapabiladalam

PersamaanDiferensialterdapatturunandarisatuataulebihfungsisembarangterhadap

hanyaadasatuvariablebebasdisebutdenganPersamaanDiferensialBiasa.Dandisebut

denganPersamaanDiferensialParsialapabiladalam persamaanterdapatturunanbiasa

darisatuataulebihfungsisembarangterhadapsatuataulebihvariablebebas

Contoh
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a. + +xy=5(PersamaanDifferensialParsial)
∂y

∂x

∂y

∂t

b. + - -3x=0(PersamaanDifferensialBiasaOrdeDua)
∂y

∂x

yd2

dx2 (dy

dx)
2

OrdepadasuatuPDByaitupangkatyangtertinggidarisuatuturunandalam persamaan

diferensialF(x,y’,y’’,...,y(n)=0
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menurut,(Jitu Halomoan Lumbantoruan.S.Pd.2019)Persamaan Diferensialadalah

persamaanrasionalmisalnyaantara(x)variabelbebas,misalnya(y)variabelterkaitdan

satuataulebihkoefisienturunanantarakeduanya.Contoh: .Persamaandiferensial
dy

dx

biasa,yitujikahanyaadasatufaktorindependen.Perumpaan diferensialsegmental,ialah

ketika ada beberapa perumpamaan variabeltak bebas.Persamaan diferensialorde

pertamaadalahdapatdikatakansebagaitururnanataufungsilinearberisisatuvariabel

bebas(x)dengansatufaktorleluasa(y)danturunanpertamanya(y),dihubungkanoleh

eksplisitatauimplisit.Solusiumum persamaandiferensialadalah:fungsiyangmencakup

konstantaCdanmemenuhipersamaan diferensial.Solusispesifikadalahsolusiyang(1)

diperolehdarisolusiumum nilaiCdarinilainumeriktertentu,atausolusiyangmemenuhi

kondisidiberikan,misalnyas.

Metodeintegrallangsung,metodepemisahanvariabel,danmetodesubstitusiadalah

jumlahcara penyusunanperbandingandiferensialsistem satu.caralangsungdipakai

apabila persamaan diferensialbisa dinyatakan dalam bentk =f(x)artinya bentuk
dy

dx

persamaandapatdiintegralkansecaralangsungdidapatkan .∫dy=∫f dx→y=F +c(x) (x)

Caradiskriminasifaktordipakaiapabilaperbandingandiferensialmemilikiduafaktor

sertabisaditempatkanditempatyangberbedadibukuyangberlainandanbisadicatatdi

tatanan : =f(x,y)→ dengan catatan f(x,y)bisa dipisahkan menjadif(x)dan g(y)
dy

dx

sehinggadidapatkan .Dipisahkan,biasanyadiambilsubstitusi∫g dy=(y) ∫f dx→y=F +C(x) (x)

y=v.x→ =v+x .SolusiPD linearHomogendengannkoefisienkonstantaakoefisien
dy

dx

dy

dx

karakteristik).Bentuk + +cy=0a,b,c=konstanta.ay
,,

by
,

Misalkan:

y=e
mx

=y
,

me
mx

=y
,,

m2e
mx

+ +cy=0 + + =0ay
,,

by
,

am2e
mx

bme
mx

ce
mx

=0( +bm+cam2 )e
mx

6.3KegiatanPembelajaran3.KoefiesienKonstanta
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Jadiy= menjadiisolusiPDjikaa =0e
mx ( +bm+cam2 )

bm +c=0→persamaankarakteristikam2

Akarpersamaankarakteristikadalah:

= D= -4acm
12

-b± -4acb2

2a
b2

Akarpersamaankaraketristiknilaim adalah

1.apabila -4ac>0,maka merupakan2akarrealyangbedadengan ∈Rb2 m
2

m
12

sehinggapenyelesaianumumnyaadalah:y= +c
1
e

xm
2 C

2
e

xm
2

2.bila -4ac=0,maka = dengan ∈R,makapenyelesaianumumnya:b2 m
1

m
2

m
12

y= ec
1

m
x

3.bila -4ac<0,sehingga =a±iβ dengan a,β∈R, penyelesaian umumnyab2 m
12

adalahy= +i( - ) (sinβx)( +c
1

c
2)e

ax
(cosβx) c

1
c

2
e

ax

y= +i (sinβx)Ae
ax

(cosβx) be
ax

Contoh1

CaripenyelesaianPD: - -2y=012y
,,

5y
,

Solusipersamaankarakteristiknya,

-5m-2=012m2

=0(4m+1)(3m-2)

=- v =m
1

1

4
m

2

2

3

SehinggapenyelesaianuntukPDdiatasialah,y =(x) c
1
e

x
2

3
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Contoh2

CariPD,solusiumumnyaadalahy=
c+sinx

x

Penyelesaian:

y=
c+sinx

x

y=(c+sinx)x-1

=cosx. (c+sinx)y
,

x-1 x-1

= -y
, cosx

x

c+sinx

x2

=y
, xcosx-(c+sinx)

x2

=xcosx-c-sinxx2y
,

c=xcos-sinx-x2y
,

Substitusikannilaiyangdihasilkanmenjadi:y
c+sinx

x

y=
xcosx-sinx- +x2y

,
sinx

x

y=cosx-xy
,

PD,yangsolusiumumnyaadalahy= adalah +y=
c+sinx

x
xy

,
cosx

Contoh3

Diberikanpenyelesaianberikut -cxy+4=0x3

Penyelesaian:

Kitaturunkan -cxy+4=0secaraimplisitx3



15

-cy-cxy+03x2

-c =-(y+xy) 3x2

c=
3x2

y+xy
,

Substitusikannilaickedalam persamaan -cxy+4=0x3

- xy+4=0x3 (3x2

y+xy)
- y+4y=0x3(y+xy

,
)3x3

- y+4y=0( +4xx4 )y
,

2x3

Olehkarenaitu, -cxy+4=0ialahpenyelesaianumum untukPD - y+4y=0x3 ( +4xx4 )y
,

2x3

Contoh4

Tentukansolusiiumum persamaanndiferensialberikut:

+ -6y=0y
,,

5y
,

Penyelesaian:

AkarpersamaannkarakteristikPDdiatasadalah

+5m-6=0m2

1x6=-6

-1+6=5

=0(m-1)(m+6)

=1dan =-6m
1

m
2

solusilinearbebasuntukPDadalah:

y= +C
1
em1x C2e

xm
2
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y= +C
1
e

x
C

2
e-6x

Contoh5

Caripenyelesaianumum bagipersamaandiferensialberikut:

+ +4y=0y
,,

2y
,

Penyelesaian:

Akar-akarpersamaannkarakteristikPDdiatassberikut

+2m +4=0m2

+2m+4=0m2

=-1±im
12

3

=a±iβm
12

| +2m+4=0m2

… x…=4
… +…=2 |

=m
12

-b± -4acb2

2a

=m
12

-2± -4.1.422

2.1

=m
12

-2±-12

2

=m
2

-2±2 -3

2

=m
12

2(-1±i )3

2

=-1±im
12

3

SolusiibebaslinearuntukPDadalah:

y= + ( )Ae
ax(cosβx) Be

ax
sinβx

y= cos +B sinAe
-x

3x e
-x

3x
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Menurut(SigitKusmaryanton.d.)Jikafungsimemenuhisalahsatudaripadasyaratberikut,

kitabisamenyebutnyasebagaifungsikoefisientaktentu:

1.Fungsimempunyaiformatataubentukberikut:

a. →sebuahbilanganbulatpositifataunolx
n

b. →sebuahkonstantadantidaksamadengannole
ax

c. →pdanqadalahkonstantadanq≠0sin(px+q)

d. → pdanqadalahkonstantadanq≠0cos(px+q)

2.Fungsiyangterdiridariperkalianfinitehinggadariempatangkapadapoin1diatas

Aturanuntukmetodekoefisientaktentu

a ketentuan dasar,contohnya.Bilar(x)ialah satunyabergunaditabel,tentukan

kegunaan dengan sinkron serta pilih koefisien tidak pastinya mengunakanyp

pergantian diperbandingantadi.yp

b Modifikasiperintah.Kalikan yangbersesuaiandengantabeldenganx(atau jikayp x2

r persismenggunakan penyelesaianakargandaPDtunggal)mengalikan serta(x) yp

samaditabelolehx(atau )apabilar(x)persismenggunakanpenyelesaian.x2

c PenjumlahanAturan.Bilar(x)mengacudijumlahfungsiyangditemukandikolom

pertamatabel, mengacupadajumlahfungsiyangditemukanpadakolom keduayp

tabel.

6.4.KegiatanPembelajaran4.MetodeKoefisienTakTentu
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Tabel1MetodeKoefisienTakTentu

Sukupadar(x) Pilihanuntukyp

ke
yx

ce
yx

(n=0,1…)kx
n

+ +…+ x+k
n
x

n
k

n-1
xn-1 k

1
k

0

kcosωxatauksinωx kcosωx+Msinωx

Kesimpulan:

 carakoefisientidakpastidipakaikhususuntukunsurlogam linearakhomogen
denganhomogensertakoefisienkonsisten.

 Agarbisamenetapkanpemenggalansertasamawajibdicarilebihawalpengerjaan
perbandingankesamaannya.

 trikkoefisientaktentucumabisadipakaiapabilakegunaanf dalam bukukanan(x)

yaitu berbentuk polinomial, kegunaan trigonomeri, fungsi eksponen serta
penambahan/perkalianmelaluiketigaperananruanganawalpadadiagram satu.

Contoh :PD +y= takbisa terselesaikan jika cara koefisien taktentuy
,,

tanx

deisebakan tidaktergolongketigakegunaanpadatabelsatu.tanx

PenerapanAturanDasar

TentukanPDtakhomogenberikut:

+4y=y
,,

8x2

Jawaban:

Langkah1.MenentukansolusidariPDhomogen +4y=0y
,,

Persamaankarakteristik: +4=0m2

Akar-akarpersamaankarakteristik: =2i, =-2im
1

m
2

Solusiumum =Acos2x+Bsin2xy
h

Langkah2.MenetukansolusiPDtakhomogen +4y=y
,,

8x2

f = sehinggadaritabel1, = + x+(x) 8x2 yp k
2
x2 k

1
k

0

p= x+y
,

2k
2

k
1
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,p=2y
,,

y
,,

k
2

Substitusikan ,p,pkepersamaandidapatkan:ypy
,

y
,,

+4 =2k
2

( + x+k
2
x2 k

1
k

0
) 8x2

Kitasamakankoefisienyangmemilikipangkatsamadidapat:

=84k
2

=04k
1

+ =02k
2

4k
0

Nilaikonstanta:

=2, =0k
2

k
0=-1,

k
1

Solusiumum PDtakhomogen:

= + = + -yp y
h
(x) yp(x) c

1
e

x
c

2
e2x xe

x

Langkah3.MenentukansolusiPD

y= + =Acos2x+Bsin2x+ -1y
h
(x) yp(x) 2x2
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PenerapanAturanModifikasi

SelesaikansolusiPDberikut:

- +2y=y
,,

3y
,

e
x

Penyelesaian:

Langkah1.TentukansolusiPDhomogen - +2y=0y
,,

3y
,

Persamaankaraketeristik: -3m +2=0m2

Akar-akarpersamaankarakteristik: =1, =2m
1

m
2

Solusiumum = +y
h

c
1
e

x
c

2
e

x

Langkah2.TentukansolusiPDtakhomogen - +2y=y
,,

3y
,

e
x

f = ,yaknisolusiPD homogenpadalangkah1sehinggasamadengan(x) e
x

aturanB, = , = dikarenaf = yaknisolusiPDhomogenpadayp cxe
x

yp ce
x

(x) e
x

langkah1makasesuaiaturanB, =yp cxe
x

Jadi,p= +cx ,p= +y
,

ce
x

e
x

y
,,

2ce
x

cxe
x

Kitasamakankoefisienyangmemilikipangkatsamadidapat:

c=-1

Solusiumum PDtakhomogen: =-yp xe
x

PenerapanAturanPenjumlahan

Contoh1.Selesaikanpenyelesaianumum PDberikut:

- +y= +xy
,,

2y
,

e
x

Jawaban:

Langkah1.TentukansolusiPDhomogen - +y=0y
,,

2y
,

Persamaankarakteristik; -2m +1=0m2

Akar-akarpersamaankarakteristik: = =1m
1

m
2

Solusiumum = +y
h

c
1
e

x
c

2
xe

x
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Langkah2.MenentukansolusiPDtakhomogen - +y= +xy
,,

2y
,

e
x

f = +x, = + x+(x) e
x

yp c
1
e

x
c

2
c

3

Sukupadaf yaitu merupakansolusigandaPDhomogensolusiumum PD(x) e
x

homogensolusiumum PDhomogenmenjadi = + x+yp c
1
x2e

x
c

2
c

3

Sehingga p= + +y
,

2c
1
xe

x
c

1
x2e

x
c

2

p= + + +y
,,

2c
1
e

x
2c

1
xe

x
2c

1
xe

x
e

x
c

1
x2e

x

Substitusikan p pkepersamaandidapatkan:ypy
,

y
,,

+ + -2 + + x+2c
1
e

x
4c

1
xe

x
2c

1
xe

x
e

x ( + +2c
1
xe

x
c

1
x2e

x
c

2
) c

1
x2e

x
c

2
c

3

= +x↔ + x- + = +xe
x

2c
1
e

x
c

2
2c

2
c

3
e

x

Kitasamakankoefisienyangmemilikipangkatsamadidapat:

= ; =1; = ; =1; =2c
1

1

2
c

2
c

3

1

2
c

2
c

3

Solusiumum PDtakhomogen:

= + x+yp c
1
x2e

x
c

2
c

3

= +x+2
1

2
x2e

x

Langkah3.MenentukansolusiPD

y= + = + + +x+2y
h
(x) yp(x) c

1
e

x
c

2
xe

x 1

2
x2e

x

Contoh2.TentukanpenyelesaianPDberikut:

+ +5y= +y
,,

2y
,

16e
x

sin2x

Penyelesaiannya:

Langkah1.TentukansolusiPDhomogen + +5y=0y
,,

2y
,

Persamaankaraketristik: +2m +5=0m2

Akar-akarpersamaankarakteristik: =-1+2i =-1-2im
1

m
2
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Solusiumum = (Acos2x+Bsin2x)y
h

e
-x

Langkah2.MenentukansolusiPDtakhomogen + +5y= +y
,,

2y
,

16e
x

sin2x

f = +sin2x(x) 16e
x

= +kyp ce
x

cos2x+Msin2x

Substitusikan ,p, pkepersamaandidapatkan:yp y
,

y
,,

8 +ce
x (-4k+4m+5k)cos2x+(-4k-4m+5m)sin2x=1 +6

x
sin2x

Kitasamakankoefisienyangmemilikipangkatsamadidapat:

c=2;k= ;cos2x+
4

17

1

17
sin2x

Langkah3.MenentukansolusiDPy= +y
h
(x) yp(x)

= + -e
x(Acos2x+Bsin2x) 2e

x 4

17
cos2x+

1

17
sin2x
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Menurut(SigitKusmaryanton.d.),Metodevariasiparameter merupakanmetodeyang

menentukansuatupenyelesaiankhusus persamaandiferensiallinearkoefisienvariabel.

Ketentukandarimetodeini yaitumenggantivariabelkonstonta denganvariasic
k

parameter . Metodetersebutdapatdipakaidalam menyelesaikanpermasalahanv
k
(a)

persamaanyangtidakbisadiselesaikan denganmetodekoefisientaktentu.Penggunaan

metodekoefisientaktentubersifatterbataspadafungsiyangtakdapatdigunakandalam

metodekoefisientaktentu,makabisadipakaikanmetodevariasiparameter.Prinsip

metodevarlasiparameterpadaPDLineartakhomogenorde2:

y"-p +q y=r(x)(x)y' (x)

+ (x)c
1
y

1
(x) c

2
y

2

= + (x) (x)yp v
1
(x)y

1
(x) v

2
y

2

PDLineartakhomogenorde-2dengankoefisienvariabreldiselesaikandenganmetode

variasiparameter.Variasiparameterdapatdituliskandengan:

y"+p(a)y'+q(a)y=r(a)

PenyelesaiandariPDiniyaitumelalui3langkah,sepertiberikut:

Langkah1:

MenentukanpenyelesaianPDhomogen

y"+p(a)y'+q(a)y(r(a))=0

= + (a)y
h

c
1
y

1
(a) c

2
y

2

Langkah2:

MemilahpenyelesaianPDnonhomogenmenggunakanmetodevariasiparameter

 Tentukansolusipersamaanumum:

6.5KegiatanPembelajaran5.MetodeVariasi
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= (x) (x)yp v
1

y
1

 Tentukanturunan :yp

+ ' + (x) '(x)=vyp
'

1
(x)y

1
(x) v

1
(x)y'

1
(x)+v

2
(x)y

2
(x) v

2
y

2

 Menentukanpersamaansyaratnya:

+ =0v'

1
(x)y

1
(x) v'

2
(x)y

2
(x)

Sehingga

= +y'
p v

1
(x)y'

1
(x) v

2
(x)y'

2
(x)

= (x) + '(x) '(x)+ '(x) +yp v
1

y
1
(x) v

1
y

1
v

2
y

2
(x) v'

2
(x)y'

2
(x)

 Substitusikan , "padaPD:ypy'
pyp

"(x)+p(x) '(x)+q(x) (x)=0y
1

y
1

y
1

"(x)+p(x) '(x)+q(x) (x)=0y
2

y
2

y
2

["(x)+p(x) '(x)+q(x) (x)]+ ' [ + =r(x)v
1
(x)y

1
y

1
y

1
v

2
(x)y'

2
(x) v'

2
(x)y'

2
(x)

Karena: ” +p +q =0y
1

(x) (x)y'

1
(x) (x)y

1
(x)

” +p +q =0y
2

(x) (x)y'

2
(x) (x)y

2
(x)

Dengandemikianhasilsubstitusidari ,”padaPDadalah:yp,y
'
pyp

’ + =r(x)v
1

(x)y'

1
(x) v'

2
(x)y

2
(x)

 Menetukan danv
1
(x) v

2
(x)

+ =0v'

1
(x)y

1
(x) v'

2
(x)y

2
(x)
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+ =rv'

1
(x)y'

1
(x) v'

2
(x)y'

2
(x) (x)

Makadarikeduapersamaandiatasdiperoleh:

= → =v'

2
(x)

.ry
2

(x)(x)

w
v

1
(x) ∫-

y
2 r.(x)(x)

w

= → =v'

2
(x)

y
1 .r(x)(x)

w
v

2
(x) ∫

.ry
1
(x)(x)

w

w= - adalahwronskian (x)y
1
(x)y'

2
(x)y'

1
(x)y

2
(x) y

1(x),
y

2

Jadi, = + = +yp v
1
(x)y

2
(x) v

2
(x)y

2
(x) ∫

y
2 .r(x)(x)

w
y

1
(x) ∫

y
1 .r(x)(x)

w
y

2
(x)

Langkah3:

Solusiumum dariPD

y= +y
h

yp

y= + + (x)c
1
y

1
(x) v

1
(x)y

1
(x) v

2

y= + + + (x)c
1
y

1
(x) c

2
y

2
(x) ∫

y
2 .r(x)(x)

w
y

1(x)
∫
y

1 .r(x)(x)

w
y

2

ContohSoal1

Menentukanpenyelesaiandaripersamaany"-5y'+6y=x.

Penyelesaiannya:

 Solusipersamaanhomogennyaadalah = + ,untukmencarisolusitaky
h

c
1
e2x c

2
e3x

homogenya,

misalkan =Ax+B.maka, =Adan ”=0.yp y'
p yp

substitusikankePDBdiatas:

-5A+6 =x.(Ax+B)
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Jadi,6A =1dan-5A+6B=0,sehinggaA= danB= .
1

6

5

36

Jadisolusiumum PDBnyaadalahy= + + +c
1e2x c

2e3x

x

6

5

36

ContohSoal2

Tentukansolusiumum PDBy”+y= .cscxcotx

Penyelesaiannya:

Solusipersamaanhomogennyaadalah = cosx+y
h

c
1

c
2
sinx

Makasolusikhususharusberbentuk:

=c1 .yp (x)cosx+c2 .(x)sinx

Dengan: c1. c2'.sinx=0cosx

c1'.(-sinx)+c2’.cosx=cscx.cotx

Maka,darikeduapersamaaninididapat:

'=(-cotxdan+ ’= x.c
1

c
2

cot2

Jadi,

(x)= ;c
1

∫(-cotx)dx=-ln|sinx|

= x.dx= x-1)dx=-cot x-xc
2
(x) ∫cot2 ∫(csc2

Makasolusikhususnyaadalah:

=(-ln .yp |sinx|cosx-(x+cotx).sinx

Makasolusiumum PDBnyaadalah:

Y=(ln + ). ).sin|sinx| c
1

cosx-(x+cotx+c
2
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Menurut(SigitKusmaryanton.d.)PDlinearhomogennyaorde2dengankoefisienkonstan

adalah:

ay”+by’+cy=0

Akar-akarpersamaankarakteristikadalah:

= -4acm
1,2

-b±b2

2a

Terdapat3kemungkinanpadapersamaantersebutdenganciri:

 Apabila merupakan2akarrealyangbedadengan ∈Rsehingga-4ac>0.b2 m
1,2

m
1,2

bentukumumnyaadalah:y= +c
1

e
m

1x c
2

e
m

2x

 Apabila = pada ∈R, sehingga bentuk-4ac=0.b2 m
1

m
2

m
1,2

umumnya +c
1

e
m

x c
2

e
m

x

 Jika maka, =α±iβdenganα,β∈R,makasolusiumumnyaadalah:-4ac>0,b2 m
1,2

y= +c
1
e

x(α+iβ)
c

2
e

x(α-iβ)

DenganmenggunakanrumusEULER,yaitu =cosx+Isinxmakabentuktrigonometriexi

dapatditentukan:

y= + xc
1
e

x(α+iβ)
c

2
e

x(α-iβ)

y= (cosβx+isinβx) (-c0sβx-ic
1
e

αx
c

2
e

ax
sinβx)-cosβx=cosβx

y=( ) i( - ) (c
1+

c
2

e
αx

c
1

c
2

e
αx

sinβx)

y=A ,A,Bεkonstantabilangankompleks.e
αx

cosβx+sinβx

ContohSoal

1.Tentukansolusiumum daripersamaanlinearberikutini:

6.6KegiatanPembelajaran6.ReduksiOrde
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Y”+5y’-6y=0

Jawab:

Akar-akardaripersamaankarakteristikPDadalah:

+5m-6=0m2

=0(m-1)(m+6)

=1dan =-6m
1

m
2

SolusibebaslinearPDnyaadalah:

= dan =y
1
(x) e

x
y

2
(x) e-6x

MakasolusiPDumumnyaadalah:

= +y
1
(x) c

1
e

x
c

2
e-6x

2.SelesaikanPDberikut

y"-y=0,y(0)=1,y'(0)=0

Jawab:

Akar-akarpersamaankarakteristiknyaPDnyaadalah

-1=0m2

=0(a-1)(a+1)

=1 dan =-1a
1

a
2

SolusibebaslinearPDnyaadalah

= ; =y
1
(a) e

x
y

2
(a) e

-x

Sehinggapenyelesaianumum PDnyayaitu

y = +(a) c
1

e
x

c
2
e

-x

Nilaiawaly =1, =0(O) y'(O)
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=0→ + =1y'(O) c
1

c
2

=0→ - =Oy'(O) c
1

c
2

Maka,solusikhususPDnyaadalahy = +(x)
1

2
e

x 1

2
e

-x

3.Menemukanv(t)(2dari3)

Jawab:

t +u=0,u = tu' (t) v'

Untuku,kitadapatmenggunakanmetodepemisahanvariabel:

t +u=0<=> =- dt<=>ln =-ln +c
du

dt
∫
du

u
∫
1

t
|u| |t|

<=> = <=>u=c ,sincet>0.|u| |t|-1e
c

t-1

Demikian = dankarenanyav =cv' c

t
(t) lnt+k

SolusiUmum (3dari3)

Kitamemilikiv =c(t) lnt+k

Sehingga

=(cy
2
(t) lnt+k) =ct-1 t-1lnt+kt-1

= .y
1
(t) t-1

Dankarenanyakitadapatmendapatkanistilahkedua, yaitu = .Olehkarenay
2

y
2
(t) t-1lnt

itusolusiumum untukpersamaandiferensialadalahy = +(t) c
1
t-1 c

2
t-1lnt
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PersamaanDifferensiallinearorderduapadakoefisienkonstandapatdituliskansebagai:

ay"+by'+ cy= f(x)dengana,bdanckonstanta.Apabila f(x)= 0maka ay"+by'+

cy=0dapatdisebutpersamaandifferensiallinearorderduahomogen,bilaf =0(x)1

PersamaandiferensialtidakhomogenmerupakanPDyangmemiliki(ax + by+ c)

dx+ (px+ qy+ r)dy= 0…(i),dimanaa,b,c,p,q,sertarkostanta.Koefisienkonstan

dinyatakandalam bentukumum yaitu:

+ + +…+ + y=0P
0

yd
n

dx
n P

1

ydn-1

dxn-1 P
2

ydn-2

dxn-2 P
n-1

dy

dx
P

n

atau

y=0.( + + +…+ D+P
0
D

n
P

1
Dn-1 P

2
Dn-2 P

n-1
P

n)

Bila F dapat difaktorkan, maka , , ,…, disebut akar-akar persamaan(D) m
1

m
2

m
3

m
n

karakteristik

Persamaankarakteristikf =0setelahditentukanakar-akarnya,untukmenentukan(m)

selesaianumum persamaan:

+ + +…+ + y=0.P
0

yd
n

dx
n P

1

ydn-1

dxn-1 P
2

ydn-2

dxn-2 P
n-1

dy

dx
P

n

BeberapaAturanpadametodekoefisientaktentu:

1.Aturandasar:

Apabilar adalahsalahsatufungsisepertipadatabel,pilihbentuk yangsesuai(x) yp

danmerupakankombinasilinierdengankonstantataktentu.Turunan r harus(x)

bebaslinierpula.

2.AturanPenjumlahan:

6.7.KegiatanPembelajarn7.Rangkuman
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Apabilar adalahpenjumlahan,pilih yangmerupakanpenjumlahanfungsiyang(x) yp

sesuai.

3.AturanModifikasi:

Apabila r adalah solusidaripersamaan homogen,sehingga pilihan dapat(x)

dimodifikasisepertiberikut,Kalikan pilihan pada kolom 2 dengan ataux
1

x
2

tergantungdariapakahpadakolom 3berupaakartunggalatauakar-akargandadari

persamaanhomogen.

PD Linear tak homogen orde-2 dengan koefisien variabrelyang diselesaikan

menggunakanmetodevariasiparameter.Variasiparameterdapatdituliskandengan:

y"+p(x)y'+q(x)y=r(x)
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1.Persamaandiferensialhomogendari dx+xdy=0(x+y)

Jawab:

M =x+y(x,y)

M =tx+ty=t =t.M(tx,ty) (x+y) (x,y)

dx+x =0(x+xz) (zdx+xdz)

xdx+⋯+ dz=0(1+z) …
…

[ x+zx)]dx+ dz=0(1+z) …
…

+ = => =∫xdx

… ∫dz

… ∫0 Inx+
1

2
In(1+2z) InC

2lnx+In =2(1+2z) InC

+ =ln… ln(1+2z) lnc2

ln…+ =(1+2z)lnc

. =c…
…

(1+2z)

(1+2. =c…
… y

x)

+2xy=c…
…

2.Kerjakanpersamaandiferensialnonhomogenberikut!

da+ db=0(3a+3b+6) (b+b+2)

Jawab:

da+ db=0(3a+3b+6) (a+b+2)

ambilm =3

da+ db=0bagidengan(a+b+2)(3a+3b+6) (a+b+2)

…da+db=0

6.8.KegiatanPembelajarn8.SoalDiskusiKelompok
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∫…da+ =C∫…

…+…=C

3.Persamaanumum diferensial( + )y=0d4 9d2

Jawab:

Persamaan PD diatasadalah y=0,akar-akarnyayaitu = =0,dan( +…m
…

m
…
) m… m…

=….m
3,4

Diperolehpenyelesaianumumnya y=0( +4D4 D2)

y= +( +C… C…) ( +C…cos… C…sin…)

4.Menentukan penyelesaianumum PD  –6 +8y=0
yd2

dx2

dy

dx

Jawab:

Persamaan karakteristik PD diatas yaitu  –…m +…=0.dengan memfaktorkannyam
…

menjadi  (m-…)=0,maka didapatkan akarkarakterisiknya m =… atau m =….(m–…)

dimana m1≠m2,dandidapat penyelesaianumum PD yaitu:

y= +C
1
e

xm
1 C

2
e

xm
2

y= +C
1
e

…
C

2
e

…

sehingga, penyelesaianumum PDyaitu 

y= +C
1
e

…
C

2
e

…
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5. - +3y=y''4y' e
-x

Jawab:

Persamaankarakteristiknya: -…r+…=0, =0r2 (r-…)(r-…)

Sehinggadidapat =…dan =…r
1

r
2

Kemudianmasukandipersamaandiatas:

A +…A +…A =e
…

e
…

e
…

e
…

…A =e
…

e
…

A=…

Sehinggasolusiumum PDdiatasyaitu: y= + +…eC
1

…
eC

2

…
e

…

6. -4 -5y=3y'' y' e2t

Jawab:

Solusihomogen:

-… -…y=0y'' y'

-…r-…=0r2

=0(r-…)(r+…)

r=…danr=…

= +y
h

C
1
e

…
C

2
e

…

Solusipartikular:

=Ayp e
…

=…Ay'
p e

…

=…Ay''p e
…

Substitusikan:

..A -.. -..A =..e
…

(….Ae
….

) e
….

e
….

..A -..A -..A =..e
….

e
….

e
….

e
….
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..A =..e
…

e
….

..A=…

A=…

Maka =-yp e
….

Solusiumum:

= +y
t

y
h

yp

= + -y
t

C
1
e

…
C

2
e

…
e

…

7.Tentukanpenyelesaianpartikulardari + -2y= !y'' y' x2

Jawab

Misaly= = +bx+c,maka =2ax+bdan =2ayp ax2 y' y'

Substitusikany,,dan kePDdidapaty' y''

2a+2ax+b-2 =( +bx+cax2 ) x2

- + x+…+b-2c=2ax2 (2a-…) x2

8. +3 -2y=5y'' y'

Jawab

Persamaankarakterisik:

+3k+2=0k2

=0(k+1)(k+2)

k=-1V k=-2

Solusi( )padapersamaandiferensialdiatas:y
h

= +(y
h) c

1
e

-x
c

2
e-2x

subsitusikan

0+3∙0+2A=5
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A =
…

…

Jadi,y= + +c
1
e

-x
c

2
e

… …

…

9.Tentukanpersamaanberikut -4 -3y=y'' y' 10e-2x

Jawab:

Turunan yaituke-2x e-2x

Maka, =kyp e-2x

=-2k dan =4ky'
p e-2x y''

p e-2x

4k -4 +3k =…;k=e-2x (-2ke-2x) e-2x …

…

10. + +6y=0y'' 5y'

Jawab:

=0(r×…)(r×…)

=-2atau =-3r
1

r
2

y=…+…
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Kerjakanlahpersamaandiferensidibawahini:

1.y”+ 2y’+ 10y=4,5 –cosxx sinx

2.y“+ 2y’+ 2y= -2 –4cos2x sin2x

3. y”+ 4y’+ 8y=4 + 7cosx sinx

4.y”+ y=cosecx+x

5.y“+ 9y=sec3x

6.y”–2y’–4y’-2y’=1-8x3

7. y“+ 2y’+ 4y= -4 –4cos4x sin4x

8.y”+ 4y=e-4x

9.y”+ 5y’+ 5y=3 + 4cosx sinx

10. - =0
dy

dx

+y+x2 y2

x

11. =
dy

dx

x+y

x

12. =
dy

dx

4x+3y

2x+y

13. = -
dy

dx

4y+3x

2x+y

14. -4 +3y=10y'' y' e-2x

15. +4y=y'' 8x2

16.y"+3y'=4 +3x2

17.y"-2y'= +23x2

18.y”+4y=sin2x

19.y"-4y'-3y=-e2x

20.y"-y'-2y=4x2

6.9.KegiatanPembelajaran9.SoalLatihanMandiri
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21. - -2y=10y''y' cosx

22. - +2y=4x+y''3y' e3x

23. +y=y'' secx

24. -4 +4y=0
yd2

dx2

dy

dx

25. y=0( -16D4 )

26. -16=0m4
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GLOSARIUM

AkarReal:

BilanganBulat:Kumpulanatauhimpunanyangnilainyabulat,terdiridaribilangancacah

danbilangannegatif.

Differensial:Persamaan matematika untuk fungsisatu variabelatau lebih,yang

menghubungkannilaifungsiitusendiridanturunannyadalam berbagaiorde.

Eksponen:Bentukperkaliansuatubilanganyangsamasecaraberulang-ulangataudikenal

denganbilanganberpangkat.

Homogen:Terdiriatasjenis,macam,sifat,watak,dansebagainyayangsama(kamus

KKBI).

Integral:Sebuahkonseppenjumlahansecaraberkesinambungandalam matematika.

Koefisien:Faktorperkaliandalam beberapasukudarisebuahpolinomial,deret,atau

ekspresi;biasanyaberupaangka,tetapibisajugaekspresiapapun(termasuk

variabelsepertia,bdanc).

Kombinasi:Menggabungkanbeberapaobjekdarisuatugruptanpamemperhatikanurutan.

Didalam kombinasi,urutantidakdiperhatikan.

Konstan:Dalam matematika,merupakankatauntuksuatuvariabel,suatujumlahuntuk

mengambilnilainumeriktertentu,ataunilainumeriksewenang-wenangtetapi

jumlahyangtidakdapatdiubah.

Konstanta:Suatunilaitetap;berlawanandenganvariabelyangberubah-ubah.

Linear:Terletakpadasuatugarislurus.

Metodevariasiparameter:MetodeuntukmenentukanpenyelesaiankhususPDliniertak

homogendengankoefisienvariabel.

Orde:Tingkatan,sistem.

Pangkat:Perkalianberulangdenganfaktor-faktoryangsama.

Parsial:Berhubunganataumerupakanbagiandarikeseluruhan.

Persamaan:Suatupernyataanmatematikadalam bentuksimbolyangmenyatakanbahwa

duahaladalahpersissama.Persamaanditulisdengantandasamadengan

(=).

Persamaandiferensial:Persamaanmatematikauntukfungsisatuvariabelataulebih,

yang menghubungkan nilaifungsiitu sendiridan turunannya

dalam berbagaiorde.
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Polinomial:Pernyataanmatematikayangmelibatkanjumlahanperkalianpangkatdalam

satuataulebihvariabeldengankoefisien.

Rasional:Halyangbisadilakukandenganhalyangada.

Solusiumum :Persamaan diferensialorde-n adalah solusi(baik dinyatakan secara

eksplisitmaupunimplisit)yangmemuatsemuasolusiyangmungkin

padasuatuinterval.

Substitusi:Dalam matematikamerupakanpenggantiansuatubilangan.

Trigonometri:Sebuahcabangmatematikayangmempelajarihubunganyangmeliputi

panjangdansudutsegitiga.

Turunan :Pengukuran terhadap bagaimana fungsiberubah seiring perubahan nilai

masukan.Secara umum,turunan menyatakan bagaimana suatu fungsi

berubahakibatperubahanvariabel.

Variabel:Dalam matematika merupakan sebuah simbolyang melambangkan suatu

kuantitasdalam suatuekspresimatematika,sertaseringdigunakandalam

berbagaibidangilmupengetahuan.

Variabelbebas:Variabelyangmemengaruhivariabelterikatyang sengajadibuatberbeda.

Dengan kata lain,variabelbebas adalah variabelpenyebab dalam

percobaan.
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