MODUL PERSAMAAN DIFERENSIAL

Persamaan Diferensial Eksak dan Non-Eksak

Diajukan untuk tugas mata kuliah

Persamaan Diferensial

Disusun oleh :

Bintang Pratama NIM. 1913150009

Program Studi Pendidikan Matematika
Fakultas Keguruan dan Pendidikan Matematika
Universitas Kristen Indonesia

2021-2022



PRAKATA

Puji Syukur penulis panjatkan kehadirat Tuhan Yang Maha
Esa karena telah melimpahkan karunia dan pertolongan-Nya hingga
penulis berhasil menyelesaikan bahan ajar modul “Persamaan

Diferensial Eksak dan Non-Eksak”.

Pembuatan modul ini adalah syarat perlu bagi mahasiswa
program studi pendidikan matematika UKI upaya mengikuti Ujian
Akhir Semester. Modul ini juga dapat ditambahkan sebagai referensi
tambahan dalam kegiatan belajar yang digunakan oleh dosen

maupun peserta didik upaya meningkatkan pengetahuan.

Penulis mengucapkan terima kasih atas dukungan dari
penyelenggara pendidikan dalam penyusunan modul ini supaya
dapat diterapkan sesuai sasaran pembelajarannya. Penulis menyadari
bahwa penyusunan modul ini masih banyak kekurangan. Oleh sebab
itu, penulis mengharapkan kepada pembaca untuk memberikan
kritik dan saran supaya ada ada perbaikan dan layak digunakan.
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MODUL 5
PERSAMAAN DIFERENSIAL EKSAK DAN
NONEKSAK

Capaian Kompetensi

Uraian Materi

1. Kemampuan  mahasiswa
dalam memahami konsep,
definisi, dan menganalisa
diferensial
dilakukan

dengan baik dan benar.

persamaan

linear dapat

2. Kemampuan  mahasiswa

dalam mengeksplorasi
persamaan diferensial
linear eksak maupun non-
dilakukan

dengan baik dan benar.

eksak dapat

3. Kemampuan  mahasiswa
dalam menuntaskan solusi
persamaan eksak dan non
eksak dilakukan dengan

baik dan benar.

1. Menentukan

penyelesaian
general pada
diferensial (P.D) eksak.

persamaan

. Menentukan faktor integrasi

untuk P.D yang tidak eksak.

. Menentukan solusi general

dari P. D yang tak eksak
dengan menggunakan faktor

integrasi.




Kegiatan Pembelajaran 1

5.1. lde Persamaan Diferensial Eksak

Pada modul-modul sebelumnya, Anda sudah menelaah
fundamental mengenai persamaan diferensial. Secara sederhana,
dapat diartikan persamaan yang memiliki ekspresi derivatif dengan
minimal berderajat satu. Kemudian, Anda telah mempelajari
menentukan solusi general dari persamaan diferensial linear dengan
menggunakan faktor integrasi. Penulis memberitahukan bahwa hal-
hal tersebut adalah prasyarat dalam modul ini karena memiliki kaitan
yang erat (J. H. Lumbantoruan, 2019e).

Mari kita tinjau kembali pada cabang kalkulus dasar, yaitu
menentukan derivatif dari suatu fungsi, misalnya terdapat fungsi y =

4x?, Dengan menggunakan properti berpangkat, maka hasil
derivatif fungsi y terhadap variabel x adalah Z—i’ = 8x. Ekspresi

tersebut menunjukkan persamaan diferensial dan tentunya sangat
mudah, namun bagaimana cara menentukan derivatif untuk kasus y

tidak sendiri? Umpamanya, ekspresi x?y* + cos(y) = 1 akan kita
tentukan Z—i’ nya (J. H. Lumbantoruan, 2017).

Cara pertama : Menggunakan derivatif implisit (J. H.
Lumbantoruan, 2016b).

d 2.,,4 —
—([x2y* + cos(»)] = (1)

x2.4y3.y' + y*. 2x —sin(y)y' =0
[4y3x2% — sin(y)]y’ + 2xy* = 0 (kurangkan y*2x di kedua ruas)
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[4x2y3 — sin(y)] Z—z = —2xy* (bagi [4y*x? — sin(y)] di kedua ruas)

—2xy*

!

y

- 4x2y3 — sin(y)
Cara kedua : Menggunakan derivatif total.

Persamaan yang diketahui menunjukkan fungsi multivariable karena

memiliki lebih dari satu varibel sehingga F(x,y) = C.

1

1

I Metode derivative total dapat dilakukan dengan melibatkan
1 derivatif parsial (sebagian) yang memiliki bentuk umum
| sebagai berikut.
1
1
1
1
1
1
1
I

Terkadang, derivatif parsial A untuk x dinotasikan A,

. dan derivatif parsial B terhadap y dinotasikan B,,.

—— -

F(x,y) =x*y*+cosy =1
dF = 2xy*dx + [4x%y3 —siny]dy = 0

[4x%y3 — siny]dy = —2xy*dx

2xy*

Y=  4x2y3 —siny

Langkah kedua ini merupakan ide awal dalam menentukan
solusi general persamaan eksak. Sebuah pertanyaan muncul dengan

mengasumsikan tidak diketahui F(x,y), bagaimana cara
mengembalikan sebuah solusi general Z—i ke bentuk F(x,y)?

Pastinya sangat sulit apabila Anda menggunakan aljabar pada
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kalkulus dasar (J. H. Lumbantoruan, 2019b). Dengan ide awal
persamaan eksak, Anda dapat lebih mudah untuk menentukan
fungsinya. Berikut di bawah ini adalah proses cara melakukannya.

Contoh 1

(J. H. Lumbantoruan, 2019d), tentukan solusi persamaan 2xy*dx +
(4x?y3 — sin(y)) dy = 0 dengan kondisi awal y (g) =T.
Pembahasan alternatif

Kita mengetahui bahwa asal 2xy*dx + (4x%y3 — sin(y))dy = 0
dari derivatif total, yang mana Z—i = 2xy* dan Z—i = 4x%y3 —
sin(y). Untuk parsial fungsi F terhadap x dapat kita integralkan
terhadap x.

dFdae—fZ ‘d
I = xy*dx

F = x%y* + h(y) (Kedua ruas diderivatif parsial terhadap y)
a 2,4
—I[F] = —y[x yi+fl
= 4x%y3 + h'(y)
Perhatikan kembali pada persamaan di atas bagian Z—i. Ternyata,

ekuivalen pada bagian hasil derivatif parsial Z_;’ yakni

4x%y3 + h'(x) = 4x?y3 —sin(y). Dari  kesamaan tersebut
diketahui fungsi h'(y) = —sin y sehingga

[ Ryay =—([ sineay)



= —(—cosy) + C;

Karena sudah diderivatifkan secara parsial pada masing-masing
bagian, kita menemukan fungsi berikut (Perlu dihimbau konstanta C

diletakkan di ruas kanan).
F =x%y*+ cos(y) =C
Diketahui bahwa persamaan pada soal mempunyai kondisi awal
y(;/—f) = 1, yang menunjukkan x = g dan y = m. Substitusikan
kedua nilai tersebut ke F.
2

F = <£> * + cos(m) = C

2—-1=¢C

1=C

Dengan perhitungan hasil substitusi kondisi awal, diketahui bahwa
fungsi F = x%2y* + cos(y) = 1
Jadi, solusi persamaan yang diberikan identik x?y* + cos(y) = 1.

Solusi persamaan tersebut sesuai dengan contoh pertama pada
modul ini, dengan kata lain 2xy*dx + (4x?y3 —sin(y))dy = 0
termasuk kategori persamaan eksak. Bilamana tidak, maka prosedur
yang tertulis di atas tidak akan pernah berhasil (Desi &
Lumbantoruan, 2020). Anda sudah mengidenfikasi ide awal dari
persamaan eksak dengan tambahan terdapat kondisi awalnya.



Sekarang, Anda akan diperkenalkan dengan terminology yang telah

disediakan dari persamaan diferensial eksak.

Definisi 1.

Sebuah persamaan diferensial yang memiliki
ekspresi A(x,y) + B(x, y)j—i = 0 dapat dikatakan
eksak pada setiap titik F(x,y) € R di sebuah

bidang kuadrilateral K bilamana terdapat

6F_A( ) d 6F_B( )
Fvi X,y an 3y = X,y

Artinya, derivative total dari pada fungsi
multivariable F(x, y) memenuhi sebagai berikut :

dF(x,y) = A(x,y)dx + B(x,y)dy.

Kemudian, bilamana ekspresi di atas termasuk

kategori eksak, maka persamaan diferensial

dy
Alx,y) + B(x,y)a =0

Pada contoh 1, awalnya kita mengetahui bahwa persamaan

tersebut memiliki solusi dengan berbagai proses.

Meskipun

persamaan tersebut tak linear (derajat y lebih dari satu) dan juga tak

terpisah, persamaan tersebut dapat Anda tentukan solusinya.

Permasalahannya adalah tidak semua persamaan yang eksak,

melainkan non-eksak. Akibatnya, muncul pertanyaan bagaimana
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cara mencari tahu sebuah persamaan diferensial tertentu eksak
secara sistematis agar dapat menggunakan prosedur contoh soal
1?” (J. Lumbantoruan, 2018). Sekarang, Anda akan ditunjukkan

kepada inti pada kegiatan pembelajaran 2.

Kegiatan Pembelajaran 2
5.2. Bentuk Umum Persamaan Diferensial Eksak

Beserta Metode Penyelesaiannya

Pada kegiatan pembelajaran 1, terdapat sebuah masalah tentang
bagaimana cara menentukan persamaan diferensial eksak maupun
non eksak secara sistematis? (J. Lumbantoruan, 2019). Bilamana
terdapat sebuah persamaan non esak, prosedur yang sudah tertulis di
subbab sebelumnya tidak dapat digunakan (Holzner, 2008). Anda
akan diperkenalkan teorema yang menyatakan test for exactness.

Teorema 1. Test for exactness N

Apabila terdapat fungsi multivariabel A dan B beserta

o : 24 B .
derivatif parsialnya % dan P merupakan fungsi

kontinu pada interval | di bidang kuadrilateral K,

maka ekspresi persamaan diferensial berikut :
dy
A B — =
G y) + B0, y) - =0

dapat dikatakan eksak apabila dan hanya apabila

N\ 9 A = 9 B
[N m (x:}’)—m (x'y)

------------1

-



Teorema di atas juga dapat dikatakan apabila Anda mempunyai

sebuah persamaan diferensial seperti di bawah ini.

A + B @ _ 0
(X, J/) (x, }’)a -
Beserta ada sebuah fungsi F (x, y) pada bidang kuadrilateral K, yaitu

terdiri dari aa—yA(x, y) dan ;—xB(x, y) bila dan hanya bila :

g Alx,y) = g B

(

Sebaliknya, bilamana aAa—’;’y) tidak sama dengan

0B(x,y)
—,— » Syarat

cukup agar F tidak eksak (J. H. Lumbantoruan, 2019c).

Contoh soal 1

Pada contoh soal 1 bagian kegiatan pembelajaran 1, diberikan
sebuah  persamaan yang berbentuk 2xy*dx + (4x%y3 —
sin(y)) dy = 0. Diketahui persamaan tersebut dikatakan eksak,
tunjukkanlah dengan teorema 1 (J. H. Lumbantoruan & Male, 2020)!

Pembahasan alternatif

Dengan menggunakan teorema 1 (Test of exactness), persamaan
dapat dikatakan eksak bila dan hanya bila :_yA(x' y) = %B(x, y).
Diketahui A(x,y) = 2xy*dx dan B(x,y) = (4x?y3 — sin(y))

sehingga

9 0
_ - 41 — 3 3
3y [A] 3y [2xy*] = 2x(4)y® = 8xy



) )
55 [B] = 2 [4x°y® —sin(y)] = 4(2)xy® — 0 = 8xy”

Terlihat bahwa 2A%Y) _ 9B(xy)

ay_ax

sehingga persamaan ini dapat

dikatakan eksak.

Contoh soal 2

Identifikasilah persamaan diferensial yang berekspresi berikut.
(4x3 — 6xy?)dx + (4y3 — 6xy)dy = 0

Apakah ekspresi di atas dapat Anda katakan eksak?

Pembahasan alternatif

Uji kepastian eksak pada ekspresi di atas dengan menerapkan

teorema 1. Diketahui g—i = A(x,y) = 4x3 — 6xy? dan Z_ly? _

B(x,y) = 4y3 — 6xy.

d d d
@(43(3 —6xy?) = —[4x3] — —[6xy?]

dy dy
=0—-12xy = —12xy
0 0 0
_ 3 _ = 31 - —
5 (BY7 —6xy) = ——[4y°] — o~ [6xy]
=0—-6y =—6y

Kalkulasi di atas menunjukkan z—iig—i yang mengakibatkan

ekspresi persamaan (4x3 — 6xy?)dx + (4y> — 6xy)dy = 0 tidak
dapat dikatakan eksak.



Contoh soal 3

(Manalu, 2019), cobalah Anda tentukan apakah persamaan yang
berekspresi (cos s cos 8 + 2s)ds — (sinssin 6 + 26)d6 = 0 dapat

dikatakan eksak? Sertakan alasan Anda!
Pembahasan alternatif

Terapkan teorema 1 dalam menguji persamaan di atas eksak atau
bukan. Diketahui A(s,0) =cosscosf +2s dan B(s,0) =
—(sinssin 8 + 26). Maka, tentukan derivatif parsial A terhadap 6

dan derivative parsial B terhadap s.

0

%(cosscose +2r) = —cosssinf

0

Fri (sinssin@ + 20) = —(cosssinf) = —cosssinf

Persamaan pada contoh soal nomor 3 eksak karena sudah sesuai

dengan teorema 1 (kondisi kompatibilitas), yaitu %A[s,e] =

a
aB[S,Q]

Contoh soal 4

Identifikasilah persamaan yang berekspresi berikut.

3 ! ))+( Lesi )dy—o
<t+cos(§y > siny T

Apakah ekspresi di atas dapat dikatakan eksak? Berikan alasan
Andal

Pembahasan alternatif
10



Pada kasus ini, variabel bebasnya adalah t, sedangkan variabel

terikatnya yaitu y. Tetap gunakan teorema 1 untuk menguji

kepastiannya. Diketahui A(t,y) = (3t + cos (%y)) dan B(t,y) =

(— % t sin(y)).
2 vl - -l

e~ (-tsin) = (3n7)
5% Stsiny | =(zsiny

Terlihat bahwa parsial A tidak ekuivalen dengan parsial B terhadap
variabel t. Artinya, ekspresi persamaan nomor 4 tidak dapat
dikatakan eksak (non eksak) (Male & Lumbantoruan, 2021).
|
Berdasarkan penjelasan sebelumnya, sebuah persamaan
diferensial eksak memiliki solusi F(x,y) = C, C merupakan
sembarang konstanta. Sebenarnya, pada contoh 1 di kegiatan
pembelajaran 1 sudah diberikan gambaran untuk menentukan solusi
general persamaan diferensial bilamana termasuk eksak. Akan
tetapi, belum dijelaskan secara rinci berdasarkan metodenya. Oleh
karena itu, penulis akan melengkapi bahan tersebut dalam kegiatan

pembelajaran 2 secara tertulis (J. H. Lumbantoruan, 2016a).

Metode untuk Menyelesaikan Persamaan Diferensial Eksak

Hal yang perlu diperhatikan adalah pastikan persamaan diferensial
ekspresi A(x,y)dx + B(x,y)dy = C adalah eksak. Bilamana iya,

lakukan
11



Tahap pertama : Perhatikan Z—i = A(x,y)

Untuk parsial F terhadap terhadap x, intergralkan terhadap x.

f%d%= fA(x,y)dx

Feoy) = [[ 4G dx] + 900 @)

g(y) merupakan sembarang fungsi untuk y.

Tahap kedua . Diferensialkan parsial F terhadap y pada

persamaan terakhir (7).

=l [awna]+ )

Tahap ketiga . Hasil dari Tahap kedua akan ekuivalen

dengan B(x,y). Maka, substitusi B(x,y) ke z—; upaya memperoleh

g ).

Tahap keempat - Integralkan g’ (y) terhadap variabel y upaya

memperoleh g(y) yang berperan sembarang kontan. Dengan kata

lain, karena g—’yc = P(x,y), hanya jika

— aa—yUA(x,y) dX] +fg'(}’) dy

g(y) dapat diperoleh.

12



Tahap kelima . Substitusikan pada tahap pertama demikian

sehingga F(x,y) = C.

Metode Penyelesaian Alternatif

Tahap pertama : Metode sebelumnya pada tahap pertama,
Anda juga dapat memperhatikan z—; = B(x,y). Kemudian, untuk

parsial F terhadap y, intergralkan terhadap y.
j oF j B(xy)d

—_— — x}

3 ey y)ay

P = [[ By dy]+ 960 . @

g(x) merupakan sembarang fungsi untuk variabel x.

Tahap kedua . Diferensiasikan parsial F terhadap x pada
persamaan terakhir (i).

Z_I; - %U B(x,y) dY] +9'(x)

Tahap ketiga . Hasil dari tahap kedua akan ekuivalen
dengan A(x,y). Maka, substitusi A(x,y) ke Z—f{ upaya memperoleh

g'(x).

Tahap keempat . Integralkan g'(x) terhadap x upaya

memperoleh g(x) yang berperan sembarang kontan. Dengan kata

lain, karena Z—i = B(x,y), hanya jika

13



=aa—xU B(x,y) dx] +fg'(x) dx

g(x) dapat diperoleh (J. H. Lumbantoruan, 2015).

Tahap kelima : Substitusikan pada tahap pertama demikian

sehingga F(x,y) = C

Kedua metode alternatif penyelesaian bersifat fleksibilitas,
artinya Anda dapat menyesuaikan bentuk persamaan yang menurut
Anda mudah. Tinjau kembali bahwa alternatif penyelesaian di atas
dapat dilakukan apabila dan hanya apabila persamaan termasuk
eksak. Sebaliknya, bilamana tidak eksak, metode di atas tidak akan
pernah bisa untuk digunakan . Untuk memaksimalkan pengetahuan

Anda, amatilah beberapa contoh yang telah disediakan.

(J. H. Lumbantoruan & Natalia, 2021)

Contoh soal 5

Tunjukkan ekspresi persamaan di bawah ini adalah eksak.
Qxy+3)dx+ (x*—1dy =0

Bilamana sudah, maka tentukan solusi general dari persamaan di
atas!

Pembahasan alternatif

Gunakan teorema 1 untuk menguji kepastian eksak. Ruas kiri pada
persamaan di atas merupakan total derivatif terhadap dua variabel x
6B(x y)

serta y, yang mengindikasikan (’;y)

(x?-1).

(2xy + 3) dan

14



Gunakan teorema 1 untuk menguji kepastian eksak.

6A_6[2 +3]=2
ay_ay xy = 2x
0B 0

—_— 2 _ =
0x ax[ 1] = 2x

Persamaan pada contoh soal nomor 5 eksak karena sudah sesuai
]

—_ a H 1
ayA(x, y) = =B Y). Akibatnya, kita

dengan teorema 1 yaitu

dapat  menentukan  solusi general dari persamaan
(2xy + 3)dx + (x? — 1)dy = 0.

Tahap pertama : Perhatikan Z—i = A(x,y)

Untuk parsial F terhadap x atau A(x), intergralkan terhadap x.
oF

&d% = U(ny+3)dx]

F=f(2xy)dx+f3dx

2
= Exzy +3x + @(y)

F=x%y+3x+ @) ..(~0)

Tahap kedua . Diferensialkan parsial F terhadap y pada
persamaan terakhir (i).
oF_2 [x%y + 3x + ]
3y oy XYt o)
0 0 0
— —_[+2 _ i
=3 [x*y] + 3y [3x] + 3y [ ()]

15



=x*+¢'(y)

Tahap ketiga . Periksa kembali bentuk mula persamaan
diferensialnya. Diketahui bahwa hasil derivativ parsial di atas

ekuivalent dengan B(x, y) sehingga x? + ¢'(y) = (x? — 1).

Tahap keempat . Integralkan ¢’(y) terhadap y upaya
memperoleh ¢(y).

f<p’(y) dy=f—1dy

=—fdy=—y+C

Tahap kelima : Substitusikan pada tahap pertama demikian
sehingga
x’y+3x—y=C
y(x?2—-1)+3x=C
y(x?—-1)=C—-3x
C 3x
x2—-1 x2-1

y:

Contoh soal 6

Tunjukkan bentuk persamaan di bawah ini adalah eksak.

cos@dr — (rsin@ — ee)dH =0

16



Bilamana sudah, maka tentukan solusi general dari ekspresi di atas!
Pembahasan alternatif

Persamaan di atas memiliki variabel bebas r dan variabel terikatnya
6. Gunakan teorema 1 untuk menguji kepastian eksak. Ruas Kiri

pada persamaan di atas merupakan total derivatif terhadap dua

. . 0A a_B _ . 8
variabel F(x, y) sehingga —~ = cos 6 dan — = (rsing —e?).

Gunakan teorema 1 untuk menguji kepastian eksak.

212 11| = 2 teos ) = — sino

69 aT _09 COS = Sin

alo | o

— |—[B] =§[—(rsin9—ee)]=—sin9

Jr |06

Ekspresi yang diberikan pada contoh soal nomor 6 adalah eksak
karena sudah sesuai dengan teorema 1 yaitu :—HA(r, 0) = aa—rB(r, 0).

Solusi dari persamaan cos@dr — (rsin@ —e%)d6 = 0 dapat

ditentukan menggunakan langkah-langkah berikut.

Tahap pertama : Perhatikan Z—Z = A(r,0)
Untuk parsial F terhadap terhadap r, intergralkan terhadap r.

aFd—F— 0d
™ —Ucos r]

F=rcosf8+g(@)..(1)
17



Tahap kedua . Diferensialkan parsial F terhadap 6 pada
persamaan terakhir (i).

oF 0

Fr i @[rcosﬁ + g(0)]

0 0
= @[r cos 6] +@[g(9)]
= —rsinf + g'(0)

Tahap ketiga : Tinjau kembali bentuk mula persamaan
diferensialnya. Diketahui bahwa hasil derivativ parsial di atas

ekuivalent dengan B(x,y) sehingga —rsinf+ g'(6) =

—(rsin@ —e%) = —rsin6 +ef.
Jadi, g'(6) = e?
Tahap keempat . Integralkan g’ (0) terhadap variabel 8 upaya

memperoleh g(6).
fg'(e) de = feb”de

g®) =e®+cC

Tahap kelima . Setelah ekspresi g(y) ditentukan,
substitusikan pada tahap pertama demikian sehingga
rcosf +e =C

rcos@ =C —e?

18



C e?

r =
cosf cosf

r=_Csech — e sect

r =secf (C —e?)

Contoh soal 7

Tunjukkan bahwa persamaan di bawah ini termasuk eksak.
e*(y—x)+ (1+ex)d—y =0
dx
Bilamana sudah, maka tentukan solusi dari general persamaannya
yang memiliki kondisi awal y(0) =1
Pembahasan alternatif

Uji kepastian eksak pada ekspresi di atas dengan menerapkan

teorema 1. Ruas Kiri bentuk di atas merupakan total derivatif

terhadap dua variabel F(x, y) sehingga g—: =e*(—x +y) dan 3—5 =

(1+e%).

Tl = [ x k)] = 5[+ ey] = e
d 0

a[B]:a[l-Fe ]=e

Ekspresi yang diberikan pada contoh soal nomor 7 adalah eksak

karena sudah sesuai dengan teorema 1, yakni :—y [4] = % [B].

19



Artinya, Anda dapat menentukan solusi dari persamaan contoh soal

nomor 7 dengan menerapkan tahap-tahap berikut.
Tahap pertama : Perhatikan % [B]

Untuk parsial F terhadap terhadap y, intergralkan terhadap r.

=U(1+ex)dy]

F=f1dy+fexdy

F=y+e*y+¢pX)..(a)

Tahap kedua . Diferensialkan parsial F terhadap x pada
persamaan terakhir (a).

oF 0

a=a[3’+e y+ ¢(x)]
d d d
ax[ ]+a—[€ y]+—[g(x)]

=e*y+ ¢'(x) ...(b)

Tahap ketiga . Tinjau kembali bentuk mula persamaan
diferensialnya. Diketahui bahwa hasil derivativ parsial (b)
ekuivalent dengan A(x,y) sehingga e*(y —x) =e*y —e*x =
e*y + ¢'(x)

Jadi, ¢'(x) = —

20



Tahap keempat . Integralkan ¢'(x) terhadap x upaya

memperoleh g(x).
fg’(x) dx = f —xe* dx

u=-x [dv=[e*dx

du = —dx v=e*

g(x) = —xe* — f —e*dx

gx) =—xe*+e*+C

Tahap kelima . Setelah ekspresi g(y) ditentukan,
substitusikan ke persamaan (a) di tahap pertama demikian sehingga
y+e*y—xe*+e*=C
Kemudian, Anda perlu meletakkan kondisi awal y(0) =1 yang
berartix =0dany =1
(1) +e@1) — (0)e® +e® =¢
3=C
Substitusi C = 3 sehingga
y+e*y—xe¥+e¥=3
—(-1+x)e*+y(1+e*)=3
1+eH)y=3+(-1+x)e*
3 e*(—1+x)
“Uten (d+ed
3+ (-1+x)e”
(1+eX)

y
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Contoh soal 8
Perhatikan ekspresi persamaan berikut.
(ve' + yett)dt + (tet +2)dy =0

(@) Tunjukkan ekspresi di atas termasuk persamaan eksak.
(b) Tentukan solusi persamaan di atas bilamana diketahui kondisi

awal y(0) = —1.

Pembahasan alternatif

(@) Perhatikan bahwa ’Z—f = yet + yeft dan g—i = tet + 2.

Terapkan teorema 1 upaya dapat ditunjukkan bahwa ekspresi
persamaan di atas adalah eksak.
d aA] d aB]

dylatl ~ aeloy
d
@[yet +yelt] = et +eft =e'(1+1t)

d
a[tet +2] =et+eft = (1+t)et

Sehingga aa—y[A(x, ] = %[B(x, y)] = (1 +t)et, artinya

ekspresi persamaan nomor 8 termasuk eksak.
(b) Dengan mengetahui persamaan di atas adalah eksak, maka Anda

dapat melakukan 5 tahap sebagai berikut untuk menentukan

solusinya.
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Tahap pertama  : Perhatikan %B(t, y) = tet + 2.

Untuk parsial F terhadap terhadap y, intergralkan terhadap y.
ade f (tet+2)d
N ] e
3y y

sztetdy+f2dy

F=yet+2y+g(t)..(1)

Tahap kedua . Diferensialkan parsial F terhadap t pada
persamaan terakhir (1).

F =ye' + 2y + g(t)

oF 0 .
9t — et 2y +g@®)]
4] ad 0
=~ Tvell 4+ — —
=5 el + oo 2yl + 219 (0]
=yet + g'(t) ... (2)
Tahap ketiga : Perhatikan kembali bentuk mula persamaan

diferensial yang ditanyakan. Diketahui bahwa hasil derivativ
parsial (2) ekuivalent dengan A(t,y) sedemikian sehingga

yet + yett = yet + g'(t). Jadi, g'(t) = ye't.

Tahap keempat : Integralkan g'(t) terhadap variabel t upaya
memperoleh g(t).

jg’(t) dt = Jyettdt = yJ(ett) dt
23



u=t dv = eldt

du =dt v=e

s&r=s[(e-f )

= yleft — et + (]
Tahap kelima : Substitusi persamaan g(t) ke persamaan (1)

agar menemukan solusi umum yang diminta.

yet + 2y + yleft —et] =C

Bilamana sudah, Anda letakkan kondisi awal ketika y(0) = —1
yang menunjukkan t = 0 dan y = —1 ke solusi umum di atas.
(—De’+2(-1) + (-1 [e®.0—-e]=C
-1-2+(—D[-1]=C
c=-2

Setelah menemukan nilai C, maka substitusi ke persamaan
solusi umumnya.
yet + 2y + ylett —et] = -2

(et+2+ett—et)y=-2

Contoh soal 9
Apakah ekspresi persamaan di bawah ini eksak?

(6@ +y)do +tanBds =0
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Bilamana iya, maka tentukan solusi umumnya dengan metode solusi

persamaan eksak!

Uji kepastian ekspresi di atas berdasarkan teorema 1 yang diketahui

94 9B
£—9+Sdang—tan9.
aA—a[e+ ]=1

ds ds S1=

0B 0

- = = 2
30 ae[tans] sec® 6

Kalkulasi di atas menunjukkan g—?ig—z yang mengakibatkan

persamaan tidak eksak sehingga kita tidak dapat menggunakan

metode solusi persamaan eksak.

Contoh soal 10
Apakah ekspresi persamaan di bawah ini eksak?
(y? + 2xy)dx — (x*)dy = 0
Bilamana iya, maka tentukan solusi generalnya dengan metode
solusi persamaan eksak!

Uji kepastian ekspresi di atas berdasarkan teorema 1 yang diketahui

94 _ .2 9B _ 2
=Y +2xydanay— x“.

94

E = 2y+ 2x
oB

.
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Kalkulasi di atas menunjukkan Z—iig—z yang menyebabkan

persamaan tidak eksak sehingga kita tidak dapat menggunakan
metode solusi persamaan eksak.

Kegiatan Pembelajaran 3

5.3. Faktor Integrasi Spesial

Kegiatan pembelajaran sebelumnya, Anda telah mempelajari
tentang pemeriksaan uji eksak beserta menentukan solusi umumnya.
Pada contoh soal nomor 5 di subbab sebelumnya, diketahui ekspresi
persamaan (2xy + 3)dx + (x? — 1)dy = 0 termasuk eksak setelah
diuji dengan pemeriksaan keeksakan. Seandainya ekspresi tersebut

1

dikalikan dengan faktor et apakah ekspresi persamaan tersebut

tetap menjadi eksak? Perhatikan kalkulasi di bawah ini.

x_lz [(2xy + 3)dx + (x? — 1)dy = 0]

2y 3 1
(7+ﬁ)dx+(1—x—2)dy=0

1
x2

Diketahui A(x,y) = 273’ + xiz dan B(x,y) = (1 - ) Terapkan uji

keeksakan berdasarkan teorema 1 pada persamaan yang sudah

dikonversi.
0A B 2
dy «x
oB _ 2
ox  x3
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Berdasarkan pemeriksaan di atas, ternyata ketika ekpresi
persamaan dikalikan dengan xiz akan berubah menjadi tak eksak.

Dari percobaan ini, muncul sebuah kasus seperti, apakah semua
persamaan tidak eksak dapat dikonversi menjadi eksak? Bilamana
bisa, bagaimana cara menentukan faktor yang tepat agar ekspresi

persamaannya dapat dikonversi menjadi eksak?

Pada kasus permasalahan yang ditanyakan, jawabannya adalah
bisa, yakni menggunakan faktor integrasi atau faktor pengali. Pada
modul 1, Anda sudah mengidentifikasi faktor integrasi upaya
menentukan solusi umum pada persamaan diferensial linear. Ketika
faktor integrasinya sudah ditentukan, maka kalikan pada faktor
tersebut ke ekspresi persamaan yang diketahui. Langkah tersebut
dilakukan untuk memudahkan Anda dalam menentukan solusi
umum pada persamaan yang ditanyakan. Perhatikan asal mula

terbentuknya faktor integrasi untuk persamaan diferensial eksak.
Asumsikan ada ekspresi umum persamaan sebagai berikut :
G(x,y)dx + H(x,y)dy =0

Kemudian, kalikan kedua ruas dengan faktor integrasi u(x) (Yang

mana hanya tergantung dengan variabel x).

n(x).G(x, y)dx + p(x)H(x, y)dy = 0 (i)

Dengan menerapkan teorema 1, sebuah persamaan dapat dikatakan
eksak bila dan hanya bila :

9 0
35 (1006 )) = - (REOH,Y))
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9G oH
u(x) — = .U(x) R H(x,y).p'(x)

aG oH
p(x). —y—u( )——H(x ). 1 (x)

oG 0H
W[5 - 5] = o))
96 oH
pu(x) _ [W W] _ Gy — Hy
wx) B B

Integralkan kedua ruas terhadap x upaya memperoleh p(x).

[ [

G, —H
1n|u(x)|=f L dx

Terakhir, eksponensialkan kedua ruas upaya menyelesaikan u(x).

Gy—H
y X
elnlu(x)l — ef 5 ax

Gy—Hyx

ulx) = el dx
Prosedur di atas adalah ide bagaimana cara menentukan faktor
integrasi w(x), yang mana fungsi tersebut hanya bergantung pada
variabel x. Di satu sisi, dalam menentukan faktor integrasi yang
hanya bergantung pada variabel y berbeda dengan prosedur di atas.
Perhatikan asal mula terbentuknya faktor integrasi u(y) dengan

mengubah variabel y pada persamaan (i).

u(@).G(x,y)dx + u(y)H(x,y)dy = 0 (i)
28



Dengan menerapkan teorema 1, sebuah persamaan dapat dikatakan

eksak apabila dan hanya apabila :

9 0
5 (066 ) = - (RH (. Y))

aG oH
u(y)-a +u'()G = u(y)-a

aG
WG = u(y)——u(y)—
0H G
K6 =) (37~ 5)
[6H aa]
n) Hy
W) G

Integralkan kedua ruas terhadap variabel y upaya memperoleh u(y).

H,—G
1n|u(y)|=f 2 gy

Terakhir, eksponensialkan kedua ruas upaya menyelesaikan u(y).

H.—G
u(y)=f xA 2 dy
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Teorema 2. Faktor Integrasi Spesial S

Asumsikan ekspresi umum persamaan diferensial
G(x,y)+H(x,y) Z—z = 0. Terdapat dua Klasifikasi
faktor integrasi yang dapat digunakan, yaitu :

1. Andai

[Gy(x'y) - Hx(x'y)] _
H(x,y)
Identik fungsi yang bergantung pada x, syarat

u(x)

cukup agar e/ #®)49x termasuk faktor integrasi.
2. Andai
[Hx(x')’) - Gy(x'y)] —
G(x,y)
identik fungsi yang bergantung pada y, syarat

u()

ﬁ------------------1

4
4

cukup agar e/ #0)9Y termasuk faktor integrasi.

Tidak semua persamaan Kkategori non-eksak mampu
dikonversi ke eksak, bahkan sangat banyak yang tidak bisa. Namun
demikian, apabila menentukan faktor pengali atau integrase masih
bisa. Alasan utamanya adalah terdapat banyak metode dan
karakteristik berbeda setiap ekspresi persamaan diferensial. Untuk
memaksimalkan pemahaman Anda mengenai materi yang sudah
disampaikan melalui termaktub, maka cermati beberapa contoh soal

berikut.
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Contoh soal 1

Diberikan ekspresi persamaan berikut.

(—=2y3 + Ddx + Bxy? +x3)dy =0

(a) Cobalah tentukan faktor integrasi yang bergantung pada fungsi

X atau y sajal

(b) Setelah itu, tunjukkan bahwa persamaan tersebut identik eksak!

Pembahasan alternatif

Pertama (a), tentukan terlebih dahulu A, (x,y) dan B,(x,y) pada

persamaan di atas. Diketahui A = (—2y3 + 1) dan B = (3xy? +

x3) sehingga

9
A, = —(=2y3 +1) = —6y2
yay(y+) 6y

d
B, = a(3xy2 + x3) = 3y? + 3x?

A, — B, —9y*—3x?

mex) = B 3xy? + x3

—3(3y?% + x?) 3

— x(3y? 4+ x2) - T x

efﬂ(x)dx — ef—%dx — ¢~3Inx — ,-3
Terakhir pada (b), uji kepastian eksak :

x73[(=2y3 + 1dx + 3xy? + x3)dy = 0]

2y3 1 3y?
(—F+x—3>dx+<?+1 dy=0
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Uji kepastikan eksak

x3  x3 x3

0A o[ 2y® 1]  6y?
dy  dy

B2 4] prsar
dx  dx| x2 T x3 >a

Jadi, faktor integrasi pada ekspresi persamaan contoh soal 1 adalah

u(x) = x73.

Contoh soal 2

Diberikan ekspresi persamaan berikut.
dy
(2x + cosy) + (x? tany + cos? y)a =0

(a) Cobalah tentukan faktor integrasi yang bergantung pada fungsi
X atau y!

(b) Setelah itu, tunjukkan bahwa persamaan tersebut identik eksak!
Pembahasan alternatif

Pertama (a), tentukan terlebih dahulu A4,, dan B, pada persamaan di
atas. Diketahui A(x,y) = 2x + cos(y) dan B(x,y) = x*tany +

cos? y sehingga

0
A, =—(2 = —sj
y ay( x + cos(y)) siny

d
B, = a(x2 tany + cos?y) = 2xtany
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B, —A, 2xtany— (—siny)

HO) = A 2x + cosy

2x Sl (Ey)}+sm(y) 0s(y)

X
2x + cos(y) cos(y)

_ sin(y)2x+-<eosH}
cos(y)2x—+eesn

= tan(y), sehingga

el 10Ny = o[tan() dy = lnlsecO)l = gecy
Terakhir pada (b), uji kepastian eksak :

secy [(2x + cos(y))dx + (x?tany + cos? y) = 0]
(2xsecy + 1)dx + (x? secytany + cosy)dy = 0

Uji kepastikan eksak :

04_ 29 [2 +1]=2 t

3y ~ 3y xsecy = 2x.secytany

oB 0

Frialew [x2 sec(y) tan(y) + cosy] = 2xsecy tany Eksak

Jadi, faktor integrasi pada ekspresi persamaan contoh soal 2 adalah

v(x) = secy.

Contoh soal 3

Diberikan ~ ekspresi ~persamaan  2ydx + (x — sin,/y)dy = 0.

Tentukan dua bagian berikut :
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(a) Faktor pengali atau integrasi yang bergantung pada fungsi x atau
y sendiri!

(b) Perlihatkan persamaan tersebut identik eksak setelah dikalikan
oleh faktor pengalinya!

Pembahasan alternatif
Untuk bagian (a), carilah A, dan B, menurut ekspresi persamaan di

atas. Diketahui A(x,y) = 2y dan B(x,y) = —sin,/y + x sehingga
d
A, =—Q2y)=2

9]
Bx=a(—sin\/§+x)=1

Bo—Ay _1-2_-1
R —Zy,se ingga

L 1 1
el ndy — ef 2y W — pzhlyl — y72

Didapatkan u(y) = y"% sehingga kalikan faktor tersebut pada

ekspresi persamaan yang ditanyakan.
1
y72[2ydx + (x — sin,[y)dy = 0]

vy Squ )

Sehingg untuk bagian (b), yaitu memeriksa kepastikan eksak :

lZyde + (

0A 6[2 %]_ 1
gy oyl

B3l
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1
— Eksak

v 7

Jadi, faktor pengali atau integrase untuk ekspresi persamaan contoh

sin [l

soal 3 yaitu v(y) =y 2.

Contoh soal 4

Diketahui  persamaan (3y? + 5x2y)dx + (3xy + 2x3)dy = 0,
tentukan faktor integrasi xPy9 yang tepat agar dapat dikonversi
menjadi eksak!

Pembahasan alternatif

Konsep dasar faktor integrasi yaitu mengalikan ke ekspresi

persamaan yang diketahui bilamana sudah ditentukan.
xPy9[(3y? + 5x2y)dx + (Bxy + 2x3)dy = 0]

BxPyd*2 4 5xP+2yat)dyx + (3xPT1yd*t 4+ 2xPH3y0)dy = 0 ...(1)
Kemudian, kalkulasikanlah Ay dan Bx.

Ay = (0 + 2)3xPy T + (g + 1)5xP 2y

Bx = (p + 1)3xPya* + (p + 3)2xP*2yd

Untuk memastikan persamaan (i), syarat perlunya adalah Anda
memastikan bahwa Ay = By. Hal tersebut menunjukkan bahwa 3(q +
2)=3(p+1)dan5(g +1)=2(p + 3).

{3q+6=3p+3
5+5=2p+6
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{3q— 3p=-3..(1) (persamaan (1) dibagi dengan 3,

5 —2p=1..(2)

kemudian dikalikan 2)

2q—2p=-2..(1)
{ 5 —2p=1..(2)

(Sliminasi variabel y)
—-3qg=-3-q=1 (Substitusi g = 1 ke persamaan (1))
2)-2p=-2->p=2

Berdasarkan kalkulasi di atas, didapatkan p = 2 dan g = 1. Dengan

demikian faktor integrasi yang tepat yaitu x2y.

Contoh soal 5

Tentukan general solusi ekspresi persamaan berikut
Bx?2+y)dx+ (x?y—x)dy =0

dengan faktor integrasi v(x) = x~2!

Pembahasan alternatif

Tahap pertama yaitu kita mengalikan v(x) = x~2 terhadap ekspresi

persamaan diatas sehingga membentuk persamaan baru.

y 1
(3+x_2) dx+(y—;> dy
Untuk memeriksa persamaan tersebut eksak atau tidak eksak,

persamaaan diferensial diatas akan kita turunkan parsial sehingga

94 1 )] o 1
= — —:x = —

@ x2 0x x2
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Diketahui Z_;l = g—z yang mengindikasikan bahwa persamaan tersebut

eksak. Perhatikan 3—5 = (y—%), selanjutnya akan diferensialkan

parsial F terhadap y.
ar=[(r-2)s
dydy— y-7)

1 y .
F —Eyz—;+<p(x) . (D)

Diferensiasikan parsial F terhadap x yang mengakibatkan

- [———+ <p(x>]

- 3—2 + o' (x) .. (iD)

Diketahui bahwa hasil derivativ parsial (ii) ekuivalent dengan

y_y

A(x,y) sedemikian sehingga 3 tS5=5+09 "(x). Jadi, ¢'(x) = 3.

](p’(x)dx=13dx

p(x)=3x+C

Substitusi fungsi ¢ (x) ke persamaaan (i).

2
Jadi, solusi generalnya terhadap F = - — % +3x=0
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Contoh soal 6
Carilah solusi dari persamaan (3y? + 5x2y) dx + (3xy +
2x3) dy = 0 dengan faktor integrasi v = x2y!
Pembahasan alternatif
Untuk mengetahui persemaaan diatas eksak atau tidak, kita akan
mengalikan persamaan nya terhadap faktor integrasi v = x%y
sedemikian sehingga

(3x%y3 + 5x*y?) dx + (3x3y? + 2x°y) dy
Tes uji keeksakan :

04 _ 5.2.2 4
ay—9xy + 10x*y

0B _ .2.2 4
ax—9xy + 10x*y

Diketahui Z—;l = Z—i yang mengindikasikan bahwa persamaan tersebut

eksak. Perhatikan g—i= (3x%y3 + 5x*y?), berikutnya kita akan

integralkan faktor F terhadap x.

dF
_ 2.3 4.2
]dxdx j(3xy + 5x*y?)dx

F=v3x3+9%x> + o(y) ... ()
Kemudian, kita akan mencari nilai ¢ (y).

oF 0
_ 3,3 4 2.5

3y ay[y x*+y°x> + o(y)]
=3x3y2 + 2x°y + ¢'(y)

38



3—5 (y3x3 + y252) = 3y2x2 + 2yx® + ¢’ (x) ... (ii)

Diketahui bahwa hasil derivativ parsial (ii) ekuivalent dengan
B(x,y) sedemikian sehingga 3x3y? + 2x°y = 3y2x? + 2yx® +
¢'(y). Jadi, ¢'(y) = 0.

f<p’(y)dx=f0dy

() =C
Substitusi fungsi ¢(y) ke persamaaan (i).

Jadi. Solusi generalnya terhadap F = y3x3 + y2x°> = C.
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Kegiatan Pembelajaran 4

5.4. Rangkuman

Secara sederhana, dapat diartikan persamaan yang memiliki
ekspresi derivatif dengan minimal berderajat satu. Namun, bila
ditinjau secara terminologi, yaitu bilamana dalam sembarang
persamaan terdapat ekspresi derivative tingkat satu atau lebih, maka
dapat dikatakan persamaan diferensial. Bilamana terdapat
persamaan diferensial terkategori eksak, maka Anda dapat
mengonversi ke non-eksak dengan membagi dengan suatu ekspresi
tertentu. Begitupun sebaliknya. Fungsi untuk mengubah PDNE
(Persamaan Diferensial Non-Eksak) ke bentuk persamaan eksak
adalah faktor integrasi (Faktor pengkali/Gabung). Biasanya faktor
integrasi didapatkan dari variabel yang bergantung sesuai metode

yang berlaku.
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Kegiatan Pembelajaran 5

5.5. Soal Diskusi Kelompok Mahasiswa

Cermati ekspresi persamaan di bawah ini!
y2dx + (2xy + cos(y))dy = 0
Apakah ekspresi di atas dapat Anda katakan eksak? Berikan
dasar bukti Anda!
Pembahasan alternatif

Terapkan teorema 1 mengenai percobaan keeksakan suatu

fungsi.
Misal = A(, ) = e, dan (..,..) =
......................... , maka proses menentukannya dengan cara :
0A
5=
0B
5=
Dari pemeriksaan di atas, hal yang dapat disampulkan adalah
.................................................... karena 2 .. 2
a a..

Cobalah Anda identifikasi apakah ekspresi persamaan [r? —
cos(6 + 1)+ 20]d6 + [—e" —cos(6 + 1) + 20r]dr =0
termasuk eksak? Berikan dasar bukti Anda!

Pembahasan alternatif

Terapkan teorema 1.
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Misal  A(..,..) = e, dan B(...,..) =

......................... , maka proses menentukannya dengan cara :

0A
5=
0B
5=
Dari pemeriksaan di atas, hal yang dapat disampulkan adalah
.................................................... karena 22 %
a.. d..

3. Cobalah Anda periksa apakah ekpresi persamaan di bawah ini
eksak atau tidak.
(yexy - l) dx + (xexy + i) dy=0
y y?

Berikan dasar bukti Andal
Pembahasan alternatif
Terapkan teorema 1.

Asumsikan = A(..,..) = e, dan B(..,..)=
.................... , maka

0A

5=

0B

5=

Dari pemeriksaan di atas, hal yang dapat disampulkan adalah
.................................................... karena% %.

4. Cermatilah ekspresi persamaan sebagai berikut.
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ds
(xt3s3 — 2ts) + (3t*s? — tZ)E =0

Berapa nilai x yang mungkin terdefinisi agar persamaan di atas

dapat dikategorikan eksak?

Pembahasan
Terapkan teorema 1, yang mana A(..., ...) = cocveerviernenn dan
B(ioi) o) = e, sehingga
iA —
0 ..
9]
5B =
Dengan menggunakan sifat kesamaan, maka
0A 0B
8. 0.

Sehingga nilai x yang terdefinisi supaya dapat menjadi syarat

cukup adalah .......

Untuk soal diskusi nomor 5 sampai 9, Anda perlu menentukan

apakah persamaan di bawah ini eksak? Bilamana iya, carilah solusi

general yang terbentuk! (Saputro & Lumbantoruan, 2020).

5.

[sin(xy) + xy cos(xy)]dx + [1 + x% cos(xy)]dy = 0
Pembahasan alternatif

Terapkan uji keesakan pada ekspresi persamaan nomor 6. Misal
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0B
9.
Dari pemeriksaan di atas, hal yang dapat disampulkan adalah

(ar- (- 5)ar=o
Pembahasan altenatif

Terapkan uji keesakan pada ekspresi persamaan nomor 7. Misal

Al ) = i, dan B(..., o) = oo, , maka
0A
5=
0B
5=
Dari pemeriksaan di atas, hal yang dapat disampulkan adalah
.................................................... karena22 .. 2
d a..

(26e*)dx + (1 +e?*)d8 =0
Pembahasan alternatif

Terapkan uji keesakan pada ekspresi persamaan nomor 7. Misal

Al ) = i, dan B(..., o) = oo, , maka
d0A
5=
0B
5=
Dari pemeriksaan di atas, hal yang dapat disampulkan adalah
.................................................... karena 22 9
a.. d..
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Integralkan ekspresi persamaan nomor 8.

f(ZHezx)dx + f(l +e?*)d = f 0

......... T T
......... F o =
......... [ T

_2
(e"sin@ — 3r¥)dr + <er cos @ + ?) dg =0

Pembahasan alternatif

Terapkan uji keesakan pada ekspresi persamaan nomor 9. Misal

Al ) = i, dan B(..., o) = oo, , maka
0A
5=
0B
5=
Dari pemeriksaan di atas, hal yang dapat disampulkan adalah
.................................................... karena 22 9
a.. a..

Integralkan ekspresi persamaan nomor 9.

2

0 3
j(ersine—Brz)dr+f erc050+T d9=j0
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9. e3tsin360 + e3' cos 30 Z—(: =0

Pembahasan alternatif

Terapkan uji keesakan pada ekspresi persamaan nomor 9. Misal

A(r, ) = e, dan B(..., o) = oo, , maka
0A
5=
0B
5=
Dari pemeriksaan di atas, hal yang dapat disampulkan adalah
.................................................... karena22 .. 2
d.. a..

Integralkan ekspresi persamaan nomor 9.

Untuk soal diskusi nomor 10 sampai 13, Anda perlu mencari solusi
khusus sesuai dengan kondisi awal (initial condition) yang

ditetapkan!
10. [2 cos(2x + y) — x2]dx + [cos(2x + y) —e¥]dy =0 yang
. e . T _
terdefinisi paday (E) =0.

Pembahasan alternatif
Terapkan uji keesakan untuk meyakinkan pengerjaan nomor 10

dengan metode eksak. Misal A(...,...) = .eveviinenn. dan

46



KA = ...
d
EB = ...
Dari pemeriksaan di atas, hal yang dapat disampulkan adalah
.................................................... karena22 .. 2
a.. a..

Oleh karena itu, kita dapat menggunakan solusi persamaannnya,

yaitu

oF

e 2cos(2x + y) — x?

oF
F=..—..+¢u) (D)
oF _ @
5 = 5[ ..... — + gb(y)]
=..—¢'()

Ekspresi [cos(2x +y) —eY] = ..... — ¢'(y) sedemikian sehingga
nilai ¢'(y) = .....

f¢’(y)dy= f . dy
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Setelah mendapat nilai C = ..... , langkah terakhir yang perlu Anda

lakukan yaitu mensubstitusikan ke solusi khususnya.

11. (e*x + 1)dt + (et — 1)dx = 0 yang terdefinisi pada x(1) =
1.
Pembahasan alternatif
Terapkan uji keesakan untuk meyakinkan pengerjaan nomor 11.
Misal A(..., ..) = v, dan B(.., o) = ovvveeeieeneenn, :
maka
aA T
d..
aB — e
0 ..
Dari pemeriksaan di atas, hal yang dapat disimpulkan ialah

Oleh karena itu, kita dapat menggunakan solusi persamaan
dengan memperhatikan ';—':.

oF
9.
48



F=..+..+¢kX) (1

0 a ’
=t e+ P'()]
=..+¢'(.)
Ekspresi [ef — 1] = ..... + ¢'(...) sedemikian sehingga nilai
d'(.)=...
fd)’(x)dx =f dx

..... +....—....=C
Diketahui nilai kondisi awal x(1) = 1, yang artinyax = ..... dan
y=...
e () + .. - =C
...... e — e =C->C=.....
Setelah mendapat nilai C = ..... , langkah terakhir yang perlu

Anda lakukan yaitu mensubstitusikan ke solusi khususnya.
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12.

x=—_-=
Ekspresi  persamaan ﬁdx + [In(x — 1) + 2y]ldy =0
terdefinisi pada y(2) = 4 (J. H. Lumbantoruan, 2019a).

Pembahasan alternatif

Terapkan uji keesakan untuk meyakinkan pengerjaan nomor

12, Misal A(e, ) = v dan B(..,..) =
.................... , maka

0A

5=

0B

5=
Dari pemeriksaan di atas, hal yang dapat disimpulkan ialah
.................................................... karena22 .. 2

a.. a..

Oleh karena itu, kita dapat menggunakan solusi persamaan
dengan memperhatikan ;—x [F].

oF
ox

aFdae = f dt
a% - LR

F=..+¢@) O

Dari hasil persamaan (i), derivatif parisalkan terhadap y.
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13.

Ekspresi [In(x —1) +2y] = ... + ¢'(...) sedemikian
sehingga nilai ¢'(y) = .....

[ 16 oy = | .y

..... — . =0C
Diketahui nilai kondisi awal y(0) = 1, yang artinya x = ..... dan
y=...
..... In[...—...|+...=C
..... +..=C->C=...
Setelah mendapat nilai C = ..... , langkah terakhir yang perlu

Anda lakukan, yaitu mensubstitusikan ke solusi khususnya.

Ekspresi  persamaan [2rsec(y) + 1]dr + [r?secytany +
cos y]ldy = 0 terdefinisi pada y (g) =0.

Pembahasan alternatif

Terapkan uji keesakan pada soal nomor 13. Misal A(..., ...) =
.................... dan B(..., ...) = cceeveveeennennnn., maka

d0A

5=

0B

5=
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Dari pemeriksaan di atas, hal yang dapat disimpulkan ialah

0A 0B
Toa.

Pilih Z—‘:, yang kemudian integrasikan terhadap variabel r.

oF _

F=d v o ()

2 2
é = [ F o+ O]
=+ DY)
Ekspresi [r2 sec(y) tan(y) + cos(Y)] = ......+ d’(Y)

sedemikian sehingga nilai ¢’(y) = .....

f¢’(y)dy=f---dy
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Setelah menemukan nilai € = ..... , langkah terakhir yang perlu

Anda lakukan, yaitu mensubstitusikan ke solusi khususnya.

Untuk soal diskusi nomor 14 sampai 19, Anda perlu Cobalah
tentukan faktor integrasi yang bergantung pada fungsi x atau y!

Setelah itu, tentukan solusi umumnya!

14. Tentukan faktor integrasi kemudian carilah solusi umumnya
pada persamaan di bawah ini!
3x%y?dx + (4x3y —12)dy =0
Pembahasan alternatif
Diket A = 3x2y% dan B = 4x3y — 12

0A
=
0B
=
dA 0B . . N
Karena 3 " 9% maka ekspresi persamaan diferensial dikatakan ......

dA 0B

9y 9x _ R—

—A

Faktor integrasi = e/~ = e~ = .....

Faktor integrasi f(x)
[3x2y?dx + (4x3y —12)dy] =0
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dA 0B : : L
Karena 3 o maka ekspresi persamaan diferensial dikatakan ......

Setelah itu, Anda perlu menentukan solusi generalnya.

ar . _ 2,,2
J5; dx = [3x*y®dx

gy = ...

Jadi, solusi generalnya yaitu ..............c.cceevvenenn.

15. Tentukan faktor integrasi dan carilah solusi generalnya dari
persamaan (2y —x3) dx + x dy = 0!
Pembahasan alternatif
Diketahui H = 2y —x3 dan G = x
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d—F dy=1........ dy
oy
[dF = [(....... )dy
F = e + ¢(X)
Mencari ¢ (x) dengan mendiferensialkan parsial F terhadap x
3—5 G )=, e + ¢'(X)
=, +.enl. + ¢'(x)
d'(X)=.......

Jadi, solusi general terhadap F = -+ .....— - .....=........

16. (4xy + 3y? — x)dx + x(x + 2y)dy = 0
Pembahasan alternatif
Diketahui H = 4xy + 3y? —x dan G = x(x + 2y)

oH _

a..
3G _

d..

OH 3G . . I
Karena 3 ax maka ekspresi persamaan diferensial dikatakan

1 (aH ag) e
N \ay oax) -

Sehingga fungsi integrasi adalah |........ dx =........ =......

Selanjutnya, diperoleh persamaan eksak berikut :
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Karena persamaan diferensial tersebut sudah terkategori eksak,

maka dapat digunakan penyelesaian persamaan eksak.

oF _ 2 _ _ _
% = [ T T ) S
e + @(y)
= v, + ()
0 ..
3= hingga

x4‘ + oo _.|_ (p’(y) — x3(... _.|_ ...)
x4‘ + eee _.|_ (p(y) — x4' _.|_ ves

17. %(x+y+1)dx+(x+3y+2)dy=0

Pembahasan alternatif
Diketahui G = xy + y% + y dan H = x* + 3xy + 2x

a6 _
a..

0H

d..

Berdasarkan derivatif parsial di atas dapat diindikasikan :

906 oH
3y —
1 ("’_G _ "’_”) —=
A\dy Ox T
Jadi, solusi generalnya adalah |........ dy =........ =,

Selanjutnya, diperoleh persamaan eksak berikut :
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Karena persamaan diferensial tersebut sudah terkategori eksak,

maka dapat digunakan penyelesaian persamaan eksak.

18. (2x3y? —y)dx + (2x%y3 —x)dy =0
Pembahasan alternatif
Diketahui : G = 2x3y? —y dan H = 2x%y3 — x

Berdasarkan derivatif parsial di atas dapat diindikasikan :

0G 0H

ay ax
dG OH B

d.. O0..
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= 4xy (- — )
. ov ov
Jikav = xy %a—ydana—x

v

G5 = x(-)

v

Hingga, Gz_; — HZ_Z — ( — ) — ( — ) — zxzyz( — )

d.. .
du _ ~(55-5")av
- ov v
u g
Gay Hax

=—=dv

Maka fungsi integral adalah u(x, y) = ef~®¥=
Ekspresi persamaan nomor 18 kalikan dengan faktor integrasinya.
i G dx+. (o= ))dy =0

Karena persamaan diferensial diatas sudah berbentuk persamaan
eksak, sehingga untuk mencari solusinya menggunakan persamaan
eksak (J. Lumbantoruan, 2020).

oF
5:....(....—....) =T

F=[(2x—55)dx+90) = +=+g0)

oF - _ - 1 . .
3, = — =T (¥)sehingga;

58



1
xy?

FFG) =Z (=)

_L+f’(y) — .=

xy?

ffO)=....of(y) =...

Jadi, solusi generalnya adalah ....+=+....=.....

19. Tentukan penyelesaian dari ekspresi persamaan dibawah ini.

(1—xy)dx + (xy —x*)dy =0
Pembahasan alternatif
Diketahui A = (1 — xy) dan B = (xy — x?)

dA
d..

0B
d..

Berdasarkan derivatif parsial di atas dapat diindikasikan :
04 0B

ady ox

Substitusikan ke rumus faktor integrasi fungsi x saja.

B(x,y)

u(x) =
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20.

plx) = ——

Sehingga fungsi integrasi adalah [ u(x)dy =....=.... =....

Selesaikan dengan persamaan diferensial eksaknya.

(%—y)dx+(y—x)dy=0.

dA(x,y) _ dan = 0B(x,y) —
—6y e “or

Karena persamaan diferensial tersebut sudah berbentu
persamaan eksak, maka dapat digunakan penyelesaian
persamaan eksak.

aF_f( )d
ay_ e —)dy
oF ... te
ay ... 7

F(xy) = —y+C(x)
(E—....)=....+C(x)

...... — e

Jadi, solusi generalnya adalah : =—....4+....=....

Tentukan apakah persamaan dibawah ini eksak atau non-eksak.
xy'+y+4=0

Pembahasan alternatif
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Xt ()w=0->-dx+--dy=0

Sehingga, A = ---dan B = -
94 _ ..

d..

a8 _

d..

Berdasarkan derivatif parsial di atas dapat diindikasikan :

0A 0B

ady ox

Jadi, ekspresi persamaan nomor 2 dikatakan ...............
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Kegiatan Pembelajaran 6

5.6. Soal Latihan Mandiri Mahasiswa

Untuk soal nomor 1 sampai dengan 7, tentukanlah apakah persamaan

diferensial tersebut eksak atau tidak. Bilamana Eksak, Anda perlu

menentukan solusi umumnya (Larson & Edwards, 2014).

1.
2.
3.

6.
7.

(10xy? + 3y?)dx + (=2 + 10x%y + 6xy)dy = 0
2y2e dt + 2tye dy = 0
2cos(26 — x) — cos(20 — x) Z—z =0

_2
(e*siny — 3x?)dx + <e" cosy + y73> dy =0

(2x+ 4 )+(—2y+ ad )d—y—O

1+x2y2 1+x2y2) dx

e3*(sin3y + cos3y)y' =0

sinx 4+ xcosy +x+ [sinx +xcosy+x]y' =0

Untuk soal nomor 8 sampai dengan 12, tunjukkanlah bahwa

persamaan diferensial berikut eksak dan carilah solusi khusus jika

kondisi awalnya diketahui (Nagle et al., 2017).

8.

10.

(2xy —9x?)dx + 2y + x? + 1)dy = 0,untuk x = Odany =
-3.

(2xy? + 4)dx + (2x*y — 6)dy = 0, untuk x = —1 dan y =
8.

(y%sin6)do + (% — %) dy =0,untuk 8 =mdany = 1.
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11. (tany — 2)dt + (t sec’y + %) dy = 0, dengan kondisi t =1

dany =2

3"

3y?-t*\dy _  t_ _ _
12. ( 3 )E_ vt untuk y = 1danx = 1.

13. %y’ = —(x® 4+ Iny), dengan kondisi y = 1 dan x = 1.

Untuk soal nomor 14 sampai dengan 15, carilah nilai p yang
memenuhi supaya persamaan diferensial berikut dapat dikatakan
eksak.

14. pxsiny + (2x%cosy)y' =0
15. (ye®¥ + 2x)dx + (pxe?¥ — 2y)dy = 0
Pada soal nomor 16 dan 17, tentukanlah solusi umum fungsi B(x, y)

upaya persamaan di bawah ini dapat dikatakan eksak.

16. ycos(xy)+e*+ B(x,y)y' =0

17. [ye™ — 4x3y + 2]dx + B(x,y)dy = 0

Pada soal nomor 18 sampai dengan 23, carilah faktor integrasi upaya

memperoleh persamaan diferensial eksak. Setelah itu, tentukan
solusi umumnya (R. Bronson & Costa, 2014).

18. (3x2 + y)dx + (x?y —x)dy =0
19. 2y% + 2y +4x?)dx + 2xy + x)dy =0
20. (2xy3 + 1dx + 3x2y2 —y Ddy =0
21. 2rdt+ (t —sinvr)dr =0

=
22. (xy2 — ex3) dx + x?>ydy =0

23. (—logy +x)y' = —y(logy)
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24. Diketahui persamaan diferensial yang non-eskak berikut.
(y? + 2x%y)dx + (2x3 — xy)dy = 0

Tentukanlah faktor integral xPy4 dan carilah solusi umumnya.

25. Analisislah bagian-bagian berikut.

(i) Tunjukkanlah % hanya tergantung pada pengali xy,
yang mana
B, — 4,
YA—yB - H(xy).

Setelah itu, berikan formula faktor integrasi h(x,y) pada

bentuk general persamaan diferensial.

(if) Terapkanlah jawaban Anda bagian (i) untuk memperoleh
solusi  khusus persamaan  (3y + 2xy?)dx + (x +
2x%y)dy = 0 yang mempunyai kondisi awal y = 1 dan

x =1.
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GLORASIUM

Derivatif Parsial : Sebuah fungsi matematika peubah banyak adalah
turunannya terhadap salah satu peubah dengan
peubah lainnya dipertahankan.

Eksak : Memiliki arti pasti atau sudah tentu dan tidadapat diubah

ubah.

Ekuivalen : Nilai (ukuran, arti atau efek) yang sama, seharga,

sebanding, sepadan. (Kamus KBBI).

Integral : Merupakan bentuk penjumlahan kontinu yang terdiri dari

anti turunan atau kebalikan dari turunan.

Implisit : Sebuah persamaan yang mana variabel terikat dan variabel

bebasnya tidak dapat dipisahkan.

Konstanta : Suatu nilai tetap, berlawanan dengan variabel yang

berubah-ubah.

Non-Eksak : Merupakan ilmu tidak pasti dan bisa saja berubah

jawaban seiring dengan waktu.

Persamaan Diferensial: Persamaan matematika untuk fungsi satu
variabel atau lebih, yang menghubungkan
nilai fungsi itu sendiri dan turunannya
dalam berbagai orde.

Substitusi: Sesuatu yang mudah diganti dengan sesuatu yang lain.

Variabel : Nilai yang dapat berubah dalam suatu cakupan soal atau

himpunan operasi yang diberikan.
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