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BAB |
TURUNAN PARSIAL FUNGSI DUA
VARIABEL / TIGA VARIABEL

l. Pendahuluan

Definisi turunan parsial, misalkan f fungsi dua variabel
x dan y. Jika y dijaga agar tetap konstan, katakanlah y = yo,
maka f (X, yo) adalah fungsi satu variabel x. Turunannya di x
= Xo disebut Turunan Parsial f terhadap x di (Xo, Yo) dan
dinyatakan oleh fx (Xo, Yo), dengan notasi:

. flxo+ Ax,y) — f(x0,¥0)
o ) = Jim, v

Dengan cara yang sama, turunan parsial f terhadap y di
(Xo, Yo) dinyatakan oleh fy (o, Yo), dengan notasi:

£ (x ) = lim f(xo,¥0 + Ay) — f(xo,0)
yWo. Yol = I, Ay

Il.  Turunan Parsial Pertama Fungsi Dua Variabel
*) Dalam Kalkulus 1

Fungsi satu variabel

y=f(x)

. 0y
Turunannya: e

z=1(x)



Turunannya: Z—x
z=1(y)
Turunannya: 9z

Rumus-rumus turunan pada Kalkulus 1 & 2:

1. y=c (ckonstan)

y=0
2. y=x"
y =nx"!
3. y=sinx
y = COS X
4, y=cosXx
y =-sinx
5. y=tanx
y = sec?x

6. y=sin(ax +b)

y =acos (ax + b)

7. y=cos(ax +b)

y = -asin (ax + b)



8. y=tan(ax+h)

y = asec’(ax + b)

9. y=¢
y =¢"
10. y=¢~*
y =-e”
11. y=¢e¥*
y =ae¥
12. y=InXx
=1
y_x

Beberapa aturan / sifat Turunan antara lain:
1. y=Ux)xV(&x)atauy =UxV
yl — UI i VI

2. y =cu(ckonstan)

!/ !

y =cu

3. y=U"V
y =U.V+UV'



Contoh (1)

a)y=2x>+3x+5

Turunannya:
% — 4x+3+0
0x

b) z = siny
Turunannya:
% = COoS
dy - y

¢) Carilah turunan dari:
y =sinx +e”*
Jawab:
g—i =cosx +e*
*) Dalam Kalkulus 2
Kalkulus fungsi dua variabel:

z =T (x, y) => Bentuk eksplisit

Contoh fungsi 2 variabel:
z=x*+2xy+y*+6x+7y+9

z = sin(x? + y?)



Mencari turunan dari z = f (X, y)

=> turunan bentukya ada 2 macam:

0z

L> Turunan ke x = P
L 0z
> Turunan ke y = 2%

Cara mencarinya sebagai berikut:
(i) SZdariz="f(x,y)

dicari dengan menganggap Y sebagai konstan

(yang bukan x dianggap konstan)
(ii) Z—;dari z=1(xy)

dicari dengan menganggap x sebagai konstan

(yang bukan y dianggap konstan)

Contoh (2)
z=x*+y3+5x—7y+8
Carilah:
0z
a) a
0z
b) %
Jawab:

) Z=2x+0+5-0+0

0z
£—2x+5



b) %=0+3ﬁ+0—7+0

0z

— 2 _
ay—3y 7

Contoh (3)
z=Ilnx+siny+3x—-5y+1

Carilah:

a) Z—i
b) g—y
Jawab:
) = 4+0+3-0+0

b) 3—§=O+cosy+0—5+0

6—Z—cos -5
6y_ y

Contoh (4)
z= x%y3
Carilah:
0z
a) a

d
b)£



9z _ 3
a) Pl 2xy
0z _ 245 2
b) 3y = % 3y
— 3x2y2
Contoh (5)
x2
Z = F
Carilah:
0z
a) a
0z
b) P
Jawab:
0z 2x
a) a = F
b) z = x?y~3
d _
5y =X (=3y™
= —3x%y~*
3x?



Contoh (6)

Jika z = X2 sin(xy?)

Carilah:

0z
a) a

Jawab:
a) misal u = x?
u =2x
dan v = sin(xy?)

v’ =y?. cos(xy?)

0z
—=U".V+ UV
0x

= 2x . sin(xy?) + x2. y? . cos(xy?)
= 2x sin(xy?) + x2y? cos(xy?)
P

—JZ, = x2 cos(xy?) . 2xy

b) 5

= 2 x3y cos(xy?)



1. Turunan Parsial Kedua Fungsi Dua Variabel
*)  Turunan parsial ke-2 dari z = f (x, y)

Ingat pada Kalkulus 1:  z =f(x)

dz
dx

Turunan ke-1:

d (d d?
Turunan ke-2: —(—Z) =2z
dx \dx dx?

d (d? d3
Turunan ke-3: —(—Z) =22 dst
dx \dx? dx3

*)  Kalkulus 2

z=f(x,y)
=> turunan parsialnya

ke x - 9z keX—>i a_z)_ %z
dx dx \9x dx2

key — - (a_z) o
y dy \0ox dyodx
0z d (dz 9%z
- [— - —(—) =
ke y dy ke ox ( y) oxdy
key — 2 (%> -9z
y 9y \oy 9y?
\ l
Turunan Parsial ke 1 Turunan Parsial
ke 2
. . 0%z 0%z
Kesimpulan terlihat Iyix = oxdy



Contoh (7)
Diketahui z = x3 + y* + 5x2 — 6y3 + 7x + 8y — 1
Carilah turunan parsial ke 2 nya!
0x?
9%z

dyox

i)

0%z

0xdy

i)

.\ 0%z
V) 552

Jawab:

. . 9 9
Dicari dahulu turunan parsial ke 1 = ﬁ dan 5

%% _ 3x2 4 10x 47
ox

0z _ 4.3 _ 2
ay—4y 18y~ + 8

Turunan parsial ke 2 nya:
. 0%z d (0z
0) 52 =3(5)
0
=—(Bx2+10x+7)
0x

=6x + 10

(i) o= = 2 (%)
dayox 9y \ox

10



_ 0 (3x2+10x +7)
_-0)7 X X

O'Daxay (gi)

= a(4y3 — 18y% +8)

_ 9 (oz
( )_ (ay)
— 2 avd _ 2
3y (4y 18y~ + 8)
= 12y? — 36y

0%z
axoy

. 9%z
Terbukti Iydr

Contoh (8)
4..6

Carilah turunan parsial ke-2 dari z = x*y

Jawab:

Dicari dahulu turunan parsial ke-1:

aZ_ 3..6
ax—4xy
62_ 4..5
3y 6x*y

11



Turunan parsial ke-2:

.\ 0%z 0 [0z
) 55=55)
d
— 4 3.,6
6x( x>y°®)
= 12x2y"®
... 0%z 0 [0z
(“) dyox - 6_y (E)
0
= $(4x3y6) = 24x3y>
ceuy 022 9 [0z
(Ill)axay - 5(5)
0
= a(6x4y5)
= 24x3y>
.\ 0%z 0 [0z
) 55 =5 5)
d
= @(69543’5)
= 30x*y*
. 0%z 9%z
Terbukti Iy9x — 33y

12



*) Secara serupa dapat dicari turunan parsial dari fungsi 3
variabel

w=f(xy72)

Turunan parsial (ke 1):

ox’ oy’ oz

Turunan parsial (ke 2):

0w 0w 0’w, 0’w 0w 9w
0x2’ 9y2’ 0z2’ 9ydx’ 9zox’ 9zdy

*) Turunan / Turunan parsial dari fungsi ... (Fungsi

dari fungsi)
() Jika Z =1 (x, y) sedangkan x = g(t); y = h(t) —»
1 variabel t
Z =1 (g(t), h(t)) = Z fungsi 1 variabel t

. az
Turunannya turunan biasa: 1.

(bukan turunan parsial)

(I Jika Z =1 (x, y) sedangkan x =g (u, v); y =h
(u, v) = 2 variabel

Z =1 (g(u, v), h(u,v)) —» Z fungsi dua variabel
u

danv

13



0z 0z

Turunannya turunan parS|aI. E; I

- i az _ 0z ax 0z dy
Dari (1) Cara mencari il 3y at

97 _ 97 9x | 0Z by
du  9x du dy du
oz _ 0z 0z 9z dy
v 9x 9v dy ov

Dari (11) Cara mencari

Contoh (9)
Z=x>+y>+2x+3y—1

Ditanya: Z—z (turunan biasa)

Jawab:

az _ 0z 9x | 97 0y
de ~ ax 00 = dy 90

Dari Z=x?>+y%2+2x+3y—1
: 0z
didapat —» P 2x + 2
YA
. . . dx
Dari X =sinf didapat 2p = €0 0
. . dy .
Dari X =cosf didapat —p = —sin 0

d
% = (2x+2)cosB + (2y + 3)(—sin0)

= (2sinf + 2)cosB + (2cos b + 3)(—sinh)
=2sinfcosf + 2cosf — 2 cosfsin@ —3sin b
= 2cos 8 —3sin 0

14



Contoh (10)
Z=2x+3y+5, X=uv, y=2u+3v

i .0z oz
Ditanya: 50’ 90

. .\ 0Z 0Z 0x . 0Z 0y

wab: Dari )—=——+—=
Jawab: Da ()au 0x du 0y Ou
(i) 2 =22 % 02 0y
v 9x ov dy ov

Dariz=2x+3y+5 2 =2
0x
0z
5—3
Dari X = uv a—xzv
ou
9x _
av_u
S ay _
Dariy =2u+ 3v 7= 2
9y _
Ov_3

) Z=@W+G)Q)
=2v+6

15



2 Z =@ +B)@3)

=2v+9

*)  Turunan parsial fungsi implisit F (x,y, z) =0

oF JaF
0_Z__£ YA dy |0Z 0
ox_ 9F 3y~ "9F o’
0Z o0z

Contoh (11)

Jawab:

F(x,y,2) =0->x*+y?+2z2-9=0

oF _
==
oF
5 =
oF
==

2x;
2y;

2z

.az_ 2x_
“ox  2Z z
0z 2y y
..E:—i: 2

16



Contoh (12)
w=x2+y3+z*+x3y%z
Carilah turunan parsialnya (ke 1 dan ke 2)!

Jawab:

1) Z—;) (yang bukan x dianggap konstan)

Jw

— =2x+0+ 0+ 3x%y?
o X xX“y“z

= 2x + 3x%y?z

2 g—? (yang bukan y dianggap konstan)

Jw

$=0+3y2+ 0+ 2x3yz

= 3y? + 2x3yz

(3) Z—‘: (yang bukan z dianggap konstan)

Jw

—=0+0+42° 3y2
57 +0+4z° +x%y

=473 + x3y?
Cara mencari turunan parsial ke 2 nya:
%w 9 (0w
* __ — =
ax2  dx (6x)
= i(2x + 3x%y?z)
dx

=2+ 6xy%z

17



%w 0 (0w
*) 0yox - E(E)
9]
= 3y (2x + 3x%y?z)

= 6x°%yz

2w 0 (0w
*) dzox 5 (E)
= 9 (2x + 3x%y?z)
0z

= 3x2y?

wy Q0 _ 0 (a_w)
oy

ay2 oy
d 2 3
= @(Sy + 2x°yz)

=6y + 2x%z

xy 02w _ 0 (3w
) 9z0y 0z (ay)
0
= E(Byz + 2x3yz)
= 2x3y
0w 0 (dw

N5 =5 (5)
_ 9 (4.3 3,2
= (4z° + x3y*)

= 1222

18



*)  Turunan parsial dari fungsi 3 variabel U =f (X, y, 2)

|U = f(x,y, Z)| - turunan parsial

l, ke x

U
— F™ (selain x dianggap konstan)

ou
L key — @ (selain y dianggap konstan)

ou
L, ke z - e (selain z dianggap konstan)

Contoh (13)
U=x?y3z*+3x—5y+6z>+8
au
e 2xy3z* + 3
au
P 3x%y?%z* -5
au
Fr 4x2y3z3 + 12z

Mencari turunan parsiil ke 2 pada dasarnya seperti pada

2 dari fungsi 2 variabel

. .U .
Q) Dari —— didapat

0 <6U) B 02U
dx

L’kex"& ~ 0x?

19



Lk ou <6U) 02U
%_ —

¢y dy \ox Jdyox

ouU <6U) 0%U

Lkez—)a ox 0z0x

(i) Dari —

(i) Dari &

. dyox - 0x0y ’
02U 92U
0z0x  0x0z '
92U _ 92U
dydz  9zdy

20



Contoh (14)

i PV 000U
Al 57 Gyax ' 0z0x dzay Cancontoh (13)

Jawab:

ou
Dari Contoh (1) Pl 2xy3z* + 3

7 (50)
6x2 - dx

= a (2xy3z* + 3)

O

— 2y3Z4
92U aU
L) ( )ayax ay (5)
au
= E(ny?’z4 + 3)
= 6xy?z*

L i) 22 = 32 (%Y)

0z0x 0z \dx
ou
=3, (2xy3z* + 3)

= 8xy32z3

L (i) 22 = 2(2)

0z0y dz \dy

au
= —(3x2 2z% —5) = 12x?%y?z3

21



IV. Increment Total Dan Diferensial Total
*) Increment / perubahan total & Diferensial total

Misal adaz=f(x,y)
Jika variabel x mengalami perubahan sebesar Ax
dan variabel y mengalami perubahan sebesar Ay
maka z akan mengalami perubahan total sebesar Az
Dari z =f (x,y)
z+Az=f(X+Ax,y+ Ay)

Perubahan total:

[Az=f(x+ Ax, y+ Ay)-f(xy)]

atau dapat ditulis:
Az =f(x+Ax,y+Ay)—f(X,y+Ay) +f(x,y+ Ay)
—f(xy)

f(x + Ax, y + Ay)- f(x, y + Ay)
= Ax Ax

f(x, y + 4y)-f(xy)
+ Ay Ay

. . 0z 0z
Diferensial total [dz = an + EAY

22



Catatan:
Untuk nilai Ax dan Ay yang cukup kecil maka dz = Az
(nilai dz mendekati nilai Az).

Hal tersebut diatas dapat digunakan untuk menghitung
Az dengan pendekatan dz.

Contoh (15)
Carilah nilai pendekatan dari /(4,05)2 + (2,93)2

Jawab:

J(4,05)2 + (2,93)2

=/(4+0,05)2 + (3 —0,07)2

Bentuk: \/(x + Ax)2 + (y + Ay)?
dengan x = 4; Ax = 0,05
y =3; Ay =-0,07

Dimisalkan z = \/x? + y?
= /42 + 32

=5

z+ Az = /(x + Ax)? + (v + Ay)?

= /(4,05)2 + (2,93)2
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V(4,05)2 + (2,93)2 ~ z + dz
~5+dz

Dihitung dz dengan Rumus:

0z 0z
dz = —Ax + —Ay

0x dy
Dari z = \/x? + y?

atau z = (x% + y2) /2

didapat — Z—i = %(x2 + yz)"l/z .(2x)

X

NS

Il
Ul B 1| R

oz 1
—_ — =

5, = 7 Y. 2)

Y
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*)

dz = (g) (0,05) + @ (=0,07)

= 0.04 — 0,042
= —0,002

+/(4,05)2 + (2,93)2 = z + Az
~z+dz
=5—0,002
= 4,998

Dengan Cara Serupa untuk fungsi 3 Variabel
u=fXxyvy, 2
U+du=f(x+ Ax,y + Ay, z + Az)

du = f(x + Ax, y + Ay, z + Az) — f(x,y,2)

au au au
du = an +a—yAy +£AZ

untuk Ax, Ay, Az cukup kecil maka du = Au

Contoh (16)
U=.x%+y?+2z?

Au =[G+ 8% + (y + Ay)? + (z + Az)? —

Jx2+y? +2z2
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au au au
Sedangkan [du = an + aAy + EAZ

U= (x2+y2+22)"7
au 1 2x

- — ==
0x 2 [x2+yZ+ 72

X

JxZ+y?+ 22

Dengan cara serupa:

ou 1 2y
- — ==
dy 2 [x2+y?+ 22
_ Y
Jx?+y? +z2
ou 1 2z
- — ==
z

VX2 + y2 + 72

1
~du = N [x.Ax +y. Ay + z.Az]

*)  Mencari turunan parsial fungsi implisit
z =T (x, y) => fungsi eksplisit
Bentuk implisitnya: F (x,y,z) =0
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*) Mencari turunan parsial dari fungsi

|F(x,y,z) = O|
92 _,.92 _,
ax oy

Caranya sebagai berikut:

0z _ aF/ax

ox aF/az .

. aF/ay } dengan Pl 0
Contoh (17)

Diketahui Fungsi implisit:
x?+2y2+3z2-5=0

Carilah:

0z
a) a

Jawab:

F(x,y,z) =0

27
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x?+2y?+3z2-5

oF —>
ox "
oF —4
ay i
oF —6
oz 2
)a_z _ _aF/ax
ax aF/az
_ 2x
T 6z
- _x
- 3z
b 0z _ aF/ay
)ay aF/aZ
_ 4y
T 6z
—
- 3z
oF
6_y /ax
_ 2x X
4y 2y

=0

28



Contoh (18)
Diketahui Fungsi implisit:

x2y3z% =1

Carilah:
0z
Lo
0z
b) p
dox
C) a
Jawab:
F(x,y,z) =0
x2y3z*—1=0
OF _ 3,4
Pyl 2xy°z
OF _ 5 2 2 4
9y 3x“y“z
OF _ , 2 3.3
Pyl 4x°y°z
aF
oz _ _ /ax
a) ax OF/ .,
2xy3z*
4x2y373
.z
T 2
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V. Umpan Balik

1) Diketahuiu=x3y?z-2x?y3+3y?z3 -4 x* 72

Carilah:
a) Z—Z
b) g—;‘
C) Z_Z
6 2
e) ‘;iylzl
n x
9
0 G
)
D o
9 3
D T
m) %
n) Ziyg‘
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2) Jika z = x? sin(xy?)

o

0z3
23u

0x20y

23u
0x20z

o3%u
dy20x
23u
dy20z

23u
0z2%20x

a3u
dz2%20y
o3%u
0x0ydz

Carilah:
a) Z—i
b) j—y
C) Z—Z
d) 27
) s
0 s
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3) Diketahui f (x, y) = x & —sin f +x3y?

Carilah:

b) %’;”
e) %
f) %

4) Jika diberikan fungsi:
TW, XY z)=zeW ¥ +y°

Carilah;

oT
a) a

aT
b) 3

oT
C) a

ar

d) ow

32T
®) 3
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f)

9)

h)

ot
dy?
2T
0z2
2T
ow?

a%T
dxdy

2T
dyoz

a%T
d0zow

2T
0x0z

2T
dyoz
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BAB Il
NILAI EKSTRIM
(MAKSIMUM / MINIMUM)
FUNGSI DUA VARIABEL

I. Pendahuluan

Pengantar Konsep Ekstrim dan relative (Maksimum-
Minimum) fungsi dua peubah real dirancang dengan cara yang
sama seperti ekstrim satu peubah real. Peranan selang buka
pada fungsi satu peubah diganti dengan daerah bidang yang
dibatasi oleh suatu lengkungan tertutup yang bentuk
sederhananya adalah cakram terbuka di bidang.

Seperti halnya dengan fungsi satu peubah yang
sederhana, proses menentukan ekstrim relative untuk fungsi
dua peubah dimulai dengan mencari titik kritis. Uji titik kritis
tresebut dapat diperiksa dengan cara membandingkan nilai
fungsinya terhadap nilai disekitarnya atau dengan uji turunan
parsial ke dua.

Il. Mencari Nilai Ekstrim (Maksimum / Minimum)
Dari Fungsi 2 Variabel Z = F (X,Y)

(Pada Kalkulus 1 sudah diajarkan mencari nilai
Diferensial dari fungsi 1 variabel y = f (x))

*) Cara mencari nilai ekstrim dari |Z = f(x,y)
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Langkah 1:

Mencari titik-titik kritisnya dengan turunan parsial ke-1

0z
9% |- diperoleh satu atau lebih dari satu titik kritis
Z_0

dy

Local max

Global max

TR

Local min ; y
Global min

Gambar 2. 1. Grafik Kurva 3 Dimensi (3D)
Langkah 2:

Mencari turunan parsial ke-2

0%7 Kan A
—— menggunakan
9x2 88
2 2 ; ;
02 atau 22 menggunakan B — dicari
dyox dxdy
2z

377 menggunakan C
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Langkah 3:
Diselidiki untuk setiap titik-titik Kritisnya.
Kemungkinannya:
1. JikaAC —B? > 0 & A < 0 - terjadi maksimum
2. JikaAC—B? > 0 &A > 0 - terjadi minimum
3. Jika AC — B? < 0 - tidak terjadi ekstrim
4

Jika AC — B2 = 0 - dapat terjadi maksimum atau
minimum

Contoh (1)
Selidiki apakah

Z=x>—xy+y*+3x—2y+1

mempunyai titik maksimum atau minimum, berapa
nilainya!

Jawab:
Langkah 1:
Mencari titik-titik kritisnya:

62_0
ox
az_o
ay_

Dari

Z=x>—xy+y*+3x—-2y+1
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didapat

LaZ—Z +3
ox XY

-1 212
1 4.3
B21(1) < 2 2)
~ 311
0 212
3
B 2 _1=5
2(3) <1 2 12>
0 1 3

Titik kritisnya:

4

< =(-53)
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Langkah 2:

Mencari Turunan Parsial kedua:

_0%Z
"~ 0x2
B - 0%Z
B Jdyodx
o 0%Z
= 272
Dari
2y +3
ox Ty
didapat:
_0%Z
~ 0x?
A=
_ 0%z
N Jdyox
B=-1
Dari
2 o xv2y-2
dy - Y
didapat:
dy? N
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Mencari AC — B?
=(2)(2) - (-1?
=4_-1=3>0

Langkah 3:

|, Terjadi Minimum di titik kritis (—g %)

)

KarenaA=2>0

Nilai Minimum:
Zmin = x% —lel +y12 + 3x1 _ 2y1 + 1

2

(- (D
R

16 4+1 A 2+1
9 9 9 3
_16+4+1-36—-6+9

9

12

9
4

3
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Contoh (2)

Carilah nilai ekstrim dari

Z=x3+y3-3xy

Jawab:
Langkah 1:
Mencari titik-titik kritis

0Z_
ox

OZ_O

ay_
(D3x2-3y=0

(D) 3y2—-3x=0

(D) 3y = 3x?2
(II) 3x = 3y?
M y =x?
(D yi=x
(x?)? =x
x*—x=0
x(x3-1)=0
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x=0-x,=0
yi=x{ >y =0
|(x1»Y1):(0;0)|

x=1-x=1

Y1=x%_>3’1=1

|(x1;3’1) = (1;1)|

Langkah 2:

i 92 _ 3,2 _
Dari ax—3x 3y

didapat
A= 0%Z
T dx
A = 6x
B = 027
~ dyox
B =-3

22 _ 3,2 _
Darlay—3y 3x

didapat
- 0%Z
=352
C =6y
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Mencari AC — B?
= (6x)(6y)—(—3)?

AC — B2 =36xy—9

Langkah 3:

Untuk setiap titik-titik kritis (0,0) dan (1,1) dicari
AC — B?

() Untuk titik kritis (x4, y,) = (0,0)
- AC — B? = 36x;y, — 9
=0-9
=-9<0

— tidak terjadi ekstreme
— bukan titik ekstreme

(1) Untuk titik kritis (x5, y,) = (1,1)
- AC — B? = 36x,y, — 9
=36—-9
=27>0
— terjadi ekstreme
A =6x
A =6 > 0 terjadi Minimum di titik Kkritis (1.1)
Zmin = %2° + y2° = 3%y,
=13+13-3(1)(1)
=-1
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Contoh (3)

Mencari nilai ekstrim dari

1Z = xy(10 — x — y)|

l, Diubah Z = 10xy — x%y — xy?

0z _ 10 2 2
ax YT ey =Y
0Z

@zlox—xz—ny

Langkah 1:
Mencari titik-titik kritis

9z _
ax
oz _
ay_

(D10y — 2xy — y?
(ID10x — x2 — 2xy

M y(10-2x—-y)=0
(IDx(10 —x—2y) =0

(D (A0-2x—-y)=0
(ID (10 —x—2y)=0
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Jika ingin menggunakan SPL Non Homogen

—2x—y=-10
—-x—2y =-10
2x+y =10

atau {x +2y =10

(2 1 10) B,, (1 2 10) B,1(-2) (1

1 2110/ ~ \2 1110 ~ 0
10
1 210 BlZ(—Z) 1
0 3 ~ 0
=10
X=73
10

Titik kritisnya (x1,y1) = (

Didapat nilai maksimum

Z=xy(10 —x —y)

Z—<10)(10><10 10 10)
~\3/\3 3 3
_(10)3_1000
“\3/) 27

45

2|10
—31-10
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Contoh (4)
Diketahui bilangan riil 10

Pecahlah / bagilah bilangan 10 + menjadi tiga bilangan riil
sedemikian rupa sehingga hasil kalinya maksimum

10
%) (un
>0 >0 (I11) >0 (Hanuir) >o
1 1 8 z=(1)(1)(8) =38
2 3 5 z=(2)(3)(5) =30
7 2 1 z=(7)(2)1) =14
5 | 3 2 |
(C'l) (I;) (é) z =abc = 1.nax
6 | 1 3
4 3 3 z=(4)(3)(3) =36
) | O | Q0-—x-y) |z=f(xy)
>0 >0 | >0 l, dicari maksimumnya
Langkah 3.

Diselidiki untuk setiap titik-titik kritisnya
Kemungkinan-kemungkinannya

1. JikaAC —B? > 0&A < 0 - terjadi maksimum
2. JikaAC — B? > 0 &A > 0 - terjadi minimum
3. Jika AC — B? < 0 - tidak terjadi ekstreme

4. JikaAC —B?=0-
--- dapat terjadi maksimum ataupun minimum
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Contoh (5)

Carilah nilai ekstrem dari persamaan berikut
floy) =x3+ 2xy — y?

Jawab:

titik kritis
felx,y) =3x*+2y =0
fx,y)=2x—-2y=0

melalui eliminasi kedua fungsi tersebut £, (x,y) dan £, (x,y)
didapat

3x24+2x =0
x(3x+2)=0
maka
x=0;y=0- A(0,0)
atau
2 2 2 2
v=-3iv=-3-8(-3.-3)
D(x,y) = fux (. ¥ fyry (%, ) = £, (%, ¥)
fux(x,y) = 6x
fyy(x,y) = =2
fay(,y) =2
D(x,y) =—-12x — 22 =-12x — 4
Titik A(0,0)

D(A) = D(0,0) =—-12-0—22=—-4<0
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D < 0 - A(0,0) titik pelana

TItIkB(—%,—%)
2 2 2
p®) =0 (-3.-3)=-12(~35)- 2
2
=-12(~3) -4
=4
p(~3,-3)=4>0
37 3
2 2 2
fe(-3-3) =6(-3)
=—-4<0

f(B) — nilai maks relatif

substitusikan nilai ke dalam persamaan

flx,y) = x3 + 2xy — y?

YEE NS
(DD

Carilah nilai ekstrem dari persamaan berikut ini

flx,y) =x%+3xy+y3

48
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Jawab:

titik Kkritis
felx,y) =3x*+3y =0
(6, y) =3x+3y*=0

berdasarkan eliminasi dari kedua persamaan tersebut di atas,
didapat

3x3-3y3=0
substitusikan ke dalam persamaan sebelumnya

3x2+3x =0

3x(x+1)=0

maka didapat
x=0;y=0- A(0,0)
atau
x=-1y=-1-B(-1,-1)
fex(x,y) = 6x
fyy(x,¥) = 6y
fry(x,¥) =3
D(x,y) = fux (6, ¥ fyy (6, ) = fi5(x,¥)
= 36xy —9
Titik A(0,0) > D(A) = D(0,0)=36-0-0—-9=-9<0
l, titik pelana
Titik B(—1, —1)
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D(B) = D(-1,-1) =36(-1)(-1)—-9=27>0
fex(=1,-1) =6(-1)
=-6<0
nilai maksimum relatif
“floy) =x%+3xy+y°

= (-1 +3(-D(-D
+ (-1)3

=1

1.  Mencari Titik Ekstrim dan Jenisnya

Contoh (7)

Tentukan titik-titik ekstrim dan jenisnya, serta harga
maksimum atau minimum dari fungsi dua variabel
berikut ini:

z=x3+y3—3xy
Jawab:
Syarat ekstrim:
0z 0z

a=0dana—=0
92 32 _3y-0
ax " Y=
0z
@=3yz—3x=0—>x=y2

3(y)?-3y=0
3y*=3y=0-3y(° -1 =0
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3y=0-y=0-x=0
y3—1=0->y=1-x=1
=~ Jadi, titik kritis (0,0) dan (1,1)

Syarat titik kritis menjadi titik ekstrim jika dipenuhi:

(%0, ¥0) >0
0%z 0%z 92z \° "
= ax2 dy? B dxdy =6x 6y —(=3)

di (0,0) = 0- 9 < 0, jadi titik (0,0) bukan merupakan
titik ekstrim

di (1,1)=6-1-6-1-9> 0, jadi titik (1,1)
merupakan titik ekstrim

Jenis ekstrim maksimum atau minimum menggunakan
ketentuan / ditentukan dengan:

2

0“z
—di(1,1)=6-1=6>0
d0x?

maka, (1,1) merupakan titik ekstrim minimum
Harga fungsi minimum:
Zmin = x3+y3—3xy
=1+1-3
=-1
Contoh (8)

Tentukan titik-titik ekstrim dan jenisnya, serta harga
maksimum atau minimum dari fungsi dua variabel berikut ini:

o1



z =x3+ 3xy? — 15x — 12y
Jawab:

Syarat ekstrim:

aZ—Od 62_0

ox MGy T
0z
— =3x2+3y2-15=0->x*2+y?—-5=0
0x
% bry—12=0-x=22(2) +y-5 =0
— = 6XxY — = > XxX=—> |- —_ =
dy Y y o \y Y

4
}7+y2—5=0—>4+y4—5y2=

y*—5y*+4=0
»?-DG*-1D=0
y2—4=0->vy,=2dany, =—-2->x; =1ldanx, = —1
y2—1=0->y;=1dany, = —1->x3 =2danx, = —2
Jadi, titik-titik kritis: (1,2), (—1,-2),(2,1),dan (—2,-1)
Syarat titik kritis menjadi titik ekstrim jika dipenuhi:
(x0,¥0) > 0

0%z 0%z 0%z
et . —
d0x? 0y? \0xdy

2
> = 6x - 6x — (6y)?

di(1,2)= 36— 36-22< 0

jadi titik (1,2) bukan merupakan titik ekstrim
di(—1,-2) = 36(-1)2-36-(-2)2< 0
jadi titik (-1,-2) bukan merupakan titik ekstrim
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di (2,1) = 36-2%2— 36(1)2> 0

jadi titik (2,1) merupakan titik ekstrim
di(—2,-1)=36-(-2)2-36(-1)2> 0
jadi titik (-2,-1) merupakan titik ekstrim.

Jenis ekstrim maksimum atau minimum menggunakan
ketentuan dengan:

0%z

Sz di@D=62=12>0

maka (2,1) merupakan titik ekstrim minimum
Harga fungsi minimum:
Zmin = x>+ 3xy? — 15x — 12y
=2343-2-12-15(2) —12(1)
= —28
0%z

322 di(-2,-1) =6(-2)=-12<0

maka (-2,-1) merupakan titik ekstrim maksimum
Harga fungsi maksimum:
Zmaks = X3+ 3xy? — 15x — 12y

= (=2)° +3(-2)(-1)* - 15(-2)
—12(-1)

=28
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1)

2)

3)

4)

Umpan Balik

Tentukan titik-titik ekstrim dan jenisnya, serta harga
maksimum atau minimum fungsi dua variabel berikut:

z=x%y?*(2x +4y + 1)

Tentukan titik-titik ekstrim dan jenisnya, serta harga
maksimum atau minimum fungsi dua variabel berikut:

z=(x-y)1—-xy)

Tentukan titik-titik ekstrim dan jenisnya, serta harga
maksimum atau minimum fungsi dua variabel berikut:

z = 3x3 4+ 9xy? — 45x — 36y

Selidiki apakah
Z=x*—xy+y*2+3x—-2y+1

mempunyai titik maksimum atau minimum, berapa
nilainya!

5) Carilah nilai ekstrim dari

Z=x3+y3-3xy
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BAB I
INTEGRAL LIPAT DUA
(BAGIAN PERTAMA)

l. Pendahuluan

Integral lipat dua (double integrals) merupakan bentuk
integral biasa atau tunggal hasil pengintegralan pertama harus
diintegralkan kembali. Setelah mempelajari modul ini,
mahasiswa akan mampu menghitung integral lipat dua dalam
koordinat kartesius yang meliputi:

1) Integral lipat dua pada daerah persegi panjang
2) Integral lipat dua pada daerah umum

3) Menghitung luas antara dua kurva

Il. Double Integral
Pada Kalkulus 2
* Double integral:

Bentuk umumnya

[[rena
L

ada 2 urutan dL

l, dL = dydx
l, dL = dxdy
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Gambar 3. 1. Luasan L dengan Integral Fungsi 2
Variabel

Gambar 3.1 merupakan integral dari fungsi 2 variabel
f(x, y) pada suatu luasan L.

Pada bidang xy atau xoy
(*) Cara menghitung double integral
Beberapa contoh pendahuluan

(1) Akan dihitung bentuk double integral sebagai
berikut:

2 4
ff(x2+y2)dydx
13

jika ditulis lebih lengkap /jelas sebagai berikut

2( 4
f f(xz +y?)dypdx
1 \3

— yang dihitung terlebih dahulu yang ada di
dalam kurung
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4
Dihitung terlebih dahulu Integral f (x?
3

+y?)dy
— variabelnya y

Pada Kalkulus 1

4
f (x%? + a?) dx

3

— variabelnya x, (selain x dianggap konstan)

e 228

- (% @° + 4a2) - (% (3)° + 3a2)

4
j(b2 +y3)dy
3

— variabelnya y (selain y dianggap konstan)
=4
=3

1 31>
— (2 3
B +3° 1

= (4b2 +%(4)3> - (3b2 + %(3)3>
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() x2
J(x2 +y3)dx J. (x?2
1 x=1
- variabelnya x, y konstan + y3) dx
1 x =2
_ (2.3, .3
_<3x +yx)|x=1
8 1
[E] )
(3 )3ty
2

f(xz + y3) dy — variabelnya y, x konstan
1

y=2
1 y =

f (x*+y%)dy = (xzy + Zy“) |0
y=1

—|(2x? +4) - <x2 +%)

gabungan

@ J (G +y*)dy) dx
1 2

Umumnya ditulis (1) f f(xz + y3)dy dx
01

Cara menghitungnya
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Dihitung terlebih dahulu yang di dalam tanda
kurung

2
f(x2 + y3)dy — variabelnya y
1

(x sebagai konstan)
y=2
= f (x* +y*)dy
y=1

1 y=2
— (29 o 20t
(xy+4y)|y=1
1 15
— (92 (2 =222
(2x* + 4) (x +4) X +4
1 2
]ad1,J](x2+y3)dydx
01
x=1 ( Y=2
(x2 + y3)dy pdx
x=0 \y=1
x=1

15
<x2 + T) dx — variabelnya x
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1 15
G+5)-0-o

115

T3 4

_4+45 [49

12 |12

12 1/ 2
2 3 _ 2 3
(2)!!(36 + y3)dx dy Of if(x + y3)dx |dy

Dihitung terlebih dahulu yang di dalam tanda
kurung

2
f(xz + y3)dx — variabelya x
1



1 2

]adijj(xz + y3)dx dy
1

0

y=1

7
= f (y3 + §> dy — variabel y
y=0

1 7 y=1
Y I ) _
_<4y +33')|y=0
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Catatan: Dari Contoh (1) dan (2) terlihat bahwa urutan

dengan urutan berbeda

hasilnya

*) Integral dari fungsi 2 variabel f (X, y) dan fungsi 3
variabel f (x, y, z)

a. Integral dari fungsi 2 variabel f(x, y)
berbentuk integral lipat dua [[ dxdy

b. Integral dari fungsi 3 variabel f(x, y, z)
berbentuk integral lipat tiga [[f dxdydz

Prasyarat:

Paham integral 1 variabel

f(x)—>ff(x)dx... ff(x)dx

*) Integral dari fungsi 2 variabel f(x, y) menggunakan
J-..

... dua kali

Dimulai contoh-contoh menghitung double integral
dari T (x,y)
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Contoh (1)
2 4
f f(ny + x% +y?3)dydx
13

jika ditulis secara lebih lengkap menjadi

4

2
f f(ny + x% + y3)dy pdx
1

3
x=2 ( Y=4%

= f (2xy + x?
y=3

x=1

+ y2)dy pdx

yang dihitung terlebih dahulu yang di dalam kurung

y=4

f (2xy + x? + y?)dy - Jika menggunakan
y=3

— |y sebagai variabel |

integral dalam variabel y Selain y dianggap konstan
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1 y=4
=<xy2+x2y+§y3)|y:

64
(16x + 4x? + ?) —(9x +3x2+9)

37
=|7x + x? +“E;

x=2 ( Y=4
(2xy + x? + y*)dy  dx

x=1 \y=3

37
(7x + x% + ?> dx — variabelnya x
7
2 1 43
Zx +3x + 3 X
2

2

1
8 8 74 7 1 37
+‘+—>‘(z+§+?)

1 37>|

Contoh (2)

13
a)ff(x2y3 + 4)dy dx
02

13
b)ff(x2y3 + 4)dx dy
0 2
x=1 ( Y=3

Jawab: a) f (x2y3 + 4)dy ; dx

x=0 \y=2
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y=3
Dihitung terlebih dahulu f (x2y3 + 4)dy

y=2
— variabel y

1 y=3
— (24,4
—(4xy +4y)|y=2

81
= (sz + 12) — (4x%* +8)

65

::jl—xz + 4
13
J j(x2y3 + 4)dy dx
0 2
x=1
= f (65 2 +4)d
= X x
x=0
— variabel x
_ (65 344 ) | 1
—\2* T
65, _[13
12 12
x=1 ( Y=3
Jawab: b) f f (x2y3 + 4)dx p dy
x=0 y=2
y=3
Dihitung terlebih dahulu f (x%y3 + 4)dx
y=2

— variabel x
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1 x =3
— [ Z+34,3
_Qxy +4Xf)'xzz

8
= (9y3+12) - <§y3 + 8)

_19,

13

f f(xzy?’ +4)dxdy =
02 x=0

— variabel y

Contoh (3)

Selesaikan persamaan berikut ini:

1 x
jjdydx
0

x2

66



Jawab:

1( x
j j dy ¢ dx
0 \x2

X

Dihitung terlebih dahulu f dy — variabel y

x2
y=x
= dy
y=x?
| =X
_y 2
=x — x?

1 x 1
j fdy dx = j(x — x%)dx — variabel x
0 0

xZ
x=1
= f(x—xz)dx
x=0
1 1 1
_(1.2_21.3
(zx 3x>|0
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*) Bentuk umum double integral

A
Y

Gambar 3. 2. Grafik Luasan L

[ [ rya

sengan Y =]
e A = wa)

(1) Jika menggunakan urutan dL = dy dx

x=b ¥=91(x)

fj fend = [ | feydyas

x=a y=g,(x)
g1 (%)

- fb | syt

g2(x)
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(2) Jika menggunakan urutan dL = dx dy

|| reya = yf:b xzjl(x)f(x,w dx dy
L y=a x=gy(x)

b [ 91(%)
-| { | f(x,y)dx}dy

a \g2(%)

*) Beberapa contoh penggunaan

Mencari luas dan / dari luasan L

0 a b

Gambar 3. 3. Grafik Luasan L dengan y = g,(x) dan g,(x)

Secara simbolis ditulis
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luas L =UdL

L

» () dL = dydx
N (I1) dL = dxdy

Anjuran: gunakan arsiran tegak

— Urutan dL ada 2 macam

Pada gambar (I) di atas: luas L = f f dL
L

x=b ¥y=g1(x)
= f f dy dx
x=a y=g;(x)
g1 (%)

b
=f fdydx
a

g2(x)

g1(x)
Dihitung terlebih dahulu j dy=y
g2(x)

g1(x)
g2(x)

= g1(x)
— g2(x)

b
|was 1 = f (9:00) — g ()}

Sama dengan Rumus luas L
pada Kalkulus 1
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(1)

x = g,(x)

v
X

0

Gambar 3. 4. Grafik Luasan L dengan x = g,(x) dan g,(x)

Anjuran: gunakan arsiran datar

luas L =fde
L

y=b x=g,(x)

B

y=a x=g,(x)

b [ 91(%)
= f f dx rdy
a

g2(x)

Contoh (4)

Dengan menggunakan integral, hitunglah

a) luas AOCB
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b) luas AOAC
Jawab: a)

Menggunakan Rumus I:

x=b ¥Y=91(%)

luas L = f f dy dx
x=a y=g2(x)

lihat gambar:

A1~
Gambar 3. 5. Grafik Luasan L berbentuk Segitiga
dimana dengan
a=0; b=1
sebagai y = g, (x) adalah garis lurus BC
— Persamaannya ?
sebagai y = g,(x) adalah garis lurus OC — Persamaannya

. Y= X=X
Salah satu persamaan garis lurus: =
Yo—V1 X2 X1
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7x; =0 Secara serupa

B(0,2) sebagai B(xl,yl)\ y1=2. didapat

C(1,1) sebagai B(XzJ’z)i ;z _ 1 AC:
_)u:x—o - sebagai y
1=2 1-0 —4m
y—2 Xx
—1 1

y—2=—-Xx

BC - sebagai y = g, (x)
Jadi, luas L, = luas AOCB

x=1Y=—Xx+2

= j f dy dx
x=0 y=x

—-x+2

Dihitung J dy — variabel y
X

_ |y=—x+2
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=(—x+2)—x

=—-2x+2

xX=

1
~ luas AOCB = j (—2x + 2)dx — variabel x
x=0

(—x2+2x)|(1)=(—1+2)—(—O+0)=

Jawab b) Diberikan dua cara

Cara (1) AOAC dipecah jadi 2

B (1)
.'/I
/‘//
,/"’{HHJ'H d|>H|“|!"' {20)

Gambar 3. 6. Grafik y=x,y=-x+2

AOAC = AODC + ADAC
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X
Dihitung terlebih dahulu dy =y 0= X
y=0
1
~ luas AODC = fxdx
0
1 1
— .2
221
|1
2
x=2Y=—x+2
luas ADAC = f f dy dx
x=1 y=0
Dihitung terlebih dahulu
y=—x+2
—x + 2
f dy = y| 0o — X% +2
y=0

2
~ luas ADAC = f(—x + 2)dx
1

_ (1., 2
—(zx +2x>|1
=(—2+4)—(—§+2)=

1
~ luasAOAC = > +

N =
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Cara (2)

1 1 F3 3
Hy \ﬂ\

s -1 N

Gambar 3. 7. Grafik x=y dan x=-y+2

Persamaan garis OC: y = x atau

Persamaan garis AC:y = —x + 2
y=1x=—y+2
~ luas AOAC = f j dx dy
y=0 x=y
x=—y+2
Dihitung terlebih dahulu f dx
x=y
x=-y+2
= x|
X=y
=(-y+2) -y
=—-2y+2
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y=1
~ luas AOAC = (=2y +2)dy
y=0

1
=(—y2+2y)|0
— 142

=[1]

1. Mencari Luas Dengan Menggunakan Integral Lipat
Dua

Integral berulang (integral ganda atau integral lipat)
merupakan materi kalkulus lanjut yang dipelajari secara
mendalam untuk menganalisis masalah luas dan volume, baik
pada bidang dua dimensi maupun tiga dimensi. Dalam
memberikan pemahaman tentang materi tersebut, berikut
disajikan beberapa soal dan pembahasan khusus terkait
dengan integral lipat dua, yaitu integral dengan dua simbol
sekaligus.

Contoh (5)
Hitunglah

2 1
jf(x2+2y)dxdy
00

Jawab:
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dengan menggunakan aturan pengintegralan, diperoleh

21

Jj(x +2y)dxdy = J[ X +2xy]0dy

- [[&+2)- oo

~[pr+;
“1377 o
= § +4-0= ?
Jadi,
21 14
ff(xz +2y)dxdy = 3
0 0
Contoh (6)
Hitunglah

4 2
fj‘dydx

(x +y)?
31

Tahap integrasi pertama adalah dengan menganggap x sebagai
suatu konstanta dan integrasikan terhadap variable vy
(menggunakan teknik substitusi), sehingga diperoleh

Jawab:
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4 2
J‘f dydx

(x+y)?
31

4

-5l

4
f x+1

3
[In(x + 1) — In(x

x+2

P

4
+ 2)]3
-G
x+2/13
= lng - lng
25
lnﬁ
Jadi,
4 2
dy dx 25
f f +y)? 24
3.1
Contoh:
Hitunglah
11
f f(x +y)dydx
0 x
Jawab:

dengan menggunakan aturan pengintegralan, diperoleh
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1

11

[ 1
ff(x+y)dydx =f xy+5y2]xdx
0 x )

0

=2* 2% 270
1
~2
Jadi,
11
ff(x+y)dydx=%
0 x
Contoh (7)
Hitunglah
Inglny
f f e* ™V dx dy
1 0

80



Jawab:

Gunakan teknik integrasi parsial

fuv’zuv—fu’v

dengan demikian, didapatkan

Inglny In8
f f ex“’dxdy:f [ex“’]l(;ly
1 0 1
In8
:f (elny+y
1
—e¥)dy

In8

[ oo-enay
1

= [ye” — 271"
gunakan teknik integral parsial
= [ -21)°

=e8(In8 —2) — (e(1—2))
=8(In8—-2)+e=8In8—-16+e¢

Catatan:

a1°8b = p|Ina = loga
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Jadi,

IngIny
ffex+ydxdy=8ln8—16+e

1 0

Contoh (8)
Hitunglah

T X
j]xsinydydx
00

dengan menggunakan aturan pengintegralan, diperoleh

Jawab:

T X
X

T
ffxsinydydxzf[—xcosy]odx
00 0

VA
=f(—xcosx+x)dx
0

= [—x sinx — cosx

+12T[
2% 10

Gunakan teknik integral parsial
1
= —msinm — cosm +Eﬂ2 —-(0-1+4+0)

1
:2+§TC2
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Jadi,

2

m X 1
ffxsinydydx=2+—n2
0 0

Contoh (9)
Hitung nilai integral lipat dua yang ditunjukkan atas R

ﬂxyZdA;Rz{(x,y):OSxS 1,-1<y<1}
R

Jawab:

Sajikan integral lipat dua tersebut beserta batas integrasinya
sesuai dengan R, kemudian integralkan

1 1 1 1 1
2 2 2
Xy dxdyzf y [—x] dy
f—1fo -1 2 0
1

-[ G

11 1
=530%1
1
=-(1-(D)
1 1
=5 =3

Jadi, nilai integral lipat dua tersebut adalah
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Contoh (10)
Hitung nilai integral lipat dua yang ditunjukkan atas R

!J(xz + y2)dA; R

={(xy)-1<x<1,0<y<2}

Jawab:

Sajikan integral lipat dua tersebut beserta batas integrasinya
sesuai dengan R, kemudian integralkan

2 1 2 1 1
ff(x2+y2)dxdy=f [—x3+xy2] dy
0 /-1 0 3 -1
2 1
= —-|-y2—(——
fo[3 3
—y2>]dy
212
=f <—+2y2>dy
o \3
_[2 +2 3]2
—[3Y73Y o

2 20
=-(2+2)-0==—
3 ) 3

20
Jadi, nilai integral lipat dua tersebut adalah 3
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Contoh (11)

Hitung luas daerah yang dibatasi oleh garis x +y = 2 dan
2y = x + 4 dengan menggunakan integral lipat dua

Jawab:

Garis x +y = 2 ekuivalen dengan x = 2 —y, sedangkan
garis 2y = x + 4 ekuivalen dengan x = 2y — 4. Titik potong
kedua garis tersebut adalah (0, 2). Grafiknya adalah sebagai
berikut:

/

- 4 2

r+y=2
Gambar 3. 8. Grafik Luas Daerah yang dibatasi oleh x+y=2
dan 2y=x+4

Luas daerah yang dimaksud adalah

1= Jfa
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2 rx=2-y
:f f dxdy

0 Jx=2y-4
=j02[(2—y)—(2y—4>]dy
=L26—3wdy
=[or-271

=(12-6)-0=6

Jadi, luas daerah yang dimaksud adalah 6 satuan luas
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1)

2)

3)

Umpan Balik

Hitunglah integral berikut dengan mengubahnya
terlebih dahulu dalam sistem kordinat kutub

D2
j f 2xy dA
D1

D adalah luas daerah pada kuadran pertama di antara
lingkaran berjari-jari 2 dan lingkaran berjari-jari 5 yang
berpusat di titik asal

Hitunglah integral berikut:

13
a)Jj(x2y3 + 5)dy dx
02

13
b)ff(x2y3 + 6)dx dy
02

Rumuskan integral untuk mencari luas daerah yang
dibatasi oleh kurva polar

r=34 2sin0

yang berada di luar lingkaran r = 2
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[Halaman Ini Sengaja Dikosongkan]
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BAB IV
INTEGRAL LIPAT DUA
(BAGIAN DUA)

Pendahuluan

Pada bagian ini akan dibahas perluasan integral tertentu

ke bentuk integral lipat dua dari fungsi dua peubah. Akan
dibahas bentuk-bentuk integral lipat dalam koordinat
kartesius, koordinat kutub, maupun dalam koordinat yang
lebih umum. Penerapan integral lipat diantaranya untuk
menghitung luas, volume, pusat massa, dan momen inersia.

Setelah mempelajari modul ini, mahasiswa dapat:

1)

2)
3)

*)

Menghitung integral lipat dua dalam koordinat
kartesius.

Menghitung integral lipat dua dalam koordinat kutub.

Menghitung integral lipat dua dalam koordinat yang
lebih umum melalui penggantian peubah.

Menghitung Integral Lipat Dua Dalam Koordinat
Kartesius

Double Integral Dalam Koordinat Cartesius

Variabelnya x, y
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X

»
L

Gambar 4. 1. Suatu Luasan L dalam Koordinat Cartesius

Bentuk umumnya

[[rena
L

adalah integral tertentu dari f (x,y) pada luasan L,

dimana L adalah luasan pada bidang xy
dL dapat berbentuk urutan:

l, (1) dL = dydx

l, (2) dL = dxdy

Q) Jika dL = dydx maka

1(x)
|| reyyan= f gf £x,y) dydx
L a gx(x)
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x=b [ ¥=91(x)
= f { j flx,y) dy}dx
x=a \y=g,(x)
— lihat L pada gambar (4.2)

2 Jika dL = dxdy maka

b 91»)

ff FCoy)dL = f ) (fy | £x,y) dxdy
y=b r x=g1(y)
= f{ | f(x,y)dx}dy
y=a \x=g2()

— lihat L pada gambar (4.3)

YA

0

Gambar 4. 2. Grafik Luasan L dengan
y = g1(x) dan g,(x)
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Contoh (1)

Persamaan garis lurus melalui 2 titik (X1, y1) dan (X2, y2)
adalah:

Y—=V1 _X—X

Y2—Y1 X2—Xq

\ B(0.2

1 c@1,1

A(2,0
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Gambar 4. 3. Grafik y=x dan y=-x+2
(*) Persamaan garis OC:
O (x1, y1) = (0, 0)
C (x2,y2) = (1, 1)

Y—V1 _X—Xq

Va—=Y1 X2—X1

y—O_x—O
1-0 1-0
y=x

(*) Persamaan garis AB:
A (X1, y1) = (2, 0)
B (x2,y2) = (0, 2)
Y—Y1 _X—X

Y2—=Y1 X2—X1

y—0 x-2
2-0 0-
y Xx-
27 2
2(x —2)
y=—j?—

Cara lain mencari persamaan garis lurus yang melalui dua
titik (a, o) dan (o, b) sebagai berikut:
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a

Gambar 4. 4. Grafik melalui 2 titik (a, 0) dan (o, b)

X,y _
a+b_1
a=2; b=2
x Yy
— 4+ =1
2+2
y X
Z=1-Z=
2 2
y=2-x
Contoh (2)
Hitungff(x+y)dL
L

a) JikaL = AOCB
b) Jika L = AOAC
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Jawab a)

S

Gambar 4. 5. Grafik y=x dan y=-x+2

Menggunakan (1)

x=b ¥=91(%)
ff(x+y)dL— f f (x +y) dydx
x=a y=g,(x)

x=1 (Yy=—Xx+2

=j f (x+y)dy dx

x=0 y=x

a=0 g1=—x+2

b=1 g,=x
Dihitung terlebih dahulu
y=—x+2
f (x+y)dy
y=x

— y sebagai variabel (x sebagai konstan)
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1 y=—x+2
=(xy+—y2>| y=x

2
T R

1 1
=Gﬂ2+Z@+§Cﬁ—4x+4y—@2+§ﬂ>

= —2x% +2
x=1

{f(x +y)dL = f (—2x2 4+ 2) dx

x=0

l, variabelnya x

730 T

= 2+2—4
-3 13

Seandainya diselesaikan menggunakan cara (2) dL = dxdy

L dibagi menjadi L dan L, (lihat gambar)

Gambar 4. 6. Grafik x=-y+2 dan x=y
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U(x+y)dL=U(x+y)dL +ﬂ(x+y)dL
L, L,

L

(1) Menghitung ﬂ (x+y)dL
Ly

y=1 xX=

y
= (x +y)dxdy

y=0 x=0

Dihitung terlebih dahulu
x=y

f (x +y) dx — variabelnya x

x=0
1 xX=y
(=2
<2x +xy>|x=0
1
— A2 2
2}’ Ty

y=1
3
ff (x +y)dL = Eyz dy — variabelnya y
Ly

<
I
o
w
Il

Il
N| =
<
< <

Il
S -

Il
N =
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(2) Menghitung .U (x +y)dL
Ly

y=2x=-y+2
= f f (x +y)dxdy
y=1 x=0

Dihitung terlebih dahulu
xX==y+2
f (x + y) dx — variabelnya x
x=0

1 x=-y+2
— [ Z+2
(zx +xy)| x=0

1
=5 v+ 2+ (-y+2y

1 2 2
=50 -4y +H -y +2y

1
__ .2
2y +2
y=2
1
ff(x + y)dL = (—Eyz + 2) dy — variabel y
L, y=1
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=~ Dari (1) dan (2) didapat

ff(x+y)dL=%+%

L

Catatan: Dari contoh (1) lebih baik dari (2)
Jawab b)

Jika menggunakan cara (1)

maka L harus dibagi 2 menjadi Li dan L»
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.|I||||||||H|H “H"""""ll. y=-xi2

sl wind]
I |||||||||...

1 3

Gambar 4. 7. Grafik y=x dan y=-x+2

J(x+y)dL=U(x+y)dL+ﬂ(x+y)dL

L L
Sedangkan jika menggunakan cara (2)

maka L tidak perlu dibagi
*) Persamaan garis OC: y = xdiubah menjadi

*) Persamaan garis AC

ﬂ(x +y)dL = ylexzjyﬂ(x + y) dxdy
L y=0 x=y

Menggunakan cara (2)
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Gambar 4. 8. Grafik x=y, x=-y+2
x=—=y+2
Dihitung dahulu j (x+y)dx

x=y
— variabelnya x

<1 4 ) x=—y+2
5 X"+ xy x=y
1 1
=<§( y+2)2+ (- y+2)y) <2y2+y2)
1

3
=50 4y + D -y + 2y —oyt=2y" 42

y=1

ff (x+ y)dL = f (~2y% +2) dy
L y=0

— variabelnya y

“\73Y T
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Contoh (3)

Luasan L dibatasi oleh parabola y = x? dan garis y = x

Hitung ﬂ xy2dL
L

Pilihan (1) arsiran tegak, dL = dydx

Jawab:

Perhatikan gambar berikut

F )

4

Gambar 4. 9. Kurva 'y = x

102



(-1,1) (1,1)

-d 0 b 4

Gambar 4. 10. Kurva y = x?

]

Gambar 4. 11. Penggabungan Grafik kurva
y=x*dany =x
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0.8

0.4

0.2

0.2 0.2 0.4 0.6 08 1 1.2

Gambar 4. 12. Grafik Kurva Gabungan y = x dan

y=x*
x=1 y=x
ff xy?dL = f xy?dydx
L x=0 y=x2
Dihitung dahulu
y=x

f xy? dy — variabel y

:(lxy3>| y:x
3 y = x?

y=x?

1 1

13 1.6
3xx 3xx
1 1

_ o4 _ T 7
3* T3
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x=1

1 1
ﬂ. xy?dL = f (§x4 - §x7) dx — variabel x
L

x=0
1 1 1
= (5= —72) |
1 1
%
3 1
=120~ 10

Catatan: Jika menggunakan cara (2) dL = dxdy

y=1 x=\y
ﬂxyzdL— f J xy?dxdy

y=0 x=y

15

* 1,1
05
1.5 0.5 1 1.5
-0.5

Gambar 4. 13. Grafik Kurva Gabungan x=y dan x=\y
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Dihitung terlebih dahulu
x=\y
J xy? dx — variabel x

x=y
1 X =4y
— [ ZA24,2
<2xy>| xX=y
1 1
_ 2.3 _ 1.4
2V 27
1
— l (3 4
S O07 =9
y=1
1
ffxyzdL= f E(y3—y4)dy—>variabely
L y=0
1711 1 9t
_2|2ya_2.5
2[4y sy]o
_1(1 1)
- 2\4 5

_1(5 4)_1
—2\20 20/ 40
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I1l. Menghitung Integral Lipat Dua Dalam Koordinat
Kutub / Polar

Dalam Koordinat Cartesian / Koordinat Kartesius
menggunakan variabel x dan y

YA

Yy

0 Y
X

Gambar 4. 14. Koordinat Cartesius titik P (X,y)

Dalam Koordinat Polar menggunakan variabel ¢ dan p

P(x,y)

Gambar 4. 15. Sudut ¢<90°

Hubungan antara Koordinat Cartesian dengan Koordinat Polar
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Gambar 4. 16. Hubungan Koordinat Cartesius dengan
Koordinat Polar

x
cosp = —
p

X = pCosS®
sin(pzz
p

y =psing

x2 +y2 = p?

*) Jika luasan L berupa lingkaran atau bagian dari
lingkaran, maka umumnya integralnya menjadi lebih
mudah / sederhana jika menggunakan Koordinat Polar.
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Contoh beberapa persamaan dalam koordinat polar

(1
)
o4
(x.y)
P
Z
-« 0 X “
—a

Gambar 4. 17. Grafik Lingkaran dengan Pusat di 6
dengan Jari-jari a

Persamaannya dalam Koordinat Cartesius

x2+y?2=a%|(l)

Dalam Koordinat Polar persamaan lingkaran tersebut
Menjadi:

pz —

i

Persamaan (I) dan (1) menyatakan luasan /
lingkaran yang sama
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Gambar 4. 18. Grafik Lingkaran dengan
Pusat di (a,0) dengan Jari-jari o

Persamaannya:

1. Dalam Koordinat Cartesian:

(x —a)? + y? = a?

x? —2ax + a® + y? = a?

x2 4+ y? = 2ax|(D*

2. Dalam Koordinat Polar menjadi:

p?=2apcosq

an*

“) lingkaran yang sama
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2a

Gambar 4. 19. Grafik Lingkaran dengan
Pusat di (0,0) dengan Jari-jari o

Persamaannya:

1. Dalam Koordinat Cartesian:

x2+ (y—a)? = a?

x?+vy%—2ay+a?=a?

x? +vy?% =2ay|(D*

2. Dalam Koordinat Polar menjadi:
p? = 2apsing
iy

“) lingkaran yang sama
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*) Bentuk double integral

0

Dalam koordinat Cartesian (variabel x dan y)

YA

0 a b

Gambar 4. 20. Grafik Luasan L dengan y =
g1(x) dan g,(x)

x=b Y=91(x)
[[rapa= [ | renayax
L x=a y=g,(x)

dydx
Catatan dL = | atau

dxdy

112



(1) Dalam Koordinat Cartesius bentuk double
integralnya menjadi sebagai berikut:

4
4
4
4

’
4 -
_-
’ Prs
’ -7
’ A"
’ -
’
S a1 «a
7"
- | -
»

Gambar 4. 21. Luasan L dengan Sudut ¢ dan o

o=b p=g,(¢)

fff(w pldL = f f f(@,p)p dpde

p=a p=g,(p)

Catatan

Dalam Koordinat Polar

|dL = p dpde

luas L = j dL
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I. Dalam Koordinat Cartesian:

x=b Y=91(x)

Ja-[ | o

x=a y=g,(x)
atau

y=b x=g1(¥)

[ e

y=a x=g,(y)

II. Dalam Koordinat Polar:

o= p=91(¢)

=TT i

p=a p=g(p)

Contoh (4)

Hitung luas yang diarsir menggunakan Koordinat Polar!
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/

N

dan
-

e

Gambar 4. 22. Luasan Arsi

r L dalam Grafik Lingkaran

I. Persamaan Lingkaran Besar:

x2+y2=4
Jari-jari: 2
I. Persamaan Lingkaran
x2+y2=1
Jari-jari: 1
Jawab:
Langkah I:
x2+y2=4

Kec
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Dalam Koordinat Polar menjadi
p*=4

p=2

Langkah II:
x2+y?2=1

Dalam Koordinat Polar menjadi

p*=1
p=1
Luas L = ﬂ. dL
L
B="/7 p=2
= p dpde
a=0 p=1
B="/5 r p=2
= f pdpde
a=0 p=1

Dihitung terlebih dahulu
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p=2

f p dp — variabel p
=1

1 2
—_ 2
2P

2<p|”/2
3
=3(-9)
3
=n
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Contoh (5)

Luasan L dibatasi oleh parabola y = x2 dan garis y =
X

Hitung ff xy?dL
L

Pilihan (1) arsiran tegak, dL = dydx

Dihitung dahulu J xy?dy - variabel y

y=x2

1 =
:—xy3 y x

3 y = x?

1 1
T3 _ 206

Z XX —gxx

1 1
=§x4—§x7
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Catatan: Jika menggunakan (2) dL = dxdy

y=1 x=\y

Joras | [ oo

y=0 x=y

x=\5
f xy? dx — variabel x

X=y
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1 1

_ 1 3_ 1.4
2”7 727
y=1
1. 1 _
ffxyzsz f <§y3—5y4>dy—>var1abely
L y=0

120



VI.
1)

2)

3)

4)

Umpan Balik
Hitunglah integral berulang berikut:

a) fgfocosgrz sin @ dr d@

Hitunglah integral berulang berikut:

a) [0 r2drde

Hitunglah integral berulang berikut:
T 2
f J = drde
TCOS4 r
00

Hitunglah integral berulang berikut:

T 2

ff T drde
T'COS6T

00
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[Halaman Ini Sengaja Dikosongkan]
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BAB V
INTEGRAL LIPAT TIGA

I. Pendahuluan

Pada bahasan sebelumnya telah dibahas mengenai
integral lipat dua dan penentuan batasan daerah nya untuk
mencari luas pada fungsi dua peubah. Dalam persoalan fungsi
tiga peubah, penentuan batasan dan pemecahan masalah
volume dari fungsi digunakan dengan integral lipat tiga.
Sebab itu, pada modul ini akan membahas mengenai
bagaimana menyelesaikan integral lipat tiga dan bagaimana
menentukan batas dan penyelesaian dari fungsi integral yang
memiliki tiga variabel secara detail.

Integral Lipat Tiga merupakan perluasan dari integral
lipat dua ke dimensi yang lebih tinggi. Seperti halnya integral
tunggal yang ditentukan untuk fungsi satu variabel dan
integral lipat dua (integral ganda) untuk fungsi dua peubabh,
kita menentukan integral lipat tiga untuk menentukan fungsi
tiga variabel atau peubah. Konsep yang diwujudkan dalam
integral tunggal dan lipat-dua dapat diperluas meluas secara
wajar menjadi integral lipat-tiga, atau bahkan ke integral lipat-
n.

Il. Double Integral

() Koordinat Cartesian

variabelnya: x, y

123



Bentuk umum Double Integral

ff £ e, y)dL

(1) oy =g,(x)

y = g2(x)

L
0 a b

Gambar 5. 1. Grafik Luasan L dengan y =
g1(x) dan g,(x)

x=b Y=91(x)
ff fena= [ | r@yaa
x=a y=g,(x)
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(2)

Gambar 5. 2. Grafik Luasan L dengan x =
g1(x) dan g,(x)

| reyar =
L

y=b x=g1(¥)

|| reyaxay

y=a x=g,(y)

(1) Koordinat polar
variabelnya: p, ¢

Bentuk umum Double Integral

[ reyar

L
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dL =fdpd<p

4
4
4
4

’
’
’
/ -
’ --7
-
’ Pis
’ A
’ _-
’
Sa " a
-
= | -
»

Gambar 5. 3. Luasan L dengan Sudut ¢ dan a

@=b p=91(¥)
f f(p,p)dL = f f f(@,p) pdpde
L p=a p=g,()

Hubungan variabel Koordinat Cartesius dengan Koordinat
Polar
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Ya
P(x,y)
| P(0.)
p !
Y
o
—< > X
—
0 X

Gambar 5. 4. Grafik yang terbentuk berdasarkan dari
hubungan variabel Koordinat Cartesius dengan Koordinat
Polar

X =pCcosq
y =psing
x2+y2=p2

|dydx|

atau }|pdpde|

|dxdy

Catatan:  Dalam Double Intergral Koordinat Polar sering
dijumpai bentuk-bentuk integral antara lain
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(1) [sin™@cos™pde  m,n bulat positif
a) Jika n ganjil — Substitusinya:

|dt = cos<pd<p|

b) Jika m ganjil — Substitusinya:

|dt = —sinp dy|

c) Jika mdann genap:
gunakan Rumus

1 1
20—+ 1
sin“p =5—5 cos2¢@

cos?p = % + %0052(,0

2 * [ cosme cosng dg -
Menggunakan Rumus:

COS M COS NP

= %{cos(m + n)e + cos(m + n)p}
*) [ sinmg cosng dp - Menggunakan Rumus:
sinmg cosng = %{sin(m + )¢ + sin(m + n)p}
*) [ sinmg sinng dp — Menggunakan Rumus:

1
sinme sinng = E{—cos(m + n)e + cos(m + n)p}
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Contoh (1)
[ sin*@cos3p de m=4
n =3 - ganjil
Substitusi - dt = cos@de

Dengan substitusi di atas

fsin4(pcos3<p do = fsin4<pcosgcp.cos<pd<p

= fsin‘%p (1
—sinp) cosp de
= f(sin‘*go

— sin®@).cos @ dg
= J(t‘* —t®)dt

1 1
=—t>—-t" +
50 70 7€

_1 s 1.5 +
=gsinvg —osin‘g +c

Contoh (2)

f cos3pcos?pde

= J GCOS(S + 2)p + cos(3 — 2)4’) do
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1
= Ef(cos 5¢ + cosp)de

1/1 . _
=—(—sm5<p+sm<p)+c

2\5
_L1g 5 +1' +
—1Osm Q 2sm(p c
Contoh:
Diketahui

lingkaran | = (x —1)2+y2 =1
lingkaran ll= x?2+ (y—1)?2 =1

Ditanya: luas yang diarsir gunakan Koordinat Polar

Gambar 5. 5. Grafik 2 Lingkaran (Lingkaran | & Lingkaran
I1) yang saling berpotongan
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Lingkaran I:

(x—1D%*+y%2=1

X2+ y?=2x

Dalam Koordinat Polar menjadi:

Ingat: x%+y? = p?

X =pcose

=~ Lingkaran I menjadi:

p? =2pcos¢@
atau
Langkah II:
+@y-12=1
atau

x?+y%=2y

dalam Koordinat Polar menjadi

p? =2psing

atau

Rumus |luasan L = f f dL
L
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0
Gambar 5. 6. Luasan L yang terbentuk dari persamaan p=2
sing dan p=2 cosp

Mulai mengarsir: za = 0

/[
Selesai mengarsir: 2 = 1 (45°)

Jadi luas L = f f dL
L

ﬁ=”/4. p=2cosq

= f f pdpde

a=0 p=2sing

ﬁ=”/4. p=2cos ¢

=j j pdp rdo

a=0 p=2sin¢
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Dihitung terlebih dahulu

p=2cos¢

f pdp — variabelnya p
p=2sin¢

1, | p=2cos@

1
=E{("'COS 9) —(..sing) }

=2cos @ —2sin @

B="/4
~luas L = j (2005 @ — 2sin (p) de = variabel ¢
a=0
1 1
gunakan luas cos?¢p = 5 +5cos 2¢,sin?@
= 5= 5C0s2¢

~2cos @ —2sin @ = (1+cos2¢)— (1 —cos2¢)
= 2cos2¢p
/4

~luasL = j 2 cos 2¢ dg — variabel ¢
0

. ¢="/4
—51n2q0| 0 =0
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- 7-[ - O
= sin— — sin
4

=1-0=1

~luasL =1
Lingkaran I =

x2+y2=4

Lingkaran Il =
(x—12+y%2=1

Lihat gambar: Hitung luas L

(menggunakan Koordinat Polar)
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Gambar 5. 7. Grafik 2 Lingkaran (Lingkaran | & Lingkaran
I1) yang saling bersinggungan di dalam

Jawab:
Lingkaran I = x2 + y?

= 4 — Dalam Koordinat Polar menjadi

p? =4 atau|p = 2|

Lingkaran Il = (x — 1)?2 +y%2 =1
atau x2 + y? = 2x — Dalam Koordinat Polar menjadi

p? = 2pcos @ atau
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p=2

f p dp — variabel p
p=2coSs ¢

=2

Zp | = 2cos<p
= 5(4 — 4cos?@)

=2 —2cos%p

/2

~luas L = f (2 — 2cos?@)de

1
N [coszrp =5 (1 + cos 2<p)]

/s

= f (2 — (1 + cos 2<p))d<p

/2
= J (1 —cos2¢p)de
— variabel ¢
) | /2

((p — Esm 2¢
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= (5-707) - (0-9m0)
= > 2SlrlTI.' 2Sll’l

T

=(g—0)-—(0—0)=E

Hubungan variabel Koordinat Cartesius dengan Koordinat
Polar

Ya
P(x,y)
| P(p,9)
p !
! >y
¢ :
< > X
—
0 X

Gambar 5. 9. Koordinat Polar P (p,¢)

X = pCcosQ
y=psing
x2 +y2=p2
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dydx|
atau }|pdpde|
dxdy

Catatan:

Dalam Double Intergral Koordinat Polar sering dijumpai
bentuk-bentuk integral antara lain

(1) [sin™pcos™pde  m,n bulat positif
a) Jika n ganjil - Substitusinya:

|dt = cos<pd<p|

b) Jika m ganjil — Substitusinya:

|dt = —sing do)|

c) Jika mdan n genap:
gunakan Rumus

1 1
020 — 2 _ 2
sin“g =5—5 cos2¢

cos?¢p = % + %cosZ(p

(2) a) [ cosmg cosng dep — Pakai Rumus:

COS Mg COS NP
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= %{cos(m +n)e + cos(m + n) g}

b) [ sinme cosng dp — Pakai Rumus:

1
sinme cosng = E{sin(m +n)e
+ sin(m + n) @}

¢) [ sinmg sinng dep — Pakai Rumus:

1
sinmeg sinng = ={—cos(m + n)
2 2 > 2

+ cos(m + n) ¢}

-1

Gambar 5. 10. Grafik Lingkaran (x — 1)? + y2 =1
Lingkaran: (x — 1)2 +y2 =1
L lihat gambar
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Hitung UydL
L

Jawab:

atau

dalam Koordinat Polar menjadi

p? = 2pcos @

atau

0

Gambar 5. 11. Suatu Luasan L yang terbentuk
dari p=2cos¢ dengan 0=0 dan f=n4
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ﬁ=ﬂ/4 p=2cos¢

ﬂydL = j j (psing)pdp de
L p=0

a=0

n/4 2cos @
= f J sing p?dpde
0o 0

Dihitung terlebih dahulu

2cos @

f sin @ p2dp — variabel p
0

. 1 .\ |p=2cosg
=sSme\zp |

p=0
mo (5eost)
=sing |=cos3¢
3
8 3
= —sin¢ cos3¢
3
/4
8
ffyszf §sin<pcos3(pd<p
L 0

/4

8
= §f sin ¢ cos3@ dgp — variabel ¢
0

j sin @ cos3p do
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L, sing
l, pangkat ganjil
l, menggunakan substitusi
l, cos3¢
l, pangkat ganjil

l, menggunakan substitusi

Jika memilih substitusi:

[t =sing| - |dt = cosp dg|

Jsinq) cos3pdo

= j sin ¢ cos?@ (cos ¢ do)
= f sin @ (1 — sin?¢) (cos ¢ dg)
= f t(1—t?)dt

=f(t—t3)dt
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1 1
— 2 __+4
—zt 4t + (¢)

_1o, 1 o4 +
=5 sin“p — 7 sin" (©)

/4

8 . 5
§f sing cos>@p de

0
8/1 1 ="/
= —|—gqj 2 _ _cin% 4
3(25”'1 Q 4Sln (p) | ® —0

_8{(1 L, 1 ,4n> (1 20 1 ,40>}
—3 2Sln 4 4sm 4 2Sln 4Sln
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I11.  Triple Integral
Berupa integral tertentu (definit integral)

dari suatu fungsi 3 variabel f (X, y, z)

Jika double integral berbentuk umum

YA

Gambar 5. 12. Grafik Luasan L

J f(x,y)dL dengan dL

L
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l, dL = dydx

L dL = dxy } = Koordinat Cartesius

atau ff f(p,p)dL
L

dengan dL = pdpde

Triple integral mempunyai bentuk umum

dalam Koordinat Cartesius:

Gambar 5. 13. Bentuk Umum Triple Integral dalam
Koordinat Cartesius

jf f(x,y,z)dv
4

— dv dapat berupa urutan
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Lldv = dzdydx
L|dv = dzdxdy - yang umumnya digunakan
b dv = dydzdx
b dv = dydxdz
L dv = dxdzdy
b dv = dxdydz

integral dari fungsi f(x,y,z) pada volume benda v

Jika menggunakan urutan|dV = dzdydx|

maka bentuk umum fff flx,y,2)dv =
4

x=b y=hi(x) z=g,(xy)
= j f f f(x,y,2)dzdy dx

x=a y=hy(x) z=g2(xy)

x=b [ Y=h1(®) r z=91(x¥)

= j J f f(x,y,z)dz ; dy|dx
x=a |y=hp(x) \z=g2(x.y)

Cara menghitungnya:
z=g1(x,y)
(1)Dihitung dahulu j f(x,y,2z)dz

z=g,(x,y)
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— variabelnya Z
- hasil integralnya
berupa fungsi 2 variabel x dan y, misal ... F(x,y)

x=b Y=hi(x)

Jadi ff f(x,y,z)dv = f f F(x,y)dydx

x=a y=h,(x)

— Double integral
— Selanjutnya dihitung seperti pada double integral

Contoh:
12 3
jffxyzdzdydx
01 2
x=1[ y=2 =
= f xyzdz ;dy|dx
x=0 |y=1 =2
z=3
Dihitung terlebih dahulu f xyzdz
z=2

- variabelnya z

1
=5 Oxy —4xy) =5

148



12 3 1 25
:-jj]xyzdzdydx=Jj§xydydx
01 2 01

— double integral ...

Dihitung terlebih dahulu

2
5
f S Xy dy — variabel y
1

5 |y2

=3 1

15
=—(4x—x) =4

12 3 1 I
]adi,fffxyz dzdydx = fI
012 0

— variabel x
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1 2x x2y3

o [ sao= [ [ sieayas

x xy

x2y3
Dihitung f z dz — variabel z

Xy

1, z=x%
B z=xy
1 1

_ 1. oa6_ 2
AR

1 1
Dihitung f (§x4y6 - Exzyz) dy
X
— variabel y

(1 1 >|y=2x
=(gz¥Y - 5*% y=x

128 8
11 _% 5
(14" 6x>

1 1
11 _ — .5
<14x 6x>
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— variabel x

_127x12 7 [x® |1
14\ 12 6\ 6 0

_te7 7
(142 (6)(6)

Contoh:
Hitung integral lipat tiga berikut

[[[ e

B={(x,y,2):1<x<20<y<10<2z<2}

2 1 2
fffxzydeszfxzyzdxdydz
B 00 1

dengan B adalah

Jawab:
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Contoh:
Hitung integral lipat berikut ini

X [x+2

3
f f 4dz |dydx
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J [42 dy dx

0

3

J (4x — 4y +8)dy dx
0

[4xy — 2y? + 8y] ?)x dx

(—6x? + 24x) dx

=—14
Contoh:
Hitung integral lipat tiga untuk
f(x,y,2) = 2xyz
dalam daerah pejal S yang dibatasi oleh tabung parabol

1
z=2—§x2

dan bidang-bidangz=0,y=x,dany=0
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The plane
y=0

The plane The plane region §,,

y=x

The surface
BN

region S

Gambar 5. 14. Grafik 3 Dimensi suatu Integral Lipat Tiga

Jawab:

Daerah pejal S diperlihatkan melalui Gambar pada halaman
sebelumnya. Integral lipat tiga:

[ oeav

dapat dihitung dengan integral lipat. Perhatikan bahwa S
adalah suatu himpunan z sederhana dan bahwa proyeksinya
Sxy Pada bidang xy adalah y sederhana (juga x sederhana).

Jadi,

2

—x2/2
f 2xyz dzdy dx
0

[ zoav - f f
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Il
O%N

X
f xyz?] —X /zdydx
0

X
f 4xy — 2x3y
0

o\n\)

1
+ szy) dy dx

4
2x —x° 4= x)dx=§

O%N

Terdapat beberapa urutan pengintegralan berbeda yang
memungkinkan dalam Contoh di atas. llustrasi cara lain untuk
mengerjakan soal pada Contoh sebelumnya sebagai berikut:

Hitung integral dari Contoh sebelumnya dengan mengerjakan
pengintegralan dalam urutan dy dx dz

Penyelesaian:

Perhatikan bahwa benda pejal S adalah y sederhana dan
diproyeksikan ke dalam himpunan bidang S,, Yyang
diperlihatkan pada Gambar 5. 15. Integralkan sepanjang garis
horizontal dari y = 0 ke y = x, kemudian integralkan hasilnya
terhadap S,.,

4-27Z x

JUnyde —J j foyzdydxdz
2V4-2z

=ff x3zdxdz
0 0
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= %f(\/él - 22)42 dz

2
1
= Zf(16z —16z% + 4z%) dz
0

3

The plane region S_.

Gambar 5. 15. Proyeksi suatu Integral Lipat Tiga pada
Himpunan Bidang S,.,
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IV. Umpan Balik
1) Hitunglah integral-integral berulang berikut:

a) [0 L dzdydx

b) [y 5 fy " dzdy dx

2) Hitunglah integral-integral berulang berikut:
) [0 dxdydz

b) fos ffz flz 6xy?z3dxdydz

3) Hitung integral berikut:

5 (3 (9
b) J, J, J2xyzdxdzdy

c) fozflzfo\/mbcyzdydxdz

4) Hitung integral berikut:
a) fon/z foz foy sin(x +y +z)dxdydz

b) ffz f;:l Jy 2% 3yz dz dy dx

/2 0 2yz .
C) fO" fsin oy fo Y% sin (i) dxdydz
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[Halaman Ini Sengaja Dikosongkan]
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BAB VI
PERSAMAAN DIFERENSIAL BIASA
(PERSAMAAN DIFERENSIAL
ORDINER)

I. Pendahuluan

Persamaan Diferensial (PD) adalah salah satu cabang
matematika yang banyak digunakan untuk menjelaskan
masalah-masalah fisis. Masalah masalah fisis tersebut dapat
dimodelkan dalam bentuk PD. Persamaan Diferensial (PD)
merupakan suatu bentuk model matematika yang banyak
digunakan dalam sains dan teknologi, misalnya dalam fisika,
mekanika teknik, rangkaian listrik, perpindahan panas,
geometri dan masih banyak lagi.

Persamaan Diferensial digunakan sebagai alat untuk
mengetahui kelakuan maupun sifat-sifat solusi masalah yang
ditinjau. Karena itu, penting sekali mempelajari Persamaan
Diferensial. Dalam modul ini, Anda pertama-tama
mempelajari Persamaan Diferensial yang lebih sederhana,
yaitu PD orde satu. Anda akan mengenal tipe-tipe persamaan
diferensial dan  mempelajari  bagaimana  caranya
menyelesaikan Persamaan Diferensial tersebut.

Prasyarat: Dapat menghitung [ f(x) dx
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Il. Persamaan Diferensial (Differential Equations)

Persamaan Diferensial adalah persamaan yang
mengandung derivative atau diferensial dan dapat dibagi
menjadi Persamaan Diferensial Biasa atau Persamaan
Diferensial Ordiner (Ordinary) serta Persamaan Diferensial
Parsial (Partial Deffer).

1) Persamaan Diferensial Biasa

Persamaan Diferensial Biasa adalah persamaan yang
mengandung satu variabel bebas, satu variabel bebas
beserta derivativenya.

Contohl:
dy_
a) a—x+5
day |y _
b) E"';_O

atau dapat ditulisxdy + ydx = 0
c)

dy _ 2x+3y-5
dx 3x—2y+7

o,y _ 2
d) dx+x+1—(x+1)

e) % +k?y =0

f) (x%2+2xy)dx+ (y?>+x2)dy =0
9) y"'+5y +6y=_2x+1)e3*

h) y""+2y"+y =sinx

) O+ 0 +3y =x2
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2)

Jika suatu persamaan mengandung satu atau lebih
derivative derivatif terhadap suatu variabel tertentu,
maka variabel ini disebut variabel bebas. Suatu variabel
disebut tak bebas jika derivatif dari variabel ini ada.

Dalam persamaan diferensial e), h) dan i) pada contoh
di atas, x adalah variabel bebas, sedangkan y adalah
variabel tak bebas.

Persamaan diferensial a) Z—z = x + 5 dapat ditulis dalam

d 1 .. .
bentuk = = ——, dalam hal ini variabel manapun, x
ay x+5

atau y dapat dipandang sebagai variabel bebas, dan yang
lain sebagai variabel tak bebas.

Persamaan Diferensial Parsial

Persamaan Diferensial Parsial adalah persamaan yang
mengandung dua atau lebih variabel bebas, satu variabel
tak bebas beserta derivativ parsialnya.

Contoh 2:

a) xz—i+yg—;=0

b) %=Z+xg—i

c) g—:+g—;=x2+y

d) x2243 2L P2

x2 axdy = 9y2

du _ ;o5 [0%u | 0%u
© =M lEtaye
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Dalam persamaan diferensial b) Z—JZC =z+ xZ—JZ/ terdapat
dua variabel bebas yaitu x dan y, dan dalam persamaan
diferensial e) — = h? [— + —] terdapat tiga variabel
bebas yaitu t, X dan y.

Selanjutnya yang dibahas dalam buku ini terbatas hanya
pada Persamaan Diferensial Biasa. Oleh karena itu,
untuk selanjutnya jika disebut Persamaan Diferensial
yang dimaksud adalah Persamaan Diferensial Biasa.

Jika dalam suatu persamaan diferensial hanya terdapat
satu variabel bebas, maka derivatif yang terkandung
dalam persamaan tersebut adalah derivatif biasa.
Persamaan diferensial ini disebut persamaan diferensial
biasa. Sebaliknya jika terdapat lebih dari satu variabel
bebas, maka derivatif yang terkandung dalam
persamaan tersebut merupakan derivatif parsial.
Persamaan diferensial ini disebut persamaan diferensial
parsial.

Jadi, pada intinya persamaan diferensial biasa (PDB)
dapat dijelaskan sebagai suatu persamaan yang memuat
suatu atau lebih turunan fungsi satu peubah bebas yang
tidak diketahui. Jika fungsi terdiri dari satu peubah
bebas, maka dapat dikatakan sebagai persamaan
diferensial parsial (PDP).

Pada bagian selanjutnya, dijelaskan tentang turunan
tertinggi dari fungsi yang terlibat dalam persamaan
diferensial (orde) serta pangkat dari turunan tertinggi
fungsi yang terlibat dalam persamaan (derajat).
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Kegiatan Pembelajaran 2
Judul Kegiatan Pembelajaran
Order dari Persamaan Diferensial
Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir
a. Ketepatan penyelesaian PD exact
b. Ketepatan penyelesaian faktor integrasi
c. Ketepatan penyelesaian PD Bernoulli
Uraian, Contoh dan llustrasi
Persamaan Diferensial mempunyai bentuk umum:
F(x, v, y,y" ...,y(")) =0
atau
dy d? dm
(0 G ) =0

disebut Persamaan Diferensial Order n. Order

Persamaan Diferensial ditentukan oleh derivative
tertinggi yang muncul dalam Persamaan Diferensialnya

1) Bentuk umum Persamaan Diferensial Order 1:
F(x,y,y) =0

Suatu PD orde satu dapat dinyatakan secara umum
dalam dua bentuk, yaitu:

Bentuk implisit,

d ’
F(x,y,d—Z) =0atau F(x,y,y ) =0 ...............
(1)
Bentuk eksplisit
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Z—z =fx,y)atauy’ = f,y) cooooiiiiin.
(2)

catatan:

y' atau Z—z adalah turunan pertama dari y terhadap
variabel x

d? .
y'" atau d—xi adalah turunan pertama dari y

terhadap variabel x

... dan seterusnya ...

Contoh 3:

dy
a+x+5y
dN

= = kNN =N() orde 1 derajat 1

= (x +5)3

y' +2sinx =0 orde 1 derajat 1

Contoh mengidentifikasi PD orde satu:

L [xy]+y?+x*+1=0

atau

ay 2 2 _
x oty tx +1=0

PD orde satu bentuk implisit
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2. [y"]-2y+e*=0

atau

d?y N
W—2y+e =0

bukan PD orde satu,

PD orde dua bentuk implisit

3. =2y+e"

PD orde satu bentuk eksplisit:
flx,y) =2y +e*

4. = xy + x?
bukan PD orde satu,
PD orde dua bentuk eksplisit
*) catatan:

Perhatikan orde turunan variabel vy
terhadap x yang ada di dalam [ |

Suatu fungsi y = y(x) dikatakan solusi PD (1)
atau (2) apabila y = y(x) dan turunannya y'
memenuhi PD (1) atau (2)
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Contoh 4:
Tinjau PD: y' =cosx

Penyelesaian:

Solusi umum PD ini adalah

y=sinx+C
Fungsi-fungsi:
y =sinx +1
y = sinx

y =sinx — 4

masing-masing adalah solusi khusus PD (3) yang
diperoleh dari solusi umum dengan mengambil
masing-masing nilai C = 1, C = 0 dan C = -4.
Dalam menentukan solusi khusus yang memenuhi
syarat awal y(m/2) = 10, ditentukan C dari
solusi umum y = sinx + C dengan mengambil
nilai y = 10 dan x = 7/2. Jadi, 10 = sin(/2) +
C—>C=9 sehingga solusi khusus yang
memenuhi syarat awal y(m/2) = 10 adalah y =
sinx + 9.

Contoh 5:
Tinjau PD: ) —xy'+y=0
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Penyelesaian:

Solusi umum PD (4) adalah

y =Cx—C?

dengan mengambil C =1, C =2, C = -4 diperoleh
masing-masing solusi khusus y=x—-1, y =
2x —4dan y = —4x — 16. Dalam menentukan
solusi khusus yang memenuhi syarat awal y(1) =
—6, tentukan C dari persamaan y = Cx — C?

dengan mengambil nilai y = —6 untuk x = 1. Ini
memberikan

—6=C-1-C?
=C - (2

atau

C2—C-6=0

L(C—-3)(C+2)=0
LC, =3, C,=-2

Jadi, ada dua solusi khusus yang memenuhi syarat
awal y(1) = —6, yaitu

y=3x-9
dan
y=—-2x—4

Adanya dua solusi khusus ini disebabkan PD (4)
mempunyai pangkat dua.
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Contoh 6:

Tentukan PD yang solusi umumnya x2 + y? = C

Penyelesaian:

dengan menurunkan x% + y? = C terhadap X
secara implisit diperoleh:

2x+2y-y'=0

karena persamaan ini tidak lagi memuat C, maka
secara langsung diperoleh PD:

, X
y =--
y

sebagai PD yang solusi umumnya

x2+y2=C

Contoh 7:
Tentukan PD yang solusi umumnya:

gx,y,0)=x2—Cy+C*=0

Penyelesaian:

dengan menurunkan g(x,y, C) terhadap x secara
implisit diperoleh

2x —Cy' =0
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2)

eliminasikan C dari kedua persamaan:

{xz—Cy+C2=0
2x —Cy' =0

dari persamaan kedua diperoleh

2x
C =—

!

y
dimasukkan ke persamaan pertama, menghasilkan:

) 2x 2x\2
X ——,'y+(—,) =0
y y

atau
4x —2yy' + x(y')? =0
PD ini mempunyai solusi umum

g(x,y,0)=x2—=Cy+C?=0

Bentuk umum Persamaan Diferensial Order 2:
F(x,y,y,y") =0

Contoh 8:

y"+ 6y —7y =2 cos3x

y" + e*y’ +sinxy = e* cosx orde 2 derajat 1
x3y" +y' cos 2x = x?y? orde 2 derajat 1
Persamaan Diferensial Orde 2 Tipe 1:

& f )

dx?
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Contoh 9:

Carilah jawaban umum persamaan diferensial:

d?y
— 5
W = 3x2% + 6x

Penyelesaian:

d?y

_ 5
W = 3x% + 6x

dZ

gy_ 3x2 + 6x5 dx
dx

d2
f—y=f3x2+6x5dx
dx

dy 3X2+1 6x5+1
- = + +C1
dx 241 541
3x3  6x°
BER
=x3+x%+¢

dy

_ .3 6
—=x>+x°+c
dx 1

dy = x3 +x°+ ¢, dx

fdy:fx3+x6+cl dx

X3+1+X6+1+ N

= C1X C

Y351 6+1 74 2
1

4 1 7
=Zx +7x +ci1x + ¢y
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Contoh 10:

Carilah jawaban umum persamaan diferensial:

dZ

Yy _ 5
W = 4x3 + 10x
Penyelesaian:

d?y

_ 5
W = 4x3 + 10x
dZ
fy_ 4x3 + 10x5 dx
dx
d2

ey _ f4x3 + 10x° dx
dx

dy B 4X3+1 10x5+1

dx 3+1 541
4x*  10x°

~ 7 "%

+cq

+cq

5
=x4+§x6+c1

dy 5
a=x4+§x6+c1
5
dy=x4+§x6+c1dx
5

fdyzfx4+§x6+c1 dx

x4+1 x6+1

y:4+1+§6+1+C1X+C2
1

=—x5+ix7+cx+c
57 21 me
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Contoh 11:

Carilah jawaban umum persamaan diferensial:

d?y

W: 10x° + 5x* + x
Penyelesaian:

d?y

W: 10x° 4+ 5x* + x
dZ

gy_ 10x° + 5x* + x dx
dx

d2

ey _ 10x° 4+ 5x* + x dx
dx

dy 10x%*1 Sxtl x4
dx_ 9+1 251 t1yi T
B 10x1° 5x5 1

a2
10 +5+2x +cq

1
=x10+x5+§x2+c1

dy 10 1
—=x0+x5+-x%+
dx X X > X Cq

1
dy=x1°+x5+§x2+cldx

1
fdy=fx1°+x5+§x2+c1 dx

10+1 5+1 1 X2+1

SN
YT10+1 54172 2+1
1 1

1
= Hxll + ng +gx3clx + ¢,

+cix+c,
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Contoh 12:
Carilah jawaban umum persamaan diferensial:

d? 3 3
2 8xS +2x3 +2x+ 4

dx? 2 5
Penyelesaian:

P S
Frik A L

d? 3 3

Y 8x5 +2x3 + 2x + 4dx

dx 2 5

dy 3 3
f8x +2x +5x+4dx

dy 8X5+1 3 X3+1 3 x1+1
R + —. + -
d« 5+1 2 341 5 1+1

+4x+cy

8 3 3
=—xb+-x*+—x*+4x+c

6 8 10
4 3 3
6,2 4, 2 2
3x +8x +1Ox +4x +cq
oA Y S S
ix 3 gAY teta

d _2 +3 +3 +4x+c, d

y X 8X 10X X cq ax
10

x6+1 3 x4-+1

6+17821+1 "
4x1+1

1+1

x2+1

2+1

3
4 3 3
fdy jgx +8x +—x?+4x + ¢y dx
4
Y=3

3
8

+

+cix+c,
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4 . 3 5 3 3 4 2
=Zx +Ex +%x +§x + c1x
+c,
4 3

1
=ﬁx7 +Ex5 +Ex3 + 2x% 4+ ¢1x + ¢,

Contoh 13:

Carilah jawab umum persamaan diferensial:

dZ
—)2/=3x9+10x5+2x+2
dx

Penyelesaian:

dZ
—}2]=3x9+10x5+2x+2
dx

d2

Y 3394 10x5 + 2x + 2 dx
dx

dZ

—y=f3x9+10x5+2x+2 dx
dx

dy 3 3X9+1 10x5+1 2x1+1

= 2
dx 9+1 5+1 11 Fta
3 10 2
_ > 10, 6422
—1Ox +6x +2x +2x + ¢4
3 5
_ 2 10,2 .64 .2
—1Ox +3x +x“+2x+ ¢
dy _ 3 10,2 6, 2
a—l—ox +§x + X +2x+C1
dy=ix1°+5x6+x2+2x+c dx
10 3 !
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fdy j—x10+ —x®+x%2 4+ 2x +¢; dx

10+1 5 x6+1 x2+1 2x1+1

X
Y =710 10+1+3'6+1+2+1+1+1
+cix+c,
_3 5 5,132,
ToX topX tEXtpxttox
+ ¢,
3 5 1
—mx11+21x7+§x3+x2+c1x+cz

Persamaan Diferensial Orde 2 Tipe 2:
dZ
Freadl ( =)

Contoh 14:

Carilah jawaban umum dari:

Penyelesaian:

Misal

1
p= dx - (1)
turunannya
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dp d?y
dx  dx?’
Substitusikan persamaan (1) dan (2)

. (2)

W p+ax=0
X dx 1% X =

dp
x-a+p——4x...(3)

catatan:

dlx-p)  dp dx
dx U ax P ax

d(xp) dp
P X x +p-1
dxp)  dp
I —x-dx+p...(4)
jika persamaan (3) = (4), maka
d(xp)
dx —hx

kedua ruas diintegralkan

.]'dS;p) = f—4x dx

xp = —-2x%+¢

substitusi p dengan (1)

dy -
xa = —2x2 + ¢; - kedua ruas dibagi x

dy €1

— =2 -2

dx X+ x

integralkan kedua ruas
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d
J—y=f—2x+ﬁdx
dx X

dy—f 2te -t
dx_ X C1 X X

y=-x%4c,-Inx+c,
Contoh 15:

Carilah jawaban umum:

Penyelesaian:

Substitusikan persamaan (1) dan (2)

dp+ 8x =0
xdx p—8x=

dp
xa+p—8x

sama dengan persamaan (4)
maka

d(xp) _
dx

integralkan kedua ruas

[ for

xp = 4x% + ¢,

8x

substitusi p dengan (1)

177



dy

X = 4x? + ¢, - kedua ruas dibagi x
dy €1
— = 4x +—=
dx x X
integralkan kedua ruas
d c
& ]4x + = dx
dx X
dy

1
dx=f4x+cl-;dx

y=2x2+4c,-Inx+c,

Contoh 16:

Carilah penyelesaian umum:

d’y  dy
XW-FE—].ZX—O

Penyelesaian:

Substitusi persamaan (1) dan (2) menjadi

dp +p=12
X +p=12x
— persamaan sama dengan (4), maka
d(x
(p) _ 122
dx

kedua ruas diintegral

fdich) = f 12x dx

xp = 6x% + ¢;
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substitusi persamaan (1) ke dalam p

dy

X = 6x2 + ¢; - kedua ruas dibagi x
% = 6x + a

integralkan kedua ruas
% = j 6x + ¢y %

y=3x?2+c;-Inx+c,

IV. Pangkat (Degree) dari Persamaan Diferensial

Pangkat Persamaan Diferensial ditentukan oleh pangkat
tertinggi dari derivative tertinggi yang muncul.

Contoh 17:
1) x2(y)?—xy'=y=Inx Orde 1 Pangkat
2
2) x*y"+x(y)P+y>=e" Orde 2 Pangkat
1

3) x%2(y")?—=x(y")? —y5 = sin’x Orde 2 Pangkat
2
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V. Penyelesaian Suatu Persamaan Diferensial

Mencari jawab atau penyelesaian suatu Persamaan
Diferensial tidak lain adalah menghilangkan derivative-
derivative yang ada dengan cara integral tak tentu, sehingga
sebagai hasilnya akan mengandung konstanta sebarang C.

Jawab atau penyelesaian yang mengandung konstanta
sebarang C tersebut, disebut Jawab Umum atau Penyelesaian
Umum yang berupa himpunan penyelesaian yang memenuhi
Persamaan Diferensialnya secara identik.

Jika konstanta C diberi nilai tertentu akan diperoleh
Jawab Khusus atau Penyelesaian Khusus yang merupakan
salah satu anggota dari himpunan penyelesaiannya.

Contoh 18:

. . d
1) Persamaan Diferensial d—z —% =0

. . d -
Persamaan Diferensial d—i—%z 0 mempunyai jawab

umum y = cx yang berupa himpunan atau berkas garis
lurus melalui titik 0. Jika konstanta C diberikan nilai
tertentu, misalkan C = 4, maka akan diperoleh jawab
khusus y = 4x yang berupa satu garis lurus salah satu
anggota dari berkas garis lurus y = Cx.

Bahwa y = Cx merupakan penyelesaian umum dari

L _Y_0 dapat dijelaskan
dx x

Persamaan Diferensial
sebagai berikut:

Untuk y = Cx maka,

dy
dx
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2)

Jika disubstitusikan pada Persamaan Diferensial:

&y_Y_,

dx x
maka akan diperoleh hubungan
cxX
c——=0
X

yang dipenuhi secara identik.

. . d
Persamaan Diferensial d—z = 2x
. . d .
Persamaan Diferensial d—z = 2x mempunyai jawab
umum
y=x%+c

Penyelesaian:

Dari Z—i’=2x atau dy = 2xdx jika diintegralkan
didapat

fdy =f2x dx
atau

y=x%+c
Jawab umum tersebut berupa himpunan parabola-
parabola.

Misalkan akan dicari salah satu jawab khusus yang
memenuhi syarat y(2) = 5:

Dari

y=x*+c¢
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3)

didapat
5=22+c
c=1

sehingga jawab khusus yang menentukan syarat y(2) =
5 adalah y = x2 + 1, tidak lain adalah parabola yang
melalui titik (x, y) = (2,5) yang merupakan salah satu
parabola anggota himpunan parabola y = x? + c.

Persamaan Diferensial: y" + 2y’ —3y =0
Persamaan Diferensial:
y'+2y'=3y=0

mempunyai jawab umum:

y = cie* + e,e™3%
Penjelasan:
Jika
y =ce* +ce™3*
maka:
y' = c,e¥ —3ce3¥
dan

y" = ce* + 9ce3*

Jika disubstitusikan pada Persamaan Diferensialnya,
didapat:

(cie* + 9c,e™3%) + 2(c,e* — 3c,e™3%)
—3(c1e* + c,e™3¥) =0

yang dipenuhi secara identik.
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Catatan:

Ketiga contoh di atas belum menjelaskan cara mencari
jawab umum suatu Persamaan Diferensial, yang baru
akan dibahas pada modul-modul berikutnya.

Persamaan Diferensial orde satu adalah suatu fungsi
yang memuat satu variabel bebas (x) dan satu variabel
tak bebas (y) beserta turunan pertamanya (y’) yang
dikaitkan secara eksplisit atau implisit.

Solusi umum Persamaan Diferensial adalah fungsi yang
memuat konstanta C dan memenuhi Persamaan
Diferensial tersebut. Solusi khusus adalah solusi yang
diperoleh dari solusi umum dengan mengambil nilai C
suatu bilangan tertentu atau solusi yang memenuhi
syarat yang diberikan, misalnya syarat awal. Grafik dari
solusi umum merupakan keluarga lengkungan, di mana
untuk setiap nilai C diperoleh suatu lengkungan (kurva)
atau trayektori.

Contoh:

Tentukanlah persamaan diferensial biasa (PDB) yang
penyelesaiannya
y = Aex+B
Jawab:
Bentuk y = Ae**5 dapat ditulis ulang menjadi:
y — Ae* - eB

= AeB . e*
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Bentuk Ae® dapat digantikan oleh satu konstanta
sembarang (C), sehingga bentuk y = Ae**E dapat
ditulis menjadi:

y =Ce”*

Dengan demikian, konstanta sembarangnya hanya 1,
sehingga hanya diturunkan satu kali, diperoleh y =
Ce*. Terlihat bahwa konstanta C masih ada. Oleh sebab
itu, konstanta C harus dieliminasi dengan cara
mensubstitusikan  persamaan y = Ce*, sehingga
diperoleh PDB yang ditanyakan, yakni:

y' =y
atau

y'-—y=0

Contoh:

Carilah PDB yang penyelesaiannya
x2y3 + x3y° =

Jawab:

PDB yang diberikan diturunkan terhadap x satu Kali,
diperoleh:

d d
2xy3 + 3x2y2d—3: + 3x2y°> + 5x3y4d—z =0

adalah PDB vyang ditanyakan karena konstanta
sembarang sudah lenyap.
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IV. Umpan Balik

1) Tunjukkan bahwa fungsi-fungsi berikut merupakan
jawab umum dari persamaan Diferensial bersangkutan:

Soal Persamaan Diferensial
a) Z—i+ycosx=%sin2x
b) y"—6y +9y =e*
Jawaban Fungsi

a) y=sinx —1+ ce sin¥

b) y=0(c; —cx)e’* + %

2) Tunjukkan bahwa fungsi-fungsi berikut merupakan
jawab umum dari persamaan Diferensial bersangkutan:

d’y | 2dy _
a) dx2+xdx_ 0

by (y—3x%)dx—(4y —x)dy =0
Jawaban Fungsi

a) }’:%"‘Cz

b) 2y?—xy+x3=c

3) Manakah di antara PD berikut yang merupakan PD orde
satu

a) y'+3y—xy=0
b) xy'+3ysinx+2=0
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4) Dalam rangka mengidentifikasi tipe-tipe PD orde satu,
tentukan manakah di antara PD berikut dalam bentuk
eksplisit atau implisit

a) x(y)2+4y' —x3=0

I} +

c) y' =ysinx+ x?

d) xy'+3ysinx—2=0
5) Tentukan PDB yang penyelesaiannya:

y = Acos2x + B sin2x

dengan A dan B konstanta sembarang
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