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BAB |
BARISAN BILANGAN DAN DERET
BILANGAN

A. Pendahuluan

Amati dan kritisi masalah nyata kehidupan yang dapat
dipecahkan secara arif dan kreatif melalui proses
matematisasi. Dalam proses pembelajaran barisan dan deret,
berbagai konsep dan aturan matematika terkait barisan dan
deret akan ditemukan melalui pemecahan masalah, melihat
pola susunan bilangan, menemukan berbagai strategi sebagai
alternatif pemecahan masalah. Kita akan mempelajari
beberapa kasus dan contoh yang berkaitan dengan barisan dan
deret pada modul ini. Barisan suatu objek membicarakan
masalah urutannya dengan aturan tertentu. Aturan yang
dimaksud adalah pola barisan. Kita memerlukan pengamatan
terhadap suatu barisan untuk menemukan pola.

B. Barisan & Deret Bilangan

Secara sederhana, barisan merupakan susunan dari
bilangan—bilangan yang urutannya berdasarkan bilangan asli.
Suatu barisan dan deret bilangan yang terdiri dari n suku
biasanya dinyatakan dalam bentuk:
Barisan Bilangan:

Uy, Uy, Us, ..., Uy, ...
Deret Bilangan:
Uy + Uyt Us+ -+ Uy + -

U1 menyatakan suku ke—1
U> menyatakan suku ke—2



Us menyatakan suku ke—3

Un menyatakan suku ke—n
Urutan bilangan dengan pola aturan tertentu sehingga dapat
ditentukan suku umumnya (Un)

Contoh 1
a) 1,49,16,.. U, =n?
b) 2,6,12,20,... U, =n?>+n
C) 1

—_
—_
—_
—_

___)_F U =
2°6°122 " nZ4n
d) 1234 o n
2’3’4’5 T n41
e) 3579 _2n+1
2’58’11’ " 3n—1
Deret:
Uy + Uyt Us+ -+ Uy + -
Ji=U;
J.=U; +U,
Jn=U1+Uz + Uy
Contoh 2
1) Deret:

J, = 2n3 — 3n?

Ditanya: Uy, dan J;o



Jawab:
Un = ]n - ]n—l

=2n%-3n2-[2(n—1)3-3(n—1)?]

U, = 2n3 — 3n?
—[2(n® —=3n?2+3n—1)—-3(n?-2n
+ D]

=6n’—12n+5
Jadi,
Uyo = 600 — 120 + 5
=485
J1o = 2000 — 300
=1700

POLA BILANGAN
1. Pengertian Barisan Bilangan

Barisan bilangan adalah urutan bilangan-bilangan
dengan aturan tertentu.

Contoh :
a. 1,2,3,4,5,..
b. 2,4,6,8,10,...
c. 14,11,8,5,2,...
d 2,-2,2,-2,2,-2,...
e. 111
1,5,1,5,...
f. 8,4,3,1,-2,-5,...
g 1,53,7,9,..



Pada contoh diatas, bilangan-bilangan pada a,b,c,d,e
mempunyai aturan tertentu sehingga disebut sebagai barisan
bilangan, sedangkan f dan g tidak mempunyai aturan.

2. Pola Bilangan Suku ke-n

Contoh 3
1) Barisan bilangan: 1, 3,5, 7, ... Maka,

U]_ == 1

=2x1)-1
U2 = 3

=2x2)—-1
U3 = 5

=2x3)-1
U,=7

=2x4)-1
........ dst

2) Barisan bilangan: 1,4,9, 16, ... Maka,
U1 = 1
=(1x1)

U2:4‘
=(2x2)

U3=9
= (3x3)



Rumus sebagai berikut:
DU, =2xn)—1

2)U, = (mxn) =n?

Contoh 4

1) Tentukan tiga suku pertama suatu barisan yang rumus
suku ke-n nya U,, = 3n%? — 2

Jawab :
U, =3(1)-2
=3-2
=1
U,=3(4)-2
=12-2
=10
U; =3(09)—-2
=27-2
=25

Jadi tiga suku pertama barisan tersebut adalah 1, 10, 25

2) Tentukan rumus suku ke-n dari barisan
a) 4,6,8,10, ....
b) 1,9, 25,49, ....



Jawab :
a) 4,6,8,10,....
U =4
=242
=R2x1)+2

U2:6
=442
=2x2)+2

U3=8
=642
=2x3)+2

U, = 10
=842
=(2x4)+2

Jadi rumus yang gunakan adalah
U,=Q2xn)+2

atau
U, = 2n +2
b) 1,9,25,49, ...
U1 - 1
=((2x1) - 1)?
U2 = 9
= ((2x2) - 1)?



U3:25

= ((2x3) - 1)?
U, = 49
= ((2x4) —1)?

Jadi rumus yang digunakan adalah

Up=(2xn)— 1)2

3) Suatu barisan bilangan dengan rumus U,, = (
a) Tulis empat buah suku pertamanya

b) Berapa suku ke-5 dan ke-7

Jawab:

9 0= (3

n=() ~()E)E) -5
n=(3) - EE) -7

2

1)”



Jadi barisannya adalah
1
T

Q| =

1
)4’

N =

b) Suku ke-5 adalah

5= -0EEE6 -

5= -AEEEEEE -

C. Deret Aritmatika dan Geometri

Barisan Dan Deret Aritmatika (DA)

1. Barisan Aritmatika
Barisan Aritmatika adalah barisan bilangan yang selisih
antara dua suku yang berurutan sama atautetap.
Sebagai contoh:

a) 3,8,13,18, ...
Selisih
8—-—3=13-8=18-13
=5
b) 10,7,4,1,...
Selisih

7—-10=4-7=1-4



c) 2,4,6,8,..
Selisih
4—-2=6—-4=8-6
=2
d) 25,15,5,-5,...
Selisih

15-25=5-15=-5-5
=-10
Selisih dua suku yang berurutan disebut beda (b)
Rumus:

b=U,—-U
b=U;—-U,
b=U,—U;
dst
b="U,— Uy

Jika suku pertama = a dan beda = b, maka secara umum
barisan Aritmatika tersebut adalah:
Ui, Uy, Uz, Uy, ..., U,
(a),(a+ b),(a+ 2b),(a+3b),...,(a+ (n—1)b)

Jadi rumus suku ke-n barisan aritmatika adalah

U,=a+ n-1)b



Contoh 5
1) Diketahui suatu barisan Aritmatika dengan U, = 7
dan Uy = 19.
Tentukan:
a) Beda
b) Suku Pertama
c) Suku ke-41

Jawab:
*)
Us=a+5b=19
Uy,=a+1b=7—
4h = 12
b=3
**)
U2=a+1b=7

a+13)=7

a+3=7

Maka
U4_1 =a-+ 4'Ob

=4+ 40(3)
=4+120

=124

10



Jadi didapatkan:
a) Beda (b) =3
b) Suku pertama (a) = 4
c) Suku ke-41 (U, = 124)

2) Diketahui barisan Aritmatika 4,7, 10, ...
Tentukan:
a) Beda
b) Uso
¢) Rumus suku ke-n

Jawab:

a) Beda

b) Uio
U,=a+n—-1)b

=4+ (9x3)
=44 27
=31
¢) Rumus suku ke-n
U,=a+ n-1)b
U, =4+ n—-1)3
U,=4+3n-3

U,=3n+1

11



2. Deret Aritmatika
Deret aritmatika adalah urutan di mana setiap suku
berbeda dari yang sebelumnya dengan nomor tetap yang
sama. Ini juga bisa disebut sebagai perkembangan aritmatika.

Contoh 6
1) 24548+ 11+ 14.. adalah deret aritmatika
dengan bedanya

5-2=8-5=11-8=14-11
=3

2) 31427+ 23+ 19 ... adalah deret aritmatika dengan
bedanya

27—-31=23-27=19-123
= -4

Misalkan suku pertama dari deret aritmatika adalah U; dan
perbedaan persekutuan adalah b, sehingga deret aritmatika
menjadi:

a+ (a+b)+ (a+2b)+ (a+3b)+ -

Suku ke- n deret aritmatika:
U,=a+n—-1)b
Jika suku pertama adalah Ui dan perbedaan persekutuan
adalah b, suku-suku tersebut adalah
Uy, U; +b,U; +2b,U; + 3b, dst

12



Misalkan U, adalah suku terakhir dari deret aritmatika maka
untuk jumlah J» dari n bilangan bulat pertama sebagai berikut:

Jo.=U; +W;+b)+ U +2b)+ -+ (U, —2b)
+ (U, — b) + U,

tapi,

J.=U,+ WU, —b)+ (U, —2b)+ -+ (U; + 2b)
+ (U; +b) + U,

Menambahkan dua persamaan ini secara vertikal Kkita
dapatkan

2]11 = (Ul + Un) + (Ul + Un) + -t (Ul + Un)
+ (Ul + Un)

2]11 = n(Ul + Un)
Dimana,
U,=U;+(n—-1)b

Jumlah suku pertama deret aritmatika:

Jn =5 Uy +Un)

=g [U; + Uy + (n — 1)b]

Jumlah seluruh suku-suku deret aritmatika:

13



J = lim J, =2 (U;+U,)
n—-co 2

Contoh 7
1) Cari jumlah bilangan bulat antara 1-100 yang habis
dibagi 9
Jawab:
9+18+27 +........... +90 + 99
(a=9,b=9)

Berupa Deret Aritmatika dengan U; = a =9; U, =99

In = g(U1+Un)

=2 9+99
= (9+99)
Mencari n:
U,=a+n-1)b
9=9+(n-1)9
makan = 11
Jn =~ (9+99)
= 5,5(108)
= 594
2) Carilah:

a+(a+1)+(@+2)+--+50=1139
Ditanya: a jika a bulat positif

14



Jawab:
U,=a+ n-1)b

50=a+(n-1)1
a=51—n
Jn =5 Uy +Un)
s[2a+ (- 1] = 1139
n(2a+ (n—1)) = 2278
n[2(51—n) + (n—1)] = 2278
102n — 2n? + n? —n = 2278
n? —101n + 2278 = 0
Rumus sebagai berikut:

101 +/(—=101)% — 4(1)(2278)
n= 2

_ 101 + V1089
==

101 +33
B 2

a1:51_67

15



a1:_16
a, = 51 — 34
a2=17

3) Diketahui deret aritmatika dengan Us = 8 dan U, =
20. Suku ke-10 adalah
Jawab:
U,=a+n-1)b

Us =8; Uy = 20

a+(G-1Db=8;a+(9—-1)b=20
Sehingga
a+4b =38
a+8b=20_
—4b = —12
—-12

b=_—4

b=3

Selanjutnya subsitusikan b = 3 pada persamaan a + 4b = 8

a+4b =8
a+4(3)=8
a+12=28

16



Jadi, rumus U, = a+ (n—1)b akan menjadi U, = —4 +
(n—1)3

U10 = _4+93
U10 == _4+ 27
U10 =23

4) Seorang pegawai kecil menerima gaji tahun pertama
sebesar Rp3.000.000. Setiap tahun gaji tersebut naik
Rp500.000. Jumlah uang yang diterima pegawai
tersebut selama sepuluh tahun adalah

Jawab:
Gaji tahun pertama
a = Rp 3.000.000
Tambahan gaji pertahun
b = Rp 500.000
n = 10 tahun

n

Sp = > (2a+ (n—1)b)

10
S10 = 7(2 x 3.000.000 + (10 — 1)500.000)

17



S10 = 5(6.000.000 + (9)500.000)
S10 =5 (6.000.000 + 4.500.000)
S10 = 5x(10.500.000)
S10 =52.500.000
5) Sebuah suku ke-5 dalam deret aritmatika adalah 11 dan
jumlah nilai suku ke-8 dengan suku ke-12 sama dengan
52. Jumlah 8 suku yang pertama deret tersebut adalah
Diketahui:
Us=11-a+4b=11 (1)
dan,
U8 + U12 = 52
a+7b+a+11b =52
2a + 18b = 52
a+9b =26 (2)

Eliminasi dari persamaan (1) dan (2) untuk mendapatkan nilai
b.

a+4b— (a+9b) =11-26
a+4b—a—-9b =-15
4b —9b = —15

—5b = —15

18



Substitusi nilai b = 3 pada persamaan (1) untuk mendapatkan
nilai a

a+4b =11
a+4.3=11
a+12=11
a=11-12
a=-1

Jadi, jumlah 8 suku yang pertama deret tersebut adalah
8
Sg = E(Za + (n—1)b)

Sg = 4(2.(=1) + 7.3)

Sg = 4(=2+21)
Sg=4x19

58276

6) Diketahui barisan  aritmetika 1,3,5,7,...,225.

19



Tentukan banyaknya suku (n) dan jumlah suku
tersebut!
Penyelesaian:
a=1,b=2,U, =225

U,=a+n—-1)b
225=1+(n—1)2

225=1+2n-2
226 = 2n

n =113
Jadi banyaknya suku ada 113.

n
Sp = E(Ul + Un)

113
5113 = 7(1 + 225)

5113 == 12769

7) Si Dadap berhasil lulus ujian saringan masuk PT
(Perguruan Tinggi). Sebagai mahasiswa, mulai 1
Januari 2008 ia menerima uang saku sebesar Rp 500.000
untuk satu triwulan. Uang saku ini diberikan setiap
permulaan triwulan. Untuk setiap triwulan berikutnya
uang saku yang diterimanya dinaikkan sebesar
Rp25.000. Berapa besar uang saku yang akan diterima
si Dadap pada awal tahun 2011?

Jawab:

20



Triwulan ke—1:
U, = a = Rp 500.000
Triwulan ke—2:
U, =a+b = Rp525.000
Jadi
b = Rp 25.000
Pada awal tahun 2011 telah dipakai kuliah selama 3 tahun atau
12 triwulan, berarti:

U12 =a-+ (12 - 1)b
Uy, = 500.000 + (11 x 25.000)
Uy, = 775.000

Jadi besarnya uang yang akan diterima si Dadap pada awal
tahun 2011 adalah
Rp. 775.000

8) Dari soal contoh di atas, berapa lamakah si Dadap
menyelesaikan kuliahnya apabila selama ia kuliah telah
menerima uang saku sebesar Rp 23.450.000?

Jawab:
Uang yang diterima si Dadap selama kuliah Rp 23.450.000
merupakan jumlah deret uang masing-masing triwulan.

n
Sp = E(Ul + Un)

23.450.000 = = [2 x 500.000 + (n — 1)25.000]

NS

23.450.000 = 500.000n + 12.500n2 — 12.500n

21



n? +39n — 1876 =0

n-28)(n+67)=0
n = 28 triwulan atau 7 tahun
Jadi, si dadap menyelesaikan kuliahnya selama 7 tahun.

9) Pada tahun pertama sebuah butik memproduksi 400 stel
jas. Setiap tahun rata-rata produksinya bertambah 25
stel jas Berapakah banyaknya stel jas yang diproduksi
pada tahun ke-5 ?

Jawab:
Banyaknya produksi tahun I, 1I, [ll, dan seterusnya
membentuk barisan aritmetika yaitu 400, 425, 450, ...
a = 400; b = 25
Sehingga

Us=a+ (5-1)b
= 400 + 4(25)
=400+ 100 = 500
Jadi banyaknya produksi pada tahun ke-5 adalah 500 stel jas.

3.1. Deret Geometri (DG)

Suatu deret bersifat geometri jika setiap suku dapat diperoleh
dari yang sebelumnya dengan mengalikan dengan konstanta
bukan nol yang sama. Urutan geometris juga disebut sebagali
perkembangan geometri.

Deret geometri adalah jumlah dari semua suku-suku pada
barisan geometri. Jika barisan geometrinyalU,, U,, Us, ... U,

22



maka deret geometrinya U; + U, + U; + -+ U, + dan
dilambangkandengan S,,.

Sn:U1+U2+U3+”'+Un+
Sp,=a+ar+ar?+--+ar®™?+ar™?
rSpy=ar+ar?+-+ar™?+ar™?! +ar®
Sp—rS,=a—ar"
S;(1—=r)y=a(l-1m)

Contoh 8
1) 24104 50+ 250... adalah deret geometri karena
setiap suku dapat diperoleh dengan cara mengalikan
dengan yang sebelumnya sebesar 5.
Perhatikan bahwa 10:2 = 50: 10 = 250: 50 = 5, jadi setiap
suku dibagi dengan yang sebelumnya memberikan konstanta
yang sama dan disebut sebagai rasio (p).

Deret geometri menjadi:
a+ap+ap?+ap®+ -

Suku ke- n dari deret geometri:
U, = ap®™D

Jika suku pertama adalah U1 dan rasio persekutuan adalah p,
suku-suku tersebut adalah

U+ Up+ U p?+ Uy p3, ... dst

23



Misalkan Un adalah suku terakhir dari deret geometri maka
untuk jumlah J. dari n bilangan bulat pertama sebagai berikut:

Jn=Ui+ Up+ Urp?+ Upp + -+ Uy p™?
+ Uy p(n_l) (*)

n=Up+ U p*+ U p>+ U p*+--+U pnD
+ U; p™

n=(,—U)+Up"
n—J,=Up"—-U
-1 =U,(p"—1)

_ U,(p" - 1)
h="0"D

Jumlah n suku pertama deret geometri:

_a—ap"
.]n_ 1_p

dimana (p # 1)

Jumlah seluruh suku-suku deret geometri:

a—-ap™"

J = lim J, = lim=
n—-oo n—oo 1-p

Contoh 9
1) Deret Geometri=4+ 1 + i + i + -
Ditanya: Uy, dan J;o
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Jawab:

1-p

41— @P10)

]10 = f
4

16 1
=5 (1-4m)

2) Deret Geometri =U, = 6; Us = 162
Ditanya Js =?
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_2(1-3%)
- 1-3

_ 2(1—243) — 242
—2
3) Sebuah tali dipotong menjadi bagian, sehingga

membentuk deret geometri. Jika panjang potongan tali
terpendek adalah 3 cm dan potongan tali terpanjang 96
cm, panjang tali semula adalah

Jawab:

Panjang tali membentuk deret geometri.

Panjang tali terpendek a = 3

Potongan tali terpanjang U,, = Ug = 96

Jumlah potongann = 6

Panjang tali semula S,, = S,

Kita cari terlebih dulu rasio atau r

U, =ar™!
U6 = 37"6_1

96 = 3r°
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_a(r"-1)

n r—1

3(2° - 1)
T a1

3(64 — 1)
56 = 1

Se = 3.63
Ss = 189

4) Banyaknya penduduk kota Bandung pada tahun 2007
ada 3,2 juta orang. Setiap 10 tahun penduduk kota
Bandung bertambah dua kali lipat dari jumlah semula.
Berapakah banyaknya penduduk kota Bandung pada
tahun 19472
Jawab:
Karena penduduk kota bandung tiap 10 tahun bertambah dua kali
lipat dari jumlah semula, berarti r = 2.
Dari tahun 1947 ke tahun 2007 = 60 tahun,
ini sama dengan n = 60 tahun : 10 tahun = 6.
Penduduk pada tahun 2007 = 3,2 juta orang,
Sehingga,

27



Ug = 3,2 juta = 32 x 10°

U, =ar™!

32 x 10° = 2671
25 x105 =qa.2°
a=10°

Jadi penduduk kota Bandung pada tahun 1947 = 100.000
orang.

5) Produksi sebuah pabrik roti pada bulan pertama adalah
500 buah, jika produksi pada bulan-bulan berikutnya

1 . .
menurun - dari produksi bulan sebelumnya.

Tentukan:
a) Jumlah produksi pada bulan ke-5
b) Jumlah produksi selama 5 bulan pertama

Jawab:

Pabrik memproduksi roti

Pada bulan pertama = 500

Pada bulan kedua = 500 - (1/5x500) = 500- 100 =
400

Pada bulan ketiga = 400- (1/5x400) = 400- 80 =
320 dan seterusnya

Sehingga membentuk barisan geometri 500,400, 320, ...

a =500
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400 4
"Z500 5

a) Jumlah produksi pada bulan ke-5 = Ug

Us = ar™1

-y
-

— 500 (256)
B 625

5-1

4

= 204,8 = 205
Jadi jumlah produksi pada bulan ke-5 adalah 205 roti.
b) Jumlah produksi selama 5 bulan pertama adalah Sg

B a(l—rm")
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_ 5252500
3125

= 1680.8 = 1681
Jadi jumlah produksi selama 5 bulan pertama adalah 1681 roti.

D. Umpan Balik
1) Tentukan 4 suku pertama dari barisan-barisan dengan
rumus suku ke-n
a) U,=n+5

b) U, = (n+1)2
c) U,=n*+n

d U,=2n-3

2) Hitunglah nilai n dari barisan-barisan berikut ini, jika:
a) U,=n—-16=0

b) U, =3n—1=80
¢) U, =2n—2=30
d U,=n*2+5n+6=0

3) Diberikan sebuah barisan aritmetika dengan rumus
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4)

5)

6)

7)

suku ke-n adalah
U,=3n+1

a) Tuliskan 5 suku pertama
b) Suku ke berapakah yang besarnya 100?
¢) Hitunglah jumlah 20 suku pertama

Hitunglah jumlah 20 suku pertama dari deret
aritmetika berikut:

a) 1+44+7+10+ -

b) —10—-5+0+5+ -

c) 20+15+10+ -

d 5+3+1+-

Hitunglah jumlah 25 suku pertama dari deret
aritmetika jika diketahui:

a) Uy,=4danUg =16

b) Ug = 5dan U;y = 25

¢) U;s =60dan U,;; =50

d) U, =17dan U;5 = 26

Ahmad mendepositokan uangnya pada sebuah bank
sebesar Rp 10.000.000,00 dengan bunga 15%
pertahun. Berapa jumlah uang Ahmad setelah 8 tahun,
jika ia tidak pernah mengambil uangnya?

Sebuah perusahaan membeli mesin baru seharga Rp
15.000.000,00. Tiap tahun mesin tersebut mengalami
penyusutan harga 10%. Taksirlah harga mesin tersebut
pada akhir tahun ke empat!
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[Halaman Ini Sengaja Dikosongkan]
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BAB Il
DERET KONVERGEN DAN DIVERGEN

A. Pendahuluan

Konsep dasar untuk rangkaian dan rangkaian kompleks
serta pengujian untuk konvergensi dan divergensi sangat
mirip dengan konsep-konsep dalam kalkulus (nyata). Definisi
dasarnya seperti dalam kalkulus. Urutan tak terbatas atau,
singkatnya, urutan, adalah diperoleh dengan menetapkan ke
setiap bilangan bulat positif n sebuah nomor yang disebut
suku barisan.

Deret konvergen adalah deret yang jumlah parsial
konvergennya, dan disebut jumlah (J). Deret yang tidak
konvergen disebut divergen.

Diberikan urutan umum:
Uy, Uy, Us, ..., Uy, ...

kita dapat membentuk urutan jumlah
J1=Us;
J.=U; + Uy;
]3:U1+U2+U3,
dan secara umum
]n = U1 + UZ + U3 + -4+ Un(n = 1,2 )
disini disebut jumlah parsial ke-n dari deret atau deret tak

hingga.
Syarat suatu deret konvergen dan divergen yaitu:
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1. Jika J= lim J, ada dan berhingga maka deret
n—->oo

konvergen

2. Jika | = ,lmolo J,. tidak ada atau tak berhingga (o)
maka deret divergen

e Pada Deret Aritmatika:

n
lim J, = lim = (U; + U,)
n—oo n—ooo 2

n
=E(U1 + Un)

= @ (Ul + Un)
= o0 - divergen
Jadi deret aritmatika (DA) selalu divergen.

e Pada Deret Geometri:
a(l—p"
lim J, = lim —( )

n—oo noo 1 — p

1. Jikalp| <1
maka,

I i [ a ap"]

a
J = m - konvergen
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2. Jika|p| >1
maka
lim J, = + o - divergen

n—-oo

3. Jkap=1->deretta+a+a+- -

J=lim J, = hm an = o — divergen
n—oo

4. Jikap=—-1->derett:a—a+a—a+ -,
_ {O untuk n genap
n

~ la untuk n ganjil
lim J, tidak ada — deret divergen

n—-o00

Jadi deret geometri (DG) konvergen jika |p| < 1 dan divergen
jikalp| = 1.

e Bentuk umum dari suatu deret tak berhingga adalah:

ZUn U+ U, + Us +

n=1
Uy, Uy, Us, ...
Disebut suku-suku deret
Sl Ul
52 = U1 + UZ

53:U1+U2+U3
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S4:U1+U2+U3+U4

STL—1: U1+U2+U3+“'+Un_1
Sn=U1+U2+U3+"'+Un

S, adalah jumlah n suku-suku yang pertama dari deret.

Contoh 1
1) 2+5+8+11+....... DA dengan a = 2 dan b = 3,
Divergen
Jawab:
n
Jn =5 @a+(n=-1b)
n
Jn =5+ @ =-13)
n
]n = E (37’1 + 1)
3 3n°+n
.]n - 2
. 3n?+n )
lim = oo, Divergen
n—oco
2) 1 +%+ 0— %— 1—....DAdengana =1 danb =
- % Divergen
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Jawab:
Jn=5Qa+ (- 1b)

p=3erenn(-D)

]n=2(2—ln+1)

2 2 2
_n(S 1)
=37 "2"
5n — n?
Jn = 4
~ 5n—n? ]
lim = oo, divergen
n—oo
3) 1+%+i+%+ .......... DG dengan a =1 dan|p| =
1<y,
2
Konvergen:
_a
]—1 -
_1
/=1
2
J=2
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Jawab:

1-@"
]n = 1
1- ()
Jo=2(1-2""
1
Jn=201 _Z_n

I 2(1 1)
nl—r>rolo _271

=2(1-5)
=2(1-0)

= 2,Konvergen

1 1 1
4) 1—§+5—;+ .......... DG dengan a = 1dan |p| =
1 1
-3l =3<1
Konvergen:
1.3
]_E_Z
3
1
REEICHD

)
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1— (_3—1)71
nTT

3

—E 1 3-1)n
]n—4( — (- ™)
li 3 1 3—1 n
nl—rj:loz( _(_ ))
li _3 1 3-1y0
nl—galo_z( —(=379H)%)
. 3 -1
i =3(1- ()
lim =%(1_0)

n—-oo

=—, k
4 onvergen

B) 1-2+42-=T4 . DG dengan a = 1 dan [p|=
-3 =251,
2 2
Divergen
Jawab:
3 n
1—-(— 7)

n:
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_21 371
]n—g( _(_E))

2 3
lim =(1 - (-2)")

n—oo 2
lim = 2(1— (2"
lim = (1 - ()

2
lim ==-(1 — )

n—oo 5
= —oo,divergen

6) 5-5+5-5+......... DG dengan a = 5danp = -1
— Divergen

B. Konvergen dan Divergen

Deret
DU

n=1

dikatakan konvergen bila Aim S, ada dan mempunyai harga
yang berhingga, dikatakan divergen bila lim S,, tidak ada dan
n—-oo

mempunyai harga tak berhingga.

Contoh 2
1) 142444
2 4 8
Deret ini adalah deret konvergen karena
lim S, = 2

n—-o00
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2) 1+1+1+1+4+--
Deret ini adalah divergen karena

lim S,, =
n—-oo

3 1—-1+1-14+1—"--
Deret ini adalah divergen karena
lim S,, ,tak ada

n—-oo

Deret-Deret Istimewa

1. Deret Hitung:
a+(a+b)+ (a+2b)+ -

= Z{a +(n—1)b)
n=1

Adalah divergen.

2. Deret Ukur:
a+ap +ap* + -

=Y et

n=1
Dimana a dan p konstanta
Sp= a+ap+ap*+--+ap™?!

(1-p)

=a(l+p+p*+-+ p"‘l).(l_p)
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1-p"

Sp=a

T a-p
. - a(l-p")
TR R

= 55 Untuk [p| < 1, (konvergen)

= oo Untuk |p| = 1, (divergen)

3. Deret Hyperharmonis

1 1 1
[T T

Dimana k adalah konstanta.
Deret ini konvergen untuk k > 1, divergen untuk 0 < k < 1.

Deret hyperharmonis dengan k = 1 disebut deret harmonis.

Contoh 3
1) Deret
1 3 7 n—
E+z+§+';+ o + -
N,
n=1
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r-1.1.1.1 11
on =277, 2 =13

SR IEN
+

+

S w

Sp=5+

N =

1
lim S, = lim nz = o Deret Divergen

n—->00 n—->0o
lim U, = li <2n_1)—1' (1 1)
nl—rjalo n- nl—r}c}o 2n - nl—r>£10 N n

=1

Walaupun lim U,, = 1 konvergen, tapi tidak berarti deretnya

n—-oo

juga harus konvergen.

2) Deret
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1
1=3
1 n
o 1-(3)
lim S, = lim
n—->0oo n—-oo 1
2

: 1\
tim (1-75) =2
o Sifat-sifat Umum Dari Deret Tak Berhingga

Suatu deret

2, U

n=1
yang konvergen atau divergen tidak akan berubah bila
sejumlah yang terbatas dari suku-suku deret tersebut
ditambahkan atau dikurangkan.
Bukti:
Andaikan deret konvergen, maka untuk sembarang €>
0 dapat ditemukan suatu integer p sedemikian rupa
sehingga untuk sembarang pasang bilangan m > p dan
n > p, dipenuhi |S, — S| <€
Syarat konvergen tersebut tidak akan berubah dengan
ditambah atau dikurangi oleh sejumlah terbatas dari
suku-suku deret.
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Yaitu

jumlah dari deret akan berubah dengan penambahan
atau pengurangan dari sejumlah suku-suku deret tapi
konvergensinya tidak akan berubah.

2. Bila deret z U, konvergen,

n=1
maka lim U, = 0. Sebaliknya bila lim U, = 0 maka
n—oo n—oo
deret
Z U, belum tentu konvergen.
n=1
Bukti:

Up=Sn — Sn—1
Bila deret konvergen, berarti

lim S, = S dan thn 1=S

n—0oo

Sehingga:
lim U, = lim S, —llmSn 1=85—-85=0
n—->oo n—->0oo
Contoh 4

1) an _1+ +3 1y + +-
Deret adalah dlvergen (deret hyperharmonis)

oo oo 1
ZU":ZE denganp =1

n=1 n=1

Tapi lim U, =0
n—->oo
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Bila, limU, # 0 deret pasti divergen. Jika deret

n—-oo

divergen belum tentu lim U,, # 0.
n—-oo

2. Bila deret }»_; U, kovergen dengan jumlah S. Jika
deret baru yang dibentuk dengan mengalikan masing-
masing suku dengan suatu konstanta k, yaitu

Z kU, = kU, + kUy + kUs + -~ + kU, + -
n=1

maka deret Z kU,, akan konvergen dengan jumlah k S.

n=1

Sebaliknya bila Z U, divergen
n=1

maka Z kU, divergen juga.

n=1

Bukti:
Sp=Uy + Uy +Us+ -+ Uy,

S, = kU, + kU, + kUs + -+ + kU,

limS), =k limS,, =k S

n—-oo n—-oo

3. Bila deret );~, U, konvergen dengan jumlah S dan
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deret Y. ;>-, V;, konvergen dengan jumlah S’, maka
> Wath)
n=1

Juga konvergen dengan jumlah (S + S")
Bukti:

Sn:U1+U2+U3+"'+Un
Sn’=V1+V2+V3+"'+Vn

Sn xSy =W V) + U, £ V) + (Us £V3) + -
+ (Up £ V)

lim (S, +S,) = limS, + limS, =S+ S
n—0o n—o0o n—0o

Artinya:

Deret-deret yang konvergen dapat dijumlahkan atau
dikurangkan suku semi suku.

Deret positif adalah deret dengan semua suku-suku positif.
Deret negatif adalah deret dengan semua suku-suku negatif.
Deret negatif dapat dibahas sebagai deret negatifnya dari deret

positif.
Yaitu:
-,
n=1
Dimana

z U, deret positif.
n=1
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Deret berayun adalah deret dengan suku-suku bergantian
positif dan negatif.

C. Deret Dirichlet
Syarat deret Dirichlet adalah bila f(x) ditentukan dalam
interval (—L, L): Bernilai tunggal.
a. Terbatas (bounded).
b. Merupakan fungsi periodik diluar (—L,L) dengan
periode 2L.
c. Kontinu kecuali pada beberapa titik diskontinu.
d. Mempunyai maksimum dan minimum yang
berhingga.

Maka deret Fourier konvergen ke:

1. f(x)dix dimana f(x) kontinu
2. ~{f(x+0)+ f(x — 0)} untuk x dimana f(x) tidak
kontinu

Dengan Tes Integral dapat dijelaskan konvergen atau
divergennya deret Dirichlet sebagai berikut:

1 1 1
Tttt =t ot —
nb

20 30 4p

Nanti akan diperlihatkan deret Dirichlet; Konvergen untuk p > 1
Divergen untukp < 1

Tes Integral dapat menjelaskan konvergen atau divergennya
deret Dirichlet sebagai berikut:
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Deret Dirichlet:

1 1 1 1
+2_p+3_p+ +—+ - (%)

Dengan memperhatikan

n

f 1 — Divergenuntukp <1
P, Konvergen untuk p > 1

1

Maka deret Dirichlet (*) diatas akan

— Divergenuntukp <1
- Konvergenuntukp > 1

Contoh 5

1) Untukp=1-
Deret Dirichlet menjadi:

1+ ! + ! + -+ ! + Di
513 - ivergen
(Deret Harmonis Divergen)
2) Untukp =-<1-

Deret Dirichlet menjadi:

1 1 1
l+—=+—3 I
27 32 nz
Atau
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1 1 1 .
1+—=+—=+:-+—=+-- Divergen

vz B

3) Untukp=2>1-
Deret Dirichlet menjadi:

1 1 1
1+2—2+3—2+ +—+ - Konvergen

4) Untukp=§>1—>

Deret Dirichlet menjadi:

1 1 1
1 +—3+—3+"'+—3+"'
22 32 nz
Atau

1
+—=+—+:-+——=+ - Konvergen

2V2  3V3 nn

5) Deret

1 1 1 _
1+ = > + - 2 + — 3 + ---(x)Deret Geometri

Dengan |p| = % <1

Deret Konvergen:
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lim
n—oco 2N—1

6) Deret

3 9 27 _
1+=-+-+—+-(x)Deret Geometri

2 4 8
Dengan |p| =§> 1

Deret Divergen:

3 n—1
Un =1 (z)

lim U,

n—->00
n—1
Jim (z)

3n—1

lim
n—oco 2N—1
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7) Deret

1 1 1
1+ Shg ot (*)Deret Harmonis

Nanti akan diketahui deret divergen

1
U, = -
lim U,
n—oo
1
lim —
n—-oon
1
- (0/0]
=0
Theorema 1:
Jika deret

Uy + Uy + Uz + -+ Uy +

Konvergen dengan jumlah J = A, maka deret

CUl +CU2 + CU3 + "‘+CUn + b

Konvergen dengan J = CA

Theorema 2:
Jika deret

Up+ Uy + Uz + -+ Uy +
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Konvergen dengan J = A, dan deret
Vit Vo+ Vot otV + -

Konvergen dengan /] = B,
maka deret:
U2 V)+ WU 2 Vo) + -+ Up £ 1) + -

Konvergendengan/ = A + B

Jika deret
Uy +U,+Us+ -+ Uy + -,

Konvergen maka
limU, =0

n—oo

Syarat perlu konvergen (Necessary Condition for Convergence)

Artinya:
1. Jika deret konvergen maka 1llim U,=0

2. Jika lim U,, # 0 maka deretnya divergen

n—-oo

3. Jika limU, =0 deretnya dapat konvergen atau

n—->o0o
divergen
4. Jika deretnya divergen lim U, tidak harus # 0
n—-oo

Contoh 6

1) Deret:
1+2+3+ +—
2 3 4 n+1
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Dicari:
1

n
rlll_r)glom =1+# 0 - Deret Divergen

Deret divergen yang
limU, =0

n—-oo

adalah deret harmonis:

TR
2 3 n

(Deret Dirichlet dengan p = 1)

D. Tes Konvergensi & Divergensi
Tes Pembanding

Tes konvergensi untuk deret dengan suku-suku yang positif
semua menggunakan Tes Banding vyaitu dengan
membandingkan antara deret yang pertama dengan deret yang
kedua.

Misal ada deret dengan suku-suku positif semua

Uy +U, +Us+ -+ Uy + - (%)

Vi+Vy+ Vgt oot Uy 4o (%)

54



Theorema menurut Tes Banding sebagai berikut:

Theorema 1:
Jika deret (*) konvergen dan

V]_ < U11 V2 < Uz, V3 < U3; ey Vn < Un;
Maka deret (**) juga konvergen

Theorema 2:
Jika deret (*) divergen dan

Ve = Uy Vo = Uy Ve = Us; s Vy = U oo

Catatan:

Tes Banding Kedua kondisi yang telah dibuktikan (Teorema
1 dan 2) hanya berlaku untuk deret dengan suku positif. Tes
Banding juga berlaku jika beberapa suku dari deret pertama
atau kedua adalah nol. Tetapi kondisi ini tidak berlaku jika
beberapa persyaratan dari suku deret tersebut adalah angka
negatif.

Maka deret (**) juga divergen

Contoh 7
1) 1+ % + i + % + -+ (*) konvergen

(DG dengan |p| = % <1)
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Deret:

1+1+1+1+
2 3 5 9 ()
juga konvergen sebab:
1<1 1<1 1<1 1<1
2 "3 72’5 479 8"
3 9 27 .
2) 1+5+Z+;+---(*)d|vergen
(DG dengan |p|=§> 1)
Deret:
2+4+10+28+
—_ —_ JE— JE— oo (k%
1 2 4 8 ()

juga divergen sebab:

2>1_4>3_10>9_28>27_
1 272" 4 4’ 8 8’
e Deret

ZMFUﬁm+%+mH4+~

n=1

Adalah deret positif, dan deret

2 V,, adalah deret positif pula yang konvergen dengan harga S'.

n=1
Bila untuk setiap harga n dan konstanta k yang positif berlaku

U, <kV,
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Maka deret

Z U, adalah konvergen dengan harga S <k S'.

n=1
Bukti:
Sn:U1+U2+U3+"'+Un
S,n=V1+V2+V3+"'+‘/n
lim S, =5’
n—-oo
S, <SS (D
Untuk harga k yang positif
kS) < kS’
U1 < le, UZ < sz,
U1+U2 ++U‘l’l SkV1+kV2++kVn
SkWVi+Vo+ -+ 1)
Dimana

Sn=U1+U2+U3+"'+Un

S‘;l:V1+V2+V3+“'+Vn
Sehingga diperoleh
Sp < kS, <kS'...... (2)

lim S, < klim Sy
n—oo

n—-oo

limS,, =S dan limS), =S’

n—-oo n—->oo
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sehingga

e Deret
Z U, dan Z V,, adalah deret — deret positif dan
n=1 n=1
Z I, adalah divergen.

n=1

Bila untuk setiap harga n dan konstanta k berlaku:

Up = kVy e 4)
maka
Z U, adalah divergen
n=1
Bukti:

Sn:U1+U2+U3+"'+Un

Sp=Vi+ Vo + Vo441,
Untuk setiap n berlaku
U, = kV,
Sehingga
Uy +U,+Us+ -+ U, 2kVy +kV, + kV3 + -+ kV,

>k(Vy+ Vo + Vs a4 V)
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lim S, = klim S',

n—oo n-oo
lim S, > k(4+00) = oo......... (6)
maka deret "
z U, adalah divergen
Contoh 8

1) Dengan memakai test pembandingan buktikan bahwa
deret berikut ini

Adalah konveregen bilap > 1
Penyelesaian:

1 1 1
1+2_p+3_p+ +—+

1 1 1 1 1 1
1+<z—p+3p> (4P+5_P+6_P+7P)
1 1 1
<8p+9_p+ +ﬁ>+ "

Tampak bahwa suku pertama dalam tanda kurung adalah
berbentuk

(2N)p
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Dibadingkan dengan deret berikut ini:

(L, 1 1 1 1 1 1
+(2p 210) (4P+E+4_v+4p) (§+”'+8_P>
+ cee
8 2N

2 4
J— 1 N e
ttete Tt oy

2 3 N

_ 1 1 1 1
2p-1 (EE:T) *’(zv-1> 4'"'4'(211-1) t

Ini
p > 1 deret ukur tersebut adalah konvergen,
1
(= lim Sn) = —
n—oo 1 _ 1
2p1

Bila suku-suku yang berada dalam tanda kurung dari kedua
deret kita perbandingkan

1 1 1 /1 1 1 1 1 2_
(z—p+ 3—,,) <o (—+ 5v T r +7—p) < <_2v—1> o

1 1 1 1
+2_p+3_p+ +—+
2 3

1 1 1 1
< +F+<F> +<F> T
N

1
o)+
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Maka deret

1 1 1
1+ > + 3 + - + —t --adalah konvergen

2) Dengan memakai tes pembandingan buktikan bahwa
deret harmonis

4o di gty
2 3 n

Adalah divergen.
Penyelesaian:

1+(1)+(1+1>+(1+1+1+1)+(1+ + 1)
2 3 4 5 6 7 8 9 16
Suku terakhir dalam masing-masing tanda kurung mempunyai

bentuk nl—p dengan n = 2N
Dibandingkan dengan deret berikut ini

1+(1)+<1+1) (1+1+1+1> <1+ +1)
2 4 4 8 8 8 8 16 16
2 4 8 2N-1

1
=14ttt ttoy

—1+1+1+ +1
N 2 2 2

61



n—1_1+n

S, =1+

2 2
. - (d+n)
lim S, = lim = oo
n—-oo n—-oo 2
R I I LSS
2 3 n 2 2 2

Karena deret

1 1 1
1+ > + > + -+ > adalah deret divergen

maka

o 1
Z — deret divergen
n=1n

Umpan Balik

Dalam suatu gedung pertunjukan disusun kursi dengan
baris paling depan tediri dari 12 kursi, baris kedua berisi
14 kursi, baris ketiga berisi 16 kursi, dan seterusnya.
Berapa banyaknya kursi pada baris ke-20 dan jumlah
seluruh kursi dalam gedung?

Empat bilangan membentuk suatu barisan aritmatika.
Jika bilangan pertama dan bilangan kedua tetap, serta
bilangan ketiga ditambah bilangan pertama dan
bilangan keempat dikalikan 2, maka terbentuk suatu
barisan geometri. Jika beda suku-suku pada barisan
aritmatika adalah 2, maka jumlah empat bilangan
pertama pada barisan geometri tersebut adalah?
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3. Carilah rumus J,,, kemudian tentukan konvergen atau
divergen dengan menggunakan limit tak hingga
a. —2—-5-8-11—--
b, —1—2+0+5+1+-

C. 1—-4-—24
2 4 8
d. 14z4s4—+-
3 9 27
o 14242427 4
2 4 8

f. 5—5+5—5+--

4. Selidikilah deret-deret dibawah ini konvergen atau

divergen:

8 ——

1x2 2x3 3x4
b. mi+mi+mi+..
1 2 3

1 1 1
C. +—+—+
1x3 3x5 5x7
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[Halaman Ini Sengaja Dikosongkan]
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BAB Il
TES KONVERGENSI DERET DENGAN
SUKU-SUKU POSITIF

A. Pendahuluan

Salah satu pertanyaan dasar, ketika menyelidiki suatu
deret adalah apakah deret yang diberikan konvergen atau
divergen. Kita harus menetapkan kondisi yang cukup bagi
seseorang untuk memutuskan pertanyaan ini. Kita juga harus
memeriksa kondisi yang diperlukan untuk konvergensi suatu
deret, dengan kata lain, kita akan menetapkan kondisi yang
tepat untuk deret tersebut. Adapun dalam modul ini akan
dijelaskan dengan berbagai tes Konvergensi untuk deret
dengan suku-suku positif semua antara lain Tes Banding, Tes
d’Alembert, Tes Cauchy dan Tes Integral.

B. Tes d’Alembert (Th. d’Alembert)

Tes konvergensi menggunakan Theorema Tes
d'Alembert juga hanya berlaku jika dalam suatu deret dengan
suku-suku positif semuanya. Misal ada deret dengan suku-
suku positif:

Ui+Uy+Uz+ .-+ Un+(*)

Rasio suku (n + 1) dengan suku ke-n, sebagai n— oo
memiliki limit L yaitu,

.U
lim —2 = ],

n-oo Up
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Theorema menurut Tes d 'Alembert sebagai berikut:
1. Jika L < 1 maka deret (*) konvergen
2. Jika L > 1 maka deret (*) divergen
3. Jika L = 1, tes d’Alembert tidak dapat dipakai

Contoh 1
1) Deret:

1+3+5+ +2n—1+ D
— — —_— cee eoe (%

2 22 23 2n

2n—1

Tl: 2n )

2n+1

Utns1) = Znz1

Unt+1) _ 2n+1 2"
Un 2n+1l " 2pn—1

_ 2n+1
S 2(2n—1)

U
lim “(nt1)

n—-oo0 n

_ i 2Zn+1
_nl—r>£l04n—2

=2<1,
jadi deret (*) konvergen

66



2) Deret
2+22+23+ +2n+
1 2 3 n

Jawab:

2n+1

U+ = n+1

U(n+1)_ 2n
U, n+1

)

U
lim “ntt)

n—-oo n

_ 2n
lim
n-oon+1

=2>1

Deret divergen dan istilah umumnya U,, mendekati tak
hingga.

3) Deret
1 1 1 1
272332 " T
Jawab:
1
n= n(n + 1);
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1
U =
WD T i+ 1)(n+2)

U
lim (nt1)

n—-oo

n

_ n(n+1)
T e+ D1+ 2)

n
(n+2)

= lim
n—oo

=1

Tes d’Alembert tidak memungkinkan kita untuk
menyimpulkan bahwa rangkaian tersebut konvergen, tetapi
dengan alasan lain kita dapat menetapkan fakta bahwa deret
ini konvergen.

4) Divergen atau Konvergen dari U, = (n? + n — 1) /4"
dengan tes d’ Alembert?
llm UTL+1

n—-oo

n

nm+1D?*+(n+1)-1

_ i An+1
= e nZ+n-—1
—
i "(n+1)?*+(n+1)—-1)
~ ol An+tl(n2 +n—1)
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i A"n?+2n+1+n+1-1)
“aSeT 44n(m2+n—1)

_11_ n?+3n+1
_4nl—r>§o n2+n-1

) n?4+3n+1
= 2 him [ —
_47111—{130 n+n-1

n2
1 1+%+i2
=" lim | —— &
4 n—oo 1+l_i
n n2

=7

1
=1 < 1,deret konvergen

5) Periksa seri untuk konvergensi
li Un+1
m

n—-oo n
Dimana
(n+1)!

n= (n+5).7"
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n+1+1)!
_ . (n+1+5). 71
= D)

(n+5).7"

.. 7"(n+5).(n+2)!
T e 7.7 (n 4 6).(n + 1)!

. 7"(n+5).123.n.(n+1).(n+2)
ale T 7.7m (n+6).123 .n(n + 1)

_ (n+5).(n+2)
_nl—rélo 7.(n+6)

1. n?+7n+10

= m
7 n—o n+6

n®+7n+ 10

= o0 > 1,deret divergen
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6) Tentukan konvergen atau divergen dari deret berikut
dengan Tes d’Alembert

Rumus suku ke- n adalah
271
Un =57

2n+1

Uppg =————
T om+ 1) -1

2.2
2n+1

Upyr =

Dicari

U
lim (nt1)

n—-o0o

n

2n.2
. 2n+1
lim =55

2n—1

Lo 2m2 -
new2n+ 1 2n

L 20n-1)
now 21 + 1

o 4n-=-2
oo 21 + 1
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4
2
=2 > 1,deret divergen
7) Tentukan apakah deret konvergen atau divergen dengan
tes d’Alembert !

T L
12 1.2.3 n!

Jawab:

1
U, = o
1
“”1_(n+1y
1
Un+1 _ (Tl + 1)'
v, 1
n!

lim
n-oo N+ 1
= 0 < 1,deret konvergen

C. Tes Cauchy (Th. Cauchy)

Tes konvergensi menggunakan Theorema Tes Cauchy
juga hanya berlaku jika dalam suatu deret dengan suku-suku
positif semuanya. Misal ada deret dengan suku-suku positif:

Ur+ Uz +Us+ oo+ Un+ - (%)
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Hasil %t/u,, memiliki batas limit L sebagai n— oo vaitu,

Tllm VUp =1L
Theorema menurut Tes Cauchy sebagai berikut:
1. Jika L < 1 maka deret (*) konvergen
2. Jika L > 1 maka deret (*) divergen
3. Jika L = 1, tes Cauchy tidak dapat dipakai

Contoh 2
1) Deret
1+(3>2+(5)3+ Y Calanie U
- -] T .iic. T(—)" T . *
5) + (5 ) )
Jim 37
oon2n—1
= lim |( "
n—->oo
i 2n—1
= lim (——)
=2>1, divergen
2) Deret

2 3

1 (2) (3) n n
3+6) +G) + G
lim'i/U—n

n—-oo
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n

= Jim ) (an 1)

lim —
oo 21 + 1

1
= 2 < 1,Konvergen.

3) Periksa seri untuk konvergensi

i<7n+1>
6n+5
n=1

lim ’{/U_n

n—-oo
_ i n (7n+ 1)
_-nHED 6n+>5
3n+2

_ i (7n+1> n
_-nggn 6n+5

3n+2

3n+2

2
3+ﬁ

_ i <7n+ 1)
__1g2; 6n+5

2
7n + 1\ 3*n
1 n
_rlll—r>£lo 6n + 5
n
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n+1

T n
_Tlll—l;rolo 6n+5>
3

= lim

n—-oo

—343>1d tdi

= 216 ere Lvergen
4) Deret

5\%  (7\} 2n+ 1\"
) e (Y

2 3 n

2n + 1\"

U":< n>

lim /U, (x)
n—-oo

o 2n+ 1\"
lim ( >

n—oo n

o 2n+1
lim

n—-oo n

=2>1
Jadi Deretnya Divergen.
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5) Selidikilah

Z ogn
n

Penyelesaian:

_ 1
" (logn)m
" logn

Untuk n > 10,
1

= r < 1, maka deret

n=1

logn

Adalah konvergen.

Kesimpulan:

Bila Z U, adalah deret positif

n=1

dan lim /U, < 1 maka deret tersebut konvergen,

n—->0oo

dan lim \/U, > 1 maka deret tersebut divergen,

n—o0o
Jadi contoh diatas %erolo YU,
= lim — =0 < 1, deret konvergen.
n—-oo logn
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D. Tes Integral

Tes konvergensi menggunakan Theorema Tes Integral
juga hanya berlaku jika dalam suatu deret dengan suku-suku
positif semuanya dan sukunya tidak naik.

Theorema Tes Inteqgal 1:
Misal deret

U +Uy+Us+ -+ Up+ (%)
Suku-sukunya positif dan tidak naik.
Artinya:

U12U22U322Un2

Misalkan pula fungsi f(x) kontinu dan tidak naik sedemikian,
sehingga

fQ)=Uy; fR)=Uy; fQ3) =Us;...; f(N) =Upy; ...

Theorema Tes Inteqral 2:

1. Jika f1°° f(x) dx konvergen maka deret (*) juga
konvergen

2. Jika floof(x) dx divergen maka deret (*) juga
divergen
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f(x)

Gambar 3. 1. Grafik Tes Integral

Tes Integral ini dapat menjelaskan konvergen atau
divergennya.

Deret Dirichlet:
1 1 1 1
+2_p+3_p+ +—+ ( )

Ambil sebagai fungsi

1
f(x) = X7
Improper Integral
f f(x) dx
1

,[
X
1



1. Untukp=1-

li 1 d
dim, | dx
1
N
= lim lnx|
N—-oo ]_

= lim (InN —1In1)

N—oo
=lnoo —0
= oo — Integral Divergen

Jadi untuk p =1, deret dirichlet:

Lasalgaly
2 3 n

Deret Harmonis Divergen.

2. Untuk p <1 - (1-p) positif

N

l'fld

N pr
1

79



= lim | X Pdx
N-ooo
1
1 _._IN
= lim ——X ‘p|
N->oo 1—p 1

= 00

Untuk p < 1, deret dirichlet diveregen.

3. Untuk p>1 - (1-p) negatif
N

) 1
lim —

N—oo Xp dx

— ﬁ (ooneg — 1neg)

—1 0-—1
—m(—)
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Limitnya ada dan berhingga, jadi deretnya konvergen.

Kesimpulan Deret Dirichlet:

1 1 1 1
+2_p+3_p+m+ﬁ+m(*)

Divergen untuk p < 1 dan Konvergen untuk p > 1

Contoh 3
1) 1+l+l+...+l+...
2 3 n
Divergen sebab p =1

1 1 1
2) 1+\/_7+ﬁ+m+\/_ﬁ+m

Divergen sebab p = % <1
3) 1+ i + é + % + --- Konvergensebabp=2>1

4) Tentukan Konvergen atau divergen f(x) = xiz dengan

menggunakan Tes Integral
Jawab:

= ! f(x) dx
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lim | x % dx

n—00
1
1 n
; -2+1
m o1 |1
n
lim — x71 |
n—oo
I 1n
nl—r>£lo X 1
1
im — (2 1)
n—oo n
1
(-
(o]
=—-(0-1)

=1 (Ada Berhingga, jadi konvergen)
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E. Alternating and Functional Series

Sejauh ini kita telah mempelajari deret dengan suku-
suku yang semua persyaratannya positif. Pada bagian ini akan
membahas deret dengan suku-suku yang memiliki tanda
berganti-ganti positif negatif.
Alternating Series dengan suku-sukunya berganti-ganti tanda
seperti

Uy —Up;+ U3 = Uzt (%)
dengan Uy, U,, U3, Uy, ... positif.

Menurut Theorema Leibniz, misal ada alternating seri
Uy — U+ Uz —Up+ - (%)
dengan U,, > 0 (positif), sedemikian sehingga

U1>U2>U3 >>Un>
Jika
limU, =0,

n—-oo

maka deret (*) konvergen dan jumlahnya J > 0 dan ] < U,

Contoh 4
iy 1,
1) Deret: 1 Sttt ()
Deret diatas merupakan alternating series karena:

i.  Suku-sukunya berganti-ganti tanda (alternating
series)

i, 1>isIsis.s
2 3 4

S|k
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iii. limU,=lim-===0

n—-oo n-oon

Jadi menurut Th. Leibniz deret (*) Konvergen
(*) Sufficient Condition

Syarat cukup untuk Konvergen bagi alternating series.

Theorema 1:
Misal ada alternating series:

U+ U, +Us+ -+ Uy + (%)
dimana deret nilai mutlaknya:
|UL| + U, | + |Us| + -+ + Uy | + -+ konvergen
maka deret (*) juga konvergen.

Contoh 5
1 1 1
1) 1+5+5+++

Konvergen (D.Dirichlet denganp = 2 > 1),
maka deret
1 1 1

=@t gt

juga konvergen dengan jumlahJ > 0danJ < 1.
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(*) Konvergen absolut dan konvergen bersyarat
Definisi:
misal ada alternating series:

U1 + U2 + U3 + (*)

a. Jika deret nilai mutlaknya:

|U1| + |Uy| + |U3| + -+ konvergen
maka deret (*) disebut konvergen absolut.

b. Jika deret (*) konvergen, sedang
|Uy| + |Uy| + |Uz| + -+ divergen
maka deret (*) disebut konvergen bersyarat.

Contoh 6
1) Deret:

1 1 1
I timst ™

Deret nilai mutlaknya:
1+14141
2 4 8

Konvergen (DG dengan |p| = % < 1), maka deret (*)
konvergen absolut.

2) Deret:
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Konvergen (Memenuhi Th. Leibniz). Deret nilai mutlaknya:
1 1
l+5 + 3

Divergen (Deret Harmonis). Jadi deret (*) Konvergen
bersyarat.

Sebuah deret fungsi
Ui+ Uzt Uzt o+ Unt o

disebut seri fungsional jika istilah-istilahnya adalah fungsi
dari x.

Functional series bentuknya:
Ui(x) + Ua(x) + Us(x) + -+ + Un(x) + -
dimana suku-sukunya merupakan fungsi dengan variable x.

Salah satu contoh dari deret fungsi adalah Power Series (Deret
Pangkat / Deret Kuasa).

o Power Series
Bentuk umum Power Series dengan variable x adalah:
a, + a;x + a;x? + azx? + - + apx™ + -

Dimana a,, a4, a,, ...,a, ... konstan dan disebut koefisien
deretnya.
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Contoh 7
Contoh Power Series antara lain:
) 14+x+x2+x3 4+ +x"+-
dengan
a,=a,=a, =--=1

2 3 n

2) x+>+ T+t

2! 3! n!
Dengan

a, = 0; a1=F; a2=5;...;an=—

Catatan:

Deret Fungsi/ Power Series dapat konvergen dan dapat
juga divergen, tergantung pada nilai x nya.

Contoh 8
1) Deret
T+x+x%+x3 4+ +x"+ -

merupakan DG dengan p = x dan a = 1. Jadi deret diatas
konvergen untuk |x| < 1 atau untuk -1 < x < 1 dan divergen
untuk |x| = 1 atau untuk x < —1 dan untuk x > 1.

Misal:

untuk x = % — deret

I+242424 Konvergen
2 4 8

untuk x = —% — deret

1-342 2 Divergen
2 4 8
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Daerah Konvergensi / Interval Konvergensi

Daerah Konvergensi adalah daerah dimana untuk setiap x
yang terletak dalam daerah tersebut deret fungsinya
konvergen. Daerah konvergensi yang terbentuk interval
disebut interval konvergensi. Pada Power Series daerah
konvergensinya berupa interval konvergensi.
Pada contoh deret

T+x+x2+x3+-

diatas daerah konvergensinya berupa interval -1 < x <1 yang
disebut interval konvergensi.
Menurut Theorema Abel, misalkan ada Power Series:

Ao + a1 x + azx? + azx® + - (%)

1. Jika deret (*) konvergen untuk nilai X = x, maka deret
(*) akan konvergen absolut untuk nilai |x| < |x,|

2. Jika deret (*) divergen untuk nilai x = x, maka deret
(*) akan divergen untuk nilai |x| > |x,|

Catatan:
X, boleh negative atau positive

Theorema 2:
Daerah konvergensi dari Power Series berupa interval yang

disebut interval konvergensi dengan titik O sebagai titik
tengahnya.
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R R

NS S——
Divergen Konverg\e( Absolut Divergen

Gambar 3.2. Interval Konvergensi

Bilangan positif R disebut Radius Konvergensi. Pada ujung-
ujung interval konvergensi (x = R dan x = —R) deretnya
dapat konvergen atau divergen. Cara mencari interval
konvergensi/Radius Konvergensi dari Power Series.
Misal ada Power Series:

a, + a;x + a;x? + azx3 + -

suku-sukunya mungkin ada yang negative. Dibuat deret nilai
mutlaknya:

la,| + layx| + lagx?| + lazx®| + -
atau
lao| + lagllx| + lagl1x?| + |as||x3] + -

Suku-sukunya positif semua. Karena suku-sukunya positif
semua maka antara lain dapat menggunakan tes d’Allembert
atau Tes Cauchy untuk menentukan konvergensi deretnya
dengan penyesuaian yang dapat dilihat pada bagian
berikutnya.

(*) Tes d’Allembert untuk mencari interval konvergensi
dari Power Series.

Ui (x)+ Uy (x) + Us(x)+ ...... +Up(x) +...... (*)
Misalkan

U X
lim | (n+1)( )|
n-oo Uy, ()]
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atau
Un+ny(0)|

lim = L|x|
Un(x)

n—oo

1. Jika L|x| < 1 atau |x| < % maka deretnya konvergen
absolut

2. JikaL|x| > 1 atau |x| > % maka deretnya divergen

3. JikaL|x| = 1atau |x| = %masih perlu diselidiki lebih
lanjut apakah deretnya konvergen atau divergen.

Contoh 9
1) Dengan Tes d’ Alembert tentukan interval konvergensi
deret:
2x _ (20% , 20 et
T v T ()
Jawab:
2x 2x)? 2x)3 2x)*
2 |G| e
1 2 3 4
(2x)"
|Un| = n
|U |_ (Zx)n+1
DI (m+ 1)
U
lim (n+1)
n—-oo

n
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|(2x)n+1

_ i L DI

_'%g2>|(2x)”
n

(2x)n

Maka,

1. Untuk |2x| <1 atau |x| <% atau —% <x <% deret
(*) konvergen absolut

2. Umm<ﬁxh>1awuM1>%aMUx<:—%dm1%<
x deret (*) divergen

3. Untuk |2x| =1 atau |x| =2 masih perlu diselidiki

lebih lanjut apakah deret (*) konvergen atau divergen.

Untuk x = % deret (*) menjadi:

1 1+1 1+ k
>t372 onvergen

Untuk x = — % deret (*) menjadi:
1 1 1

atau
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1 1 1
-1+ > + 3 + 7 + ---)Divergen (Deret Harmonis)

Dari (1) dan (3) diatas, deret (*) konvergen untuk —% <x<

%, jadi —% <x< % interval konvergensi deret (*)

(*) Tes Cauchy untuk mencari interval konvergensi dari
Power Series.

Up(x) + Up(x) + U3 (x) + -+ Up(x) + -+ (%)

Misalkan
lim |0, ()| = Lix

lim V/|U,(x)| = L|x|
n—-00

Atau

1. JikaL|x| < 1atau |x| < % maka deretnya konvergen
2. JikaL|x| > 1 atau |x| > % maka deretnya divergen

3. JikaL|x| =1 atau |x| = % perlu diselidiki lebih lanjut

Contoh 10
1) Dengan Tes Cauchy untuk mencai interval
konvergensi deret

x—x2+x3—x*+ (%)
Deret nilai mutlaknya:

| + [x2] 4 [x3] + |x*] + - 4 [x"] + -
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1111—130 n\/ |Un ()]
= lim Y/|x"|

n—-oo
= |x|
Jadi deret (*) konvergen untuk
x| <latau —-1<x<1
dan divergen untuk
x| >1ataux < —1danx > 1.
Sedang untuk
x| = 1 atau x = +1

sebagai berikut:

a. Untuk x = 1.
Deret (*) menjadi 1 — 1+ 1 —1 + --- divergen

(DG dengan |p| =|-1| =1

b. Untuk x = -1.
Deret (*) menjadi =1 —1—1—1 — --- divergen

(DG dengana = —1dan|p| =1

Jadi —1 < x < 1 adalah interval konvergensinya.
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Diferensiasi dari Power Series

Theorema 1:
Misal ada Power Series:
a, +a1x + azxz + a3x3 + o x™ 4 (%)

Jika setiap suku-suku deretnya diturunkan (didiferensialkan),
didapat deret baru:

a; + 2a,x + 3azx? + - + na, x4 o (k%)
Theorema 2:

1. Jika deret (*) mempunyai radius konvergensi R atau
mempunyai interval konvergensi (—R, R) maka deret
(**) juga mempunyai interval konvergensi (—R,R)

2. Jika untuk nilai x didalam interval konvergensinya
(—R < x < R) deret (*) mempunyai jumlah /, (x) dan
deret (**) mempunyai jumlah J,.(x) maka J,.(x) =
(J.(x))" atau J,.(x) sama dengan derivative / turunan
dari J,(x).

Contoh 11
1) Power Series:
1+x+x2+x3+x*+- (%)

DG dengan a = 1 dan [p| = |x]|

Deret turunannya:
14 2x + 3x% + 403 + -+ (x%)
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a. Deret (*) mempunyai interval konvergensi —1 < x <
1,
maka deret (**) jJuga mempunyai interval konvergensi
-1<x<1

b. Untuk x didalam interval -1 < x < 1,
Jumlah deret (*):
1
J-(0) =7

Jumlah deret (**):

1.0 = (L) = ;=)

— X

1
C(1-x)?

Power Series dari (x — ¢)

a, +a,(x—c)+a,(x— )2 +az(x— )3 + -+ (%)

Cara untuk mencari daerah konvergensinya dengan
dimisalkan (x — ¢) =Y, maka deret (*) menjadi
a, + a1Y + ayY? + azY3 + -+ (xx)

Contoh 12
1) Carilah daerah konvergensi deret

X—=2)+x—=2)2+(x—2)3+ (%)
Jawab:

Misalkan, (x —2) =Y, deret (*) menjadi =Y+ Y? + Y3 +

-+ (*x) merupakan DG dengan a =Y dan |p| = |Y| yang
akan konvergen untuk |Y| < 1 atau |x — 2| <1
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Jadi daerah konvergensinya:
-1<x-2)<1
atau
1<x<3

F.  Umpan Balik
1) Konvergen atau Divergen, selesaikan dengan tes

d’Alembert
a 144+
2 3

2 3
b. 245+ 4.
3 5

2) Konvergen atau Divergen, gunakan dengan tes
Cauchy

2\% | [3\3
a 1+(3) + () +
1 (2\% . (3)\°
b 2+() +(3) +
3) Konvergen atau Divergen, gunakan tes Integral
a 144+

1 1
b. 1+%+%+“'
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BAB IV
DERET FUNGSI TAYLOR,
MACLAURIN DAN BINOMIAL

A. Pendahuluan

Pada modul ini kita akan menyelidiki masalah yang
lebih  umum vyaitu fungsi manakah yang mempunyai
penyelesaian deret pangkat dan bagaimana menetukannya?
Kita akan memulainya dengan memisalkan suatu fungsi f
sebagai sembarang funngsi yang dapat kita nyatakan sebagai
deret pangkat.

B. Deret Taylor

Deret Taylor adalah merupakan deret pangkat. Bagian
terakhir suatu deret Taylor itu mewakili fungsi analitik. Dan
sekarang akan ditunjukkan bahwa setiap fungsi analitik bisa
diwakili oleh deret pangkat, yaitu deret Taylor. Ini membuat
Deret Taylor sangat penting dalam analisis kompleks.
Memang lebih fundamental dalam analisis kompleks daripada
di dalam kalkulus.

f(x) =Co+ Ci(x —a) + Cy(x — a)? + C3(x — a)® + -

Dimana
|x —al <R

Substitusikan x = a pada persamaan di atas sehingga akan
menghasilkan

f(a) =G
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Jika persamaan f (x) di atas diturunkan, maka akan di peroleh
sebagai berikut ini:

f'(x) =C; +2C,(x —a) + 3C;(x — a)? + 4C,(x — a)3 ...

Dimana
|x —al <R

Substitusikan x = a pada persamaan di atas sehingga akan
menghasilkan

f’(a) =G

Jika persamaan f'(x)di atas diturunkan, maka akan diperoleh
hasil sebagai berikut ini:

f"(x) =2C, + 2.3C3(x —a) + 3.4C,(x —a)? + -
Dimana
|x —al <R

Substitusikan x = a pada persamaan di atas sehingga akan
menghasilkan

f(a) = 26,

Jika persamaa f'’(x) diturunkan, maka kita akan peroleh
persamaan f'''(x) seperti berikut ini:

f"(x) =2.3C3+23.4.Co(x —a) + 3.4.5 Cs(x — a)?
+ oo
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Dimana
|x —al <R

Substitusikan x = a pada persamaan f'"'(x) di atas sehingga
akan menghasilkan

f”,(a) == 23C3 - 3' C3

Jika proses di atas dilanjutkan terus, maka secara umum kita
akan peroleh:

f™@=2x3x4x5x..xnxC,
atau
A O)

Cn n!

Jika f mempunyai penyajian deret pangkat di a, yaitu jika
fx) = Z Cp, (x—a)™, dimana |x — a|l <R
n=0

maka koefisiennya diberikan oleh:

_ M@

Cn n!

Catatan:

Koefisien ¢, di atas adalah tunggal. Jadi, jika f memiliki
penyelesaian deret pangkat dia, maka deretnya pasti
berbentuk:

(n)
F() =Y =2 (x-a)

n!
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Jika fungsi f(x) dapat diturunkan (didiferensialkan) terus
menerus dipersekitaran
x = a, maka f(x) tersebut dapat dinyatakan dalam bentuk
deret pangkat (Power Series) dari (x — a) yang disebut Deret
Taylor sebagai berikut:

_ 2
£ = @)+ S pay + i)

(x - a)3

flll( )+ ()

Artinya deret diruas kanan akan konvergen dengan jumlahnya
J = f(x). Perlu dicatat bahwa hubungan f(x) dnegan jumlah
deret Taylornya hanya berlaku (cocok) untuk nilai-nilai x
yang terletak pada daerah konvergensi deretnya.

Contoh 1
1) Perderetkan f(x) = 31—6 menjadi deret pangkat (x — 1)

Jawab:

Deret Taylor:

_ 2
Feo = f + T2y + Eo D ey
(x - )3 nr
D+

FE) =2 ) =1

-1
fE=—-f1)=-
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) =2 1) =2

-6 "
10 = 5 — 17 (1) = =6

1 (x—=1)
P T

+(x—-1D*=-(x-13+

Jawab Interval Konvergensinya:

Un+1
Un

lim

n—-oo

- [0
_nl—r>£10 (x — 1t

=limlx—1<1--1<(x-1)<2-0<x<2

n—-oo

x=0-1=1+1+1+... Deret Divergen

x=2—>%=1—1+1—1—>DeretDivergen (DG) |p| =
-1 =1

2) Perderetkan f(x) = e* menjadi deret pangkat dari
(x-1)
Jawabnya berupa deret Taylor dengan (x —a) = (x—1) atau
a = 1 sebagali berikut:
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_ _ 2
D pay+ B

_ 3
<x D iy

=f)+

Diferensial (Turunan)

fG)=e¥ - f(1) =e' =

)

fll)=e*-> flH) =e
fll(x) — ex N f”(l) =e

')y =e*- f"(1) =e
Jadi
x-1) (x-1)* (x-1)
e*=e+ 1 e+ T e+ 3 e+
Atau

ex=e{1+(x_1)+(x_1)2+(x_1)3+---}

1! 2! 3!

3) Carilah deret Taylor dari f(x) = 3x% + 4x — 2
Jawabnya berupa deret Taylor dengan (x —a) = (x—1) atau
a = 0 sebagali berikut:

f(x) =3x%2+4x—2
f'(x)y=6x+4

f'(x) =6
f’ll(x) — 0
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Untuka=0

f(0) = -2
f'(0) =4
f'(0)=6
f"(0)=0
£ =@+ S22 @+ By 4
_ 1 _ 2
f(x)=-2+ (x 1!0) 4+ (* 2!0) 6+0
4x  6x°>
f(x) =-2+4+ F + 7

f(x) = =2+ 4x + 3x?
Jadi deret taylor dari
f(x) =3x%>+4x—2
adalah
f(x) = =2+ 4x + 3x?

4) Perderetkan
fx) =x3—2x2+5x—7

Menjadi deret pangkat (x — 1)

Jawab:
Berupa Deret Taylor (x —a) = (x —1) ataua =1
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Fo) = 1@ + E= D@y + E- D o)
+(x_ ) f”’( )+
Fo) = )+ S Dy + ED gy
(x_1)3 nr
+ D a4

Diferensial (Turunan)

f) =x3—2x2+5x—-7>f(1)=1-2+5-7=-3
flx)=3x2—4x+5->f'(1)=3-4+5=4
fl)=6x—4-f"(1)=6—4=2
") =6-f"1)=6
") =0-""1)=0

(x—1) (x — 1)* (x—1)°
1! 3!

f0) = =3+ B+ @+ ©

+0

f)=-3+4(x—-1D+(x—-1D?+ (x—1)3
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C. Deret Maclaurin

Sebenarnya Deret Maclaurin masih berhubungan erat
dengan Deret Taylor. Deret Maclaurin merupakan kasus
khusus jika (a = 0) maka deret Taylor berubah menjadi deret
Maclaurin sebagai berikut:

2 3
FG) = F(O) + T /(0) + 5 £7(0) 45 £/ (0) + -+ (6)

Deret Taylor atau Deret MacLaurin ini sangat bermanfaat
dalam metode numerik untuk menghitung atau menghampiri
nilai-nilai fungsi yang susah dihitung secara manual seperti
nilai sinx, cosx, e*, logx, atauln(x +1). Tentu Kkita
tidak akan bisa menghitung nilai-nilai fungsi tersebut tanpa
menggunakan bantuan kalkulator atau tabel. Dalam modul ini
menjelaskan mencoba untuk mendekati fungsi-fungsi tersebut
menggunakan Deret MacLaurin.

Contoh 2
1) Perderetkan f(x) = e* menjadi deret pangkat dari x,
kemudian cari interval konvergensinya.
Jawab:
Deret Maclaurin

FG) = FO + 27/ 45 /0 + 5 p7(0) 4 (o)
yang dicari sebagai berikut:
fe)=e* - f(0)=e =1
f)=e > FO)=1
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fll(x) — ex - fll(o) — 1

Didapat:
x x? x3
=1 +E(1) +;(1) +§(1) + ..
atau
x x? X8
x — -
1+1'+2|+ + e (%)

Untuk mencari interval konvergensinya, dengan Tes
d’Allembert sebagai berikut:

Um+1)

n

untuk setiap nilai x, karena 0 < 1 maka deret konvergen untuk
setiap x atau konvergen untuk —oo < x < 400

Kesimpulan:
2 x3

x
e* = 1+x+§+—+ - (%)
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berlaku untuk —co < x < +0

Catatan:

2 3
dari deret Taylor e = 1+x + -+ + - (++) dapat
dibentuk deret-deret baru antara lain:

a. Jika x diganti y didapat:

2 3
yoy
Yy — 4 4.
e = 1+y+7r+50+
b. Jika x diganti - x didapat:
x? xB
—-X — _ _— — e
ert=1—x+ 517 3] +

c. Jikax = 1 didapat:
_ 1 1
e—1+1+§+§+'"

e = 2.718 disebut bilangan e / bilangan Napier.

2) Ekspansikan f(x) = sin x menjadi deret Maclaurin.

Jawab:
Deret Maclaurin:

2 3
FG) = F(O) +T£/(0) + 57 £7(0) + 5 £/ (0) + -~

Diferensial (Turunan)
f(x) =sinx > f(0) =sin0 =0
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f'(x) =cosx - f'(0) =cos0=1

f"(x) =—=sinx > f"(0) =—sin0=0
flll(x) = —cos — flll(o) = —cos0=—1

f(x) = sinx > f(0) =0
fP(x) =cosx - fY(0) =1
FUi(x) = —sinx - fY{(0) = 0
fUi(x) = —cosx - fYi(0) = —

Didapat deret Maclaurinnya:
x x3 x> x7

smx—F—— E_;-I_

Untuk mencari interval konvergensinya, dengan Tes
d’Allembert sebagai berikut:
Umn+1)

lim

n—-oo

n

_ x?"1 2n—1)!
oo [(Zn+ DI x2n 1
n—-0oo

=0<1
untuk setiap x, jadi interval konvergensinya: —oo < x < +o0
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3) Dengan cara serupa dapat dicari deret Maclaurin
dari f(x) = cos x, dapat dibuktikan sebagai berikut:

x% x* «x®
cosx=1—5+z—a+---

interval konvergensinya: —oo < x < 400

Jawab:
f(x) =cosx

f'(x) = —sinx
f'(x) = —cos x
£ (x) = sinx
£"(x) = cos x

Jika £ (0), maka
f(0)=1

f(0)=0
fl/(o) =1
f///(o) =0
f””(O) =1

dst
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Jadi

2 x4 X6 X8

f(x)=cosx=1—a+z—a+§—--

4) Deretkan sin?x dalam deret Maclaurin !
Jawab:

f(x) = sin?x : f(0)=0
f'(x) =2sinxcosx =sin2x ; f'(0) =0

f"(x) = 2 cos 2x ; f'(0) =2

f""(x) = —4sin2x ; ") =0
f""(x) = —8cos 2x ; f""(0) =-8
f"""(x) = 16sin2x ; f"0)=0

f”””(X) = 32 cos 2x : f”””(O) =32
dst
Jadi
., 2x* 8x*  32x°
S TR TR T

5) Perderetkan In(1 + x) menjadi deret Maclaurin
Jawab:

fG)=In (1+x) - f(0O)=In1=0

fO=0; = fO=15=1

f'@) =gry = (0 =-1

(1+x)2
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flll(x) — f/l/(O) —_ 2

(1+x)3

[ = g = f¥(0) = —6

Deret Maclaurin:

flx) =f(0)+— f (0) +Z f”(O) +Z f”’(O) + -
Didapat:
X x? x3 x*
In (1+x) =0+E(1)+§(—1)+§(2)+Z(—6)

x x?> x3 x*
ln(1+x)=1—?+?—z+---

Interval Konvegensinya: —1 < x <1

6) Cari deret Maclaurin dari

fa =21

Jawab

Deret Maclaurin dari:
x2 x3 x*

x
f=e*=1+=+++ -+

1 207 30 4l
x xz x3 4
X __ —_ —_ N —_—
R R TR TR
ik S +x2+x3+ i
X 2! 3! 5!
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e Formula Euler: etV = e*(cos y + i siny)

Bukti dari:
x x* x3 x*
e* = 1+F+?+§+Z+“’
didapat
: iy  »? @) @
y — =2
A TR TR TR TR
dengan
i=v-1
Mengingat:
i?=-1i®=—i;i*=1; i°=i,dst
Maka:
2 3 4 5
; yr oy Yy Ly
iy — A AN A
eV =1+ 1y T 13!+4!+15!...
Atau

ex+iy — exeiy = ex((COS_'y) +i (Slny))

D. Deret Binomial

Deret Binomial merupakan salah satu bentuk khusus
dari deret Maclaurin. Deret binomial merupakan suatu
perluasan dari teorema binomial yang berbentuk (a+b) dalam
bentuk deret tak hingga, kemudian dengan mengambil nilai
a=1 dan b=x untuk menyatakan (1 + x)™ dengan m adalah
bilangan real, maka diperoleh deret binomial yaitu: (1 + x)™
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=1+ ..., berlaku untuk semua nilai x dengan [x| < 1.

Deret Binomial adalah deret Maclaurin dari f(x) = (1 + x)™
f)=A+x)" - f(0)=1
ff)=m@+x)™1> f(0)=m
frf)y=mm-1DA+x)™?> f"(0)=m(m-1)
f"x)=m@m—-1Dm-2)1+x)™3-> f"(0) =
m(m-—1)(m—2)

Deret Maclaurin:
x x? x3
fG) = £O) + 7 (0) + 57 (0) + 5 £(0) +

Sehingga didapat deret Binomial:

1+ m_1+m +M 2
A+ =1+ 21
+m(m—1)(m—2)

3!

x3 4 ... (*)

Jika m bulat positive maka banyak suku deret berhingga,
berbentuk polynomial terdiri atas (m + 1) suku.

Contoh 3
1) m =1 - deretnya

(1+x) =1+ x (2 suku)

2) m = 2 — deretnya
(1+x)?2 =1+ 2x + x? (3 suku)
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3) m = 3 — deretnya
(1+x)%=1+3x +3x%+ x3 (4 suku)

4) m = 4 — deretnya
(1+x)* =1+ 4x + 6x? + 4x3 + x* (5 suku), dst

Ingat susunan segitiga pascal

1 5 10 10 5 1

Jika m bulat negatif atau pecahan maka deret Binomialnya
mempunyai tak berhingga banyak suku (infinite series)
dengan:

_m(m—l)(m—Z)...(m—n+2) -
n= (n— 1! x

Dengan Tes d’ Alembert dapat dicari radius konnvergensinya

U
lim Z(n+1)
n—-oo n
i mm-—1)..(m—n+ 1)x™ (n—1)!
= e n! ‘m(m-—1).(m—n+2)x"1
o m—n+1
= lim |— ||
n—oo n
= |x|
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jadi deret Binomial (*) konvergen untuk |x| < 1 atau —1 <
x<1

Contoh 4
1) Carilah deret Binomial dari f(x) = ﬁ
Jawab:

=(1+x)7"
1+x ( *)

jadi jawabnya deret binomial dengan m = —1

" m_ q m m(m —1) 5
A+x)™= +1!x+—2!
mim-—1)(m—2
N ( )( )x3+

3!

1+x)1=1+ (_11) X+ (_11)_(2_2)x2

1
——=1—-x+x2—-x3+--
1+x

berlaku untuk -1 <x <1
Misal untuk
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2—1 +1 1+
3 4 8
Untuk
1
=73
=1 (-3 (-3) - (-3) +
1~ 2 2 2

2—1+1+1+1+
- 2 4 8

2) Cari deret Binomial dari f(x) = \/11+_x

Jawab:
1
=1+x)2

1
v1+x
jadi jawabnya deret Binomial dengan m = —%

(-2),,(2)(2)

1
1+x)2=1+ 1 x+ T

(DD,

X
* 3!
1 1 1.3 1.3.5 1.3.5.7
_=1__x+_ 2 __ =2 3+_ 4 _ ...
1+x 2 2.4 2.4.6 2.4.6.8
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Misal untuk
x=0,1

1 _ 1 1<1)+1.3<1) 1.3.5( 1 )+
1,1_ 2\10 2.4\100 2.4.6\1000

untuk

x =-0,1

1 _1+1<1)+1.3< 1 )+1.3.5( 1 )+
00 2\10/  2.4\100/ " 2.4.6\1000
Jika x diganti —x? didapat deret binomial sebagai berikut:

1, 1,13, 135
Ji—x2 2% T24% T2%6
135..@n=1) ,,

24.6..2n

x6 +

3) Cari deret Binomial dari f(x) = %

Jawab:
1
fG)=3 (2 —x)
2(1—%x)
3 1
f(x)=§ 1
1 —EX
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Dengan mengganti x dengan — %x

Maka — menjadi( 11 )
1+x 1—5x
1
14+ x

=1—-x+x%—-x3+--

—1+1 +1 2+1 3+
= Zx 4x 8x

Didapat deret Binomial dari

e =5
Atau
3 1
1—-5x
2
Menjadi
3 3 1

—3(1+1 +1 2+1 3+
T2\ T2 Ty Tyt
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E. Menghitung Integral dengan Deret

Contoh 5

=In3—-In2—-In1+1In2
=In3—-In1l
=1In3
=11

3
5 1

1-(Gx-D+x-1D2 =-(x—-13+ - }dx

Nl'—‘\ NI

={x—%(x—1)2+%(x—1)3—%(x—1)4+---}
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Rumus Integral Parsial:

*) [ x cos x dx i’ u=x - du=dx
dv=cos xdx » v =sinx

fudvzuv—fvdu

= xsinx—fsinx dx = xsinx + cos x

Contoh 6
1) f01 e*dx
j— X 1
=e*|,
—el — g0
=e—1
=2.718—-1
=1.718
Jika dihitung dengan deret:
1+x+x2+ﬁ+@4+
11 21 31
! 2 x3 4
Jexdx= (1+x+— T + = 3l +Z+---)dx

0

leilei e L !
= (@ tgxt tex ot h o ox ) |

L I
26 24 120

=1.718
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2) fol xe*’ dx

substitusi y = x?

dy = 2x dx
1
xdx—zdy

x=0->y=0;x=1->y=1
1

[ Lo

0

_1y|1
~2% o

1
=§(€—1)

1
=-(1.718 ..
(1718 ..)

= 0.859...
Jika dihitung dengan deret:

_ 1 x?> x* x® «xB
+F+?+§+—+

2 +x3+x5+x7+x9+
xeX =x+—+—+—+—
1 2 6 24

1 o ox? g, — (1 X0 X x
foxe dx—f0 (x+1+2+6+24+ ) dx
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<1 +1 +1 +1 +1 T )|1
X T g X 0

—1+1+1-F1+ 1+
2 4 12 48 240

= 0.859...
1 2 .-
3) f e* dx, dlhltung dengan deret

6 x8
f x dx_f(1+—+—+z+ﬂ ) dx

U P S S BPRE
B RR T LR T LT v S I

1+1+1+1+1+
B 3 10 42 216

= 1.457 ... » dibulatkan 1.46

4) Jgsinxdx
n
= —cosx |2

[
= —(cosE —cos 0)

=—-(0-1
=1
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Dihitung dengan deret:

o x X xS x
51nx—ﬂ—§+§—ﬁ+-~

7

Y
2
_ d_fx x3+x5 p
sinx dx = (1 ¢t 120 ) dx

0

o — iy

A
1 1 1 =5
— 2 ah 46 _ ... |2
2X T T 0
1 1 m\4 1 =
— (N2 ___ (= — ()% —...
2(2) 24(2) +720(2)
=1
5) fZcosx dx
n
= sinx |2
0

I
= (sinE— sin 0)
=(1-0)=1

6) Hitung fol % dx (sampai 3 desimal)

x x3 x°

sinx=E—§+§—---
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51 71

3 x3 N x> x’ N |1
“\* 73317551 771 0

- (+-55+ 205
N 18 600

fﬂdx—f(1——+———6+ ) dx

—0.946
7) folsin(xz) dx =
j( T ..)dx
1 1 1 1
— (2.3 _ 7 11 _ ..,
G —731* T s ” )Mo
101 . 1 o
T3 42 1320 N

8) fO 1+x2

dx
1
2
fl—x +xt —x6+ ) dx
0

1 1 1
= (x—§x3+§x5—§x7+-~)

O N

124



1 1 1 1

=27 24160 goe T T 0404

O
9) f02 ey dx =

f(l +x)2dx=—(1+x)"t
0

1
___1 3
@A+x)|o0
--(5-1)
- \3
_1
3
Deret Binomial m = —2,
;=1—2x+3x2—4x3+---
1+ x)2

1

N

1
(1+x)2

O\NIH

dx=f(1—2x+3x2—4x3+---) dx
0

1
=(x—x2+x3—x*+-) (2)
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1
3

0 J i = 53004305347+

1
1+x2

Padahal [ dx = arctg x

jadi arctg x = x —1x3 +1x5 —ox’ 4+
3 5 7

11) f02 x cos x* dx
Jawab:
substiitusiy = x?
dy = 2x dx
1
xdx = Edy

x=0->y=0danx=2-> y=4
1 4
:E.fo cosydy
1 |4
_Zsmy0

1
=3 (sin4 —sin0)

=-0,378

2
f x cos x% dx
0
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Dihitung dengan Deret:

64 4 1024 65536 N
12 240 10080

=-0,378

Kesimpulan rumus Deret Binomial:

m mm-—1) ,
(1+xm=1+ﬁx+T
+m(m—1)(m—2)

2!

x3 + .-
(1+xH)t=1+ (_1|1) x? + (_1)2(|_2) x*

(EDEDED

=1—-x?+x*—x°+.-
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1)

2)

3)

4)

5)

6)

(ax + b)™*1
f(ax+b)m =W+C

Umpan Balik
Konvergen atau Divergen deret berikut

o )

Carilah interval konvergensi deret berikut

2 3 4
a, Z4& &0 @0
3 6 9 12

Carilah deret Taylor menjadi deret pangkat (x — 1) dari:

Fo) =~

Carilah deret Maclaurin dari:

Flx) = 1 —cos2x

Hitung Integral dengan deret
2
a. fol x e *dx
b. fol x? sin(x?) dx

Carilah Deret Binomial berikut
1

a f) =y
b. f(x) =
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Petunjuk untuk soal latihan:
1. Pakai syarat perlu Konvergen atau tes Cauchy

2. Pakai tes d’Alembert (yang disesuaikan) untuk deret
fungsi

3. Deret Taylor dengan (x —a) = (x — 1)
4. Carideret dari f(x) = cosx

f(x) = cos 2x - f(x) = 1 - cos 2x > f(x) :#
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[Halaman Ini Sengaja Dikosongkan]
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BAB V
FUNGSI PERIODIK DERET FUNGSI

A. Pendahuluan
Dalam kehidupan sehari-hari banyak kegiatan kita yang

melibatkan funsi priodik seperti dalam pengukuran
gelombang, kelistrikan, bunyi dan lainnya. Dalam matematika
fungsi  priodik  dipelajari  jika Anda  membahas
tentang sinus dan cosinus. Agar menambah pemahaman,
dalam Bab ini kita akan bahas mengenai fungsi
priodik sinus dan cosinus. Fungsi priodik juga dapat disebut

sebagai deret fourier.

B.  Fungsi Periodik
Fungsi f (x) disebut fungsi periodik dengan periode p.

Jika “p” adalah bilangan positif terkecil sehingga berlaku
flx+p) =f(x)

Sebagai perluasannya maka

w=flx=2p)=f(x—p) =fx)=f(x+p)
= f(x+2p) = f(x+3p) = -

Jika f (x) periodik dengan periode p maka grafiknya akan
berulang bentuknya setiap interval sepanjang p
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L1/ 1

A X I

2T

Gambar 5.1. Fungsi Periodik dengan Periode p

Beberapa contoh fungsi periodik antara lain:

1. f (x) = sinx — fungsi periodik dengan periode p =

..=sin(x —4m) = sin(x — 2mw) = sinx = sin(x + 2 m)

=sin(x +4m) =sin(x + 6m) =.

Grafiknya akan berulang bentuknya setiap panjang interval

0 : v -x
-1

Gambar 5.2. Fungsi Periodik dengan Periode 2
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2. Gambarkan fungsi periodik f (x) dengan periode 4

yang didefinisikan sebagai berikut:

f(x)=xuntuk -2 < x <2

| Y I ' |
I nry B I

s /]

VA |/ I .

VA 2/ 1/ |
WZ——E_‘:@__:/ O _+

' | | I |

ll | A 1 J

T I Y Y

Gambar 5.3. Fungsi Periodik dengan Periode 4

3. f (x) = cosx juga fungsi periodik dengan periode 27

.. = cos (x — 4m) = cos(x —2m) = cos x =

cos(x +2m) = cos (x +4m) = ...

133



N

=

Gambar 5.4. Fungsi Periodik dengan Periode 2
4. f (x) = tg x, fungsi periodik dengan periode 7

- e e e ———
e ———— — ————————

—
—
—
-

Gambar 5.5. Fungsi Periodik dengan Periode
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5 f (x) periodik dengan periode-periode yang
didefinisikan sebagai berikut:

O untuk0<x<1
luntukl1<x <2

£ e =1

<

]
]
|

|

N
-
o
=
N
w
»
wn
n

,_._
-
‘—

—

N -
N ==
N ==

-

Gambar 5.6. Fungsi Periodik dengan Periode 2

C. Deret Fourier

Perderetkan dari fungsi f (x) yang periodik, jika fungsi
f(x) terdefinisi pada interval (-L,L) dan diluar interval tersebut
f(x) periodik dengan periode 2L. Bentuk umum deret Fourier
dari  fungsi f(x) dengan periode 2L (yang
terdefinisi/didefinisikan pada interval (-L,L))

[o9)

f(x)—TO z{ancosnLﬂx+b sin =% }(*)

n=1
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Secara panjang dapat ditulis sebagai berikut:

fx)
s LT 2
:&4- alcoszx+blsmzx+a2c057x+ .
2 o 2m 3 - 3r
bzsme+a3 cosTx+bgsme+---
*)

a,, an b, dinamakan Koefisien Fourier yang dicari dengan

rumus-rumus sebagai berikut:

L
a, =% ff(x) dx
L

L
1 nm
an =7 ff(x) cos—-x dx
-L

L

b_lf()_mt d

n=7 fxsmLxx
“L

(**)

Fungsi f(x) disebut fungsi genap jika f(—x) = f(x) untuk
setiap x. Fungsi f(x) disebut fungsi ganjil jika f(—x) =
—f(x) untuk setiap x.

Jika f(x) fungsi genap maka bn = 0 sehingga yang muncul
hanya suku-suku yang mengandung cosinus (Suku-suku

dari an).

136



Jika f(x) fungsi ganjil maka an = 0, sehingga yang muncul
hanya suku-suku yang mengandung sinus (suku-suku
dari bn).

Perhatikan:

(*) dan (**) diatas untuk f(x) dengan periode 2L

(*)Jika f(x) mempunyai periode 2t — artinya 2L diganti 2
atau L diganti

maka (*) dan (**) diatas menjadi lebih sederhana (dengan cara
mengganti L dengan m) sehingga didapat (*) dan (**) baru
yang lebih sederhana sebagai berikut:

Untuk periode 2 (f (x) terdefinisi pada interval (—m, )):

f(x)— Z ancos—x+b smn%x}

f0) =2+ Xitoi{an cos(nx) + by sin(nx)} (*)
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i

a, =% jf(x)dx

-7

T
1
n =— ff(x)cosnx dx
-1

Vs
1
b, = ff(x) sinnx dx
-7

(**)
Contoh 1
1) Diketahui fungsi periodik f(x) dengan periode 4
terdefinisi / didefinisikan sebagai berikut:

£ oo =}

0 untuk —2<x<0
3untuk 0 < x < 2

a. Gambarkan grafik f(x)
b. Carilah koefisien-koefisien Fouriernya
c. Tulisakan deret Fouriernya
Jawab:
a. Periode 2L=4, maka L=2
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Gambar 5.7. Fungsi Periodik dengan Periode 2L

b. Mencari koefisien-koefisien Fourier a,, a,, b,.
Periode 4 = 2L, maka L =2

Rumus-rumus yang dipakai:

T L

2
a, =% ff(x)dx

1 0 2
=—{f de+f3dx}
2 -2 0
_1f23d 1 ; |2
=7), 3 =709,

1 2
a, =§(3x)|0
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1
=§(6—0)

=3-a,=3
1

° a,=- f_LL fx) cosnL—ﬂx dx

2
1 nm
n =5 fx) cos —-x dx
)

—1f00 T d +f23 Td
—2 _ZCOSZxx OCOSZxx

_3[2 nnd
—zocoszxx

3/2  nm 2
=—(—sm—x>|0

2\nm 2
_3 . nm |2
—nnsmzxo

3
_ 2 _<in0
— (sinnm —sin 0)

=0
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a,=0->a,=0,a,=0,a3=0,a,=0..

e b, = %f_LLf(x) sinnL—nxdx

2
b_lj()_nnd
n=75 fx smzxx

-2

—1f00 in d+f23'n" d
—2 , Slnzxx OSIrlzxx

_sz_nn p
—zosmzxx

_3( 2 nm )|2
2\ 2% o

=——Cc0S—X
nm 2

3 nm |2
0
=—— —cos0
— (cosnm — cos 0)
cos0=1

_>{ {nganjil,cosnn =-1
cosnmw —
n genap,cosnm = 1
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3
b, = —— —cos0
n — (cos nm — cos 0)

.. 3 6 6 6
n ganjil, bnz—E(—l—l)zgeblzg, b3=§,...

3
n genap, b, = _E(l —1)=0- b,_0, b,_0, ...

c. Deret Fouriernya:

s t b si T 4 21
a, cos—x sin—x + a, cos—x

_ 20 L
flx) = 2 + o 2m 3 _3m
+b, Sin—-x + asz cos =X + b3 Sin——x + -

3 6 T 6 3n
=§+{0+;sin5x+0+0+0+—sin—x+-~-}

3r 2
()_3+ T +6 ~3m N
fx—2 nsmzx 3nsm2x
()_3+6(_ T +1 ~3m N )
fx—z —|\singx +3 sin—-x

2) Perderetkan ke dalam deret Fourier

0, —nTt<x<0
sinx, O0<x<m

oo =
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(Periode 2m, L = m)
¢ 4y =17, FGOdx

0 11‘[
dex+—fsinx dx
T

-1 0

SR

a, =

1 T
—;[—costO
1 2
=—(1+1) ==
T T

¢ a,=- ffnf(x) cos(nx) dx

R
0

Vi
1 1
a, = p f 0 cos(nx) dx + gf sinx . cos(nx) dx
0

-1

n n?

1 lsinx .sin(nx) N cos x . cos(nx)
I

T
1.
+ n—zf sin x . cos(nx) dx‘
0
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_ n? (sin x .sin(nx) N CoS X . cos(nx)) T

T (n?-Drm 0

n n?

i
1
cara lain: (1 ——2) f sinx. cos(nx) dx
n
0

1 (sinx .sin(nx) 4 cos x .cos(nx)) s

T n n2 0

T

jadif sinx . cos(nx) dx
0

n? 1 /sinx.sin(nx) cosx.cos(nx)\m
- (i e
n2-1mn n n? 0
sin x \ cos(nx)
oS X sin(nx)
\ n
. —cosnx
—sinx —
n
_ 1+4cos(nm) -2

M2 —Dr _ @n?—Dn (= 0 untuk n ganjil)

e b, = %ffnf(x) sin(nx) dx
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0 4
1 1
b, = - f 0sin(nx) dx + Ej sin x sin(nx) dx
-7 0

n n2

1 l— sinx . cos(nx) N cos x .sin(nx)
i

1
11
+ FJ sinx . cos(nx) dx‘
0

o on? (—sinx .sin(nx) | cosx .sin(nx)) s
T (n2-Dm n n2 0
= Quntukn >1
_ cosm.sin(nr)  —1 sin(nm)

m2-1Dnr  ?-Drn

_ —1mcosm _ 1

21 2
Deret Fourier yang ditanyakan:

co

cos 2(nx)
s (22 = 1)

sin x
2

1 2
f(x)ZE-I_ -

n=
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. ()_1+sinx
aaufx—n >

2(c052x+cos4x+cos6x+ )
22—1 42—-1 62-1

T

3) Perderetkan menjadi Deret Fourier

2
w
f(x)— 0 —§<x<§
1 E<x<7T
2
(periode 27, L = m)

Gambar 5.8. Contoh Soal Fungsi Periodik untuk Periode
2
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2
AGnen-)

1 ,m nmx
e a,= ;f_nf(x) cos —dx

T

2

1 nmx
a, == —1.cosde

-1

N

A

nmx nmx
+ fO.cos—dx+]1.cos—dx
T T

VA V(3

2
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ST

T

1
== f —1.cos(nx) dx + f 1. cos(nx) dx
Y

-7 =
2

1 sin(nx) —Tn 1sin(nx)|m
|y e
T n -n It n I35

1sinnE 1sinn£
= - 2| _ p— 2 (sin(nm) = 0)
=0

e b, = %f_nnf(x) sin%dx

_r
2 4

1 . nmx . nmx

=— | —1.sin—dx .sin——dx

b, 1 dx+ | 1 d

s I8 I8
- %

_ [1 cos nx _Tﬂ ll cosnxJn

T
T n - T n 7

_ l 1 nm J ll nm J
ll (cos > COS N1r) 7T(cosmr cos 2)
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= E(cos7—cosnn)
b 2
o
b = 2
T @
b, = 2
> 3m
b, = 2
*7 5n
dst ...

jadi f(x) = %(2 sinx — 2sin2x + %sin 3x — %sin 5x + -
4) Perderetkan

0-0<x<?2
fx)=41-2<x<4
0-4<x<6

(Periode 6, L = 3)
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Gambar 5.9. Contoh Soal Fungsi Periodik untuk Periode
3L

e a,= %f;f(x)dx

Q
o

Il

|
o

—
o
Q
=
+
N—

6
2dx+f0dx
4
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FTIS

1 6 nmx
a, = Efo f(x) cos —=dx

2 4

1 nix niwx
an=§ 0 cosde+ 2 cosde
0 2

6
nmx
+f0 cosde

4 Znm

= (sin T)

_4nm o 2nm
(smT = —smT
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e b, = %f(ff(x) sin%dx

2 4
b, = fo in = g +f2 in 2% g
n=3 sin 3 X sin 3 X

0 2
6
nmwx
fO sin—dx
3
4
4
nwx
= fz sin—dx
2
{2 nmnx 4}
cos )
_—2( Inm 2n7r>_
— cos 3 cos 3 )=
4nn_ 2nm
(cos 3 = Cos 3)
Jadi:
nm nmwx
flx )————Z —(sm—cos—)
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5) Perderetkan menjadi deret Fourier:

2, —2<x<0
f(x)_{x, 0<x<?2

(Periode 4, L = 2)

[ee]
nm
fx) = 70 + z ancos—x + bnsm—x}
n=1 T
Y
1
I 1 1 : 1
e A
| { i ! :
-6 -4 . 0 2 Y 6

Gambar 5.10. Contoh Soal Fungsi Periodik untuk
Periode 4

0 2
1 1
aO:E 2dx+§ x dx
-2 0
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_ |0 +1 5|2
272" o
=2+1
=3
1 (2
an =3 [ , f(x) cos—=dx
0 2
_1]2 nnxd +1] nnxd
n =3 .cos——dx + 5 | x.cos——dx
4 _nnx]O_I_l 2x . nrrx_l_ 4 nmx
(nnsm >y 2(nnsm 5t 73005
4
[nznz (cosnm — 1)] (cosnm = 0, untuk n genap)

154



e b, = %f_zz f(x) sin%dx

0 2
b 1]2 _ nnxd +1J _ nnxd
== .sin—dx + = | x.sin—dx
n=73 T 2 mn=
=2 0
-2 nmxy 0 1( 2x nnx_l_ 4 nnx
= —CoS— —(——cos sin
nm 2 1-2 "2 2 n2m? 2
-2 2 -2
=—+4 —cosnm +—cosnm
nmw  nm nm
_—2
nm
. nmx
X sin—-
1 _—Zcosﬂ
nm 2
0
-4 nnx
nznzsm >
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Jadi:

4 < 1 (2n — 1)mx
_ZZ (2n — 1)2 2

Atau dapat ditulis:

3 4/1 mx 1 3mx 1 S5mx
f(x)ZE—F(FCOS7+§COST+?COST
+)
2/1 T 1 21 1 3

—;(ISULEX +§sm7x + §sm7x + )

6) Perderetkan
f(x) = x?, 0<x<2m

(Periode 27, L = m)

Penyelesaian:
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Gambar 5.11. Contoh Soal Fungsi Periodik untuk
Periode 2m

o a,==["f(x)dx

T
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1 ~27 nmx

= —f x?.cosnx dx
i

0

1 xz ] 2x 2 . 2m
= —|—sinnx +—cosnx — —sinnx
I n n 0

x2 cos nx
2x

1 .
—Sin nx
n

-1
— COSnx
n

/ /]

158



-1 .
—Sinnx
n

b, = %foznf(x) sin = dx

T

0

1(—x2 +2x _ N 2 )|2TL’
= — (——cos nx + — sin nx + — cos nx
TS n n2 n3 0

T
4
n
x2 sinnx
\ 1
2x ——CO0S nx
\ n
-1
n
1
0 — cosnx
n
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Jadi:

()_2_4n2+°° 4 am
flx)=x*= 3 (nzcosnx nsmnx)

n=1
7) Perderetkan menjadi deret Fourier:

X, O<x<m
X — 2m, n<x<2m

oo ={

(Periode 2m, L = m)

Penyelesaian:

e a,= 1foznf(x) dx

T

2

s
1 1
aozgfxdx+;J(x—2n)dx
0 T

_1|1 2|T[+1|1 ) 227‘[
_Tl'Zx 0 7T2(x ) n

- -den]
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—x — 27 \ cos nx

sinnx
1
\ i
—cosnx
0 2
n

e a,= %foznf(x) cos nx dx

21

T
1 1
a, =—| xcosnxdx +—| (x — 2m) cosnx dx
I n
0 0

1|x | 1 T
——l—smnx+—2cosnx“
min n 0

1lx—27r 1

) 21
+— sinnx +—2cos nx
T n T

111
=—[—2cosnn—
wiln

1 1 1
n—2+ﬁ—ﬁcosnnJ

=0

e b, = %foznf(x) sinnx dx
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T

1

E.]-x sinnx dx + — j(x—Zn) sinnx dx
0

1[ X 4 1 . J|
= —|——cosnx + —sinnx
n n? 0

T
1| x—-2m 1 21
—|— cosnx +—251nnx
T n
= —l—cosnn ——cosnn

—2
= —cCcosnm
n

Deret Fourier yang ditanyakan:

sinx sin2x sin3x

) = 205 -5+ )

8) Perderetkan

oo ={%
(Periode 4, L = 2)

Penyelesaian:

0<x<?2
8, 2<x<4
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Gambar 5.12. Contoh Soal Fungsi Periodik untuk

Periode 4

04 f(x)dx

J

1
2

Qo

(16 — 32 + 16)

1
2
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nmx

—f f(x) cos —=dx

2 4

1 nmx nmx
an =3 f8. cosde—f& cosde
0 2

{ ) mrxJ l . nmx }
= —sin— sm—
0 nm

= 0 (sinnmt = 0)

b, = %f:f(x) sin% dx

2 4

1 . nmx . nmx
b, == ]8. sdex—]S. sdex

-2 nmx| 2 2 nnx| 4
=4{l—cos— +l—cos— }
2 10 T

=—(—cosnt+1+1—cosnm)
nm

16
= — (1 — cos nm)
nmw
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32
— “l, — _1 n
- (n ganjil, cosnm = (=1)™)

Jadi:
32 S sin (2n —Zl)nx
fe == 2n—1)
n=1

Atau dapat ditulis:

32 sinH sin 3mx sin STX

_ 24 2 2 2
flx) = p 1 + 3 + c +

9) Perderetkan menurut deret Fourier

foo =

—X — T, —n<x<0

periode 2w, L =

Penyelesaian:

® 4y = %ffn—f(x) dx
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0 T
1 1
a0=E f(—x—n)dx+;j(x+n)dx
-1 0

B | 5 |0 +1|1 24 |7r
=—|TpXt x|t Xt x|
1|1 1|1
— |22 _ 2l L 2|22 2
—T[lzn [ +ﬂ_27r +7TJ
= x|y 1] +x3+1
I VR A )
=m
. anziffnf(x)cosnxdx
0 T
1 1
an=;f(—x—n)cosnxdx+;f(x+n)cosnxdx
-7 0
1 sinnx
=—(—x—m)
1 —cosnx|0 +1 (x + )sinnx
=D n? |-m n(x e
—cosnx_|m
-W—)|,
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| n? n? T| n?

= 2D - 1)
nem

= n_Z_Tl' Untuk n ganjil

dan sama dengan 0, untuk n genap.

B RN
n

X - cos nx
\ Lsi
-1 =sinnx
n
1
0 — COS nx
n

e b,= %ffnf(x) sinnx dx

0 T
1 1
b, = f(—x—n) sinnxdx+;f(x+n) sinnx dx
-7 0
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1 —cosnx
=—(—x—m)
T

—sinnx —CoS nx

-0 D b2k

—sinnx |T[
0

n? n

-

nZ
1 1] 2

=Bl 2l e
= 1-D) —2(-D" + 1)

= 21— om
n

= ;,untuk n ganjil

= 0,untuk n genap

Deret Fourier yang ditanyakan:

()_n 4<cosx+0053x+c055x ) 4sinx
f=5-2\71 32 52 1

sin 3x N sin 5x N
3 5 )
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1)

2)

3)

Umpan Balik
Deret Fourier
Diketahui: Fungsi Periodik f(x) dengan periode 2m
didefinisikan sebagai berikut:
luntuk —m<x <0

f(x)={ Buntuk0<x<m
a. Gambar grafiknya

b. Carilah deret Fouriernya

Perderetkan

Fe ={

Kedalam Deret Fourier

sinx, —T<x<0
0, O<x<m

Periode 2w, L=
a. Gambar grafiknya
b. Carilah deret Fouriernya

Perderetkan

f ={

Periode 2, L = &

cos x, O<x<m
0, n<x<?2m

a. Gambar grafiknya

b. Carilah deret Fouriernya
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BAB VI
FUNGSI GAMMA DAN FUNGSI BETA

A. Pendahuluan

Fungsi gamma dan beta merupakan fungsi-fungsi
istimewa yang sering muncul dalam pemecahan persamaan
differensial, proses fisika, perpindahan panas, gesekan sumber
bunyi, rambatan gelombang, potensial gaya, persamaan
gelombang, mekanika kuantum dan lainnya. Fungsi gamma
dan beta merupakan fungsi dalam bentuk pernyataan integral
dan mudah untuk dipelajari. Kedua fungsi ini biasanya
dibahas secara rinci dalam fungsi bilangan kompleks. Dalam
Bab ini hanya dibahas secara definisi dan sifat-sifat sederhana
yang dimiliki fungsi tersebut. Banyak masalah integral yang
dapat diselesaikan dalam bentuk fungsi gamma atau beta.

B.  Fungsi Gamma (t)

Fungsi gamma sering digunakan untuk menyelesaikan
bentuk integral yang cukup rumit. Untuk menyelesaikan soal-
soal integral dengan menggunakan fungsi gamma kita harus
membandingkan kembali dengan definisi fungsi gamma. Dua
hal yang harus diperhatikan adalah batas integrasinya dan
integralnya. Integral-integral ini harus diolah sedemikian rupa
sehingga menjadi bentuk definisi fungsi gamma. Fungsi
gamma dikenal sebagai integral Euler jenis kedua. Fungsi
Gamma

Definisinya:

o)

(n) = f x™le ¥ dx
0
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e n=1- 7(1)

7(1) =f x17le™* dx
0

atau

)
2

=—(0-1)
(1) =1

e n=2-1(2)
=J x*> e *dx
0

o0
=f xe ¥ dx
0
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dicari dengan integral parsial

fudvzuv—fvdu

Io'e) [ee]
= (—xe™) 0 +J e ™ dx
0

e n=3-1(3)

= f x%e ™ dx
0
diintegral parsial:
- [ee]
1(3) = —x%e™* 0 + 2] xe ¥ dx
0
=0+4+21(2)
7(3) =2
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7(3) = 21(2)

e n=4-1(4)
=J x* e *dx
0
=f x3e ¥ dx
0

diintegral parsial

7(4) = —x3e™*

- 0
+ 3f x%e™* dx
0
0

=0+ 37(3)
7(4)=6
7(4) = 31(3)

Dengan cara serupa didapat 7(5) = 47(4), dan seterusnya.
Secara umum diperoleh rumus-rumus:

t(n+ 1) =n1(n)
atau
t(n+1)

(n) =

(1) =1

e 7T(2)=1(1+1)
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=11(1)

e 73)=1(2+1)
=21(2)

=21
= 2!

e 7(4)=1(3+1)
=31(3)

=321

dst
Secara umum didapat rumus
(n) = (n—1)!
atau
tn+1)=n!

7(n) disebut juga fungsi faktorial, yaitu perkalian berlanjut,
dimana n =1, 2, 3, ... Jadi fungsi Gamma tidak terdefinisi
pada nol dan bilangan bulat negatif. Nilai fungsi gamma untuk
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a bulat positif sangat mudah dihitung dengan menggunakan

bentuk faktorial.

Contoh 1
1) Hitung
7(3)t(4)
7(5)
Jawab:
e 17(3)=2!
=21
=2
e 7(4)=3!
=3.2.1
=6
e 17(5) =4
=4.3.2.1
= 24

t(3)t(4) (2)(6) 1

(5) 24 2

Beberapa Rumus lain

,0<p<1

(p)t(1—p) = sinpr
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2)

Khusus untuk

atau

Berdasarkan Rumus-rumus diatas dapat dipecahkan
soal-soal berikut:

Hitung:
a.z(3)
b.t (g)

Jawab:
Menggunakan rumus t(n + 1) = n7(n)

a (%)
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3) Hitung:
a 7(=3)
b. b.T(—%)
. ct(-2)

Jawab menggunakan rumus:

) =r(n+ 1)
a 7(-3)
:T(—%-l- 1)
_1
2
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0

:—1—511;

4) Hitung:
f\/ze‘wdx
0

Misalkan 3/x = y

x=y3

dx = 3y2dy

f y¥2e™ 3y*dy
0
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5) Hitunglah:

f 2—4—x2dx
0

[o.0]
e
:fe4x1n2dx
0

Misalkan

4‘x21n2 =y

x:(4l}r]12)

1
y 2
dx = d
avinz ”

N| =

(0]

j 27 dx

0
1
e Vy 2
:f dy
o 4vVIn2

()

4z
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6) Hitunglah

Misalkan

atau
dx = —e Vdy

1

jx‘* (In x)* dx

0

Untuk x = 0 didapat y = oo, dan untuk x = 1 didapat y =
0

0
== [eenteray

(0]

= J yte ™ dy
0
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1 o0
= ?_]. (5y)*e™>Y d(5y)
0

1
"~ 3125

7(5)

.24
3125

7) Hitunglah:

Misalkan

183



C. Fungsi Beta (B)

Bila ada jenis kedua fungsi Gamma, tentu ada jenis
pertama. Integral Euler jenis pertama adalah fungsi Beta.
Karena fungsi beta merupakan fungsi dua variabel maka
dalam pengerjaannya lebih sedikit sulit daripada fungsi
gamma. Sama seperti pada fungsi gamma, fungsi beta juga
banyak digunakan untuk menyelesaikan bentuk integral yang
cukup rumit.

Fungsi Beta Definisinya:

a. Konvergenuntuk ndanm > 0

1

p(m,n) = ]xm‘l(l —x)" 1dx,

0
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b.

Mempunyai sifat (m,n) = (n, m)

Buktinya
1

fn,m) = fx"‘l(l —x)™ L dx
0
Menggunakan substitusi:

x=1-—y
y=1-—x

Untukx=0,y=1danuntukx=1,y=0

X

x=0
y=0
= | A-y)™1y" 1 (-dy)
y=1
y=0
=— J y A =y)™ tdy
y=1
y=1
= f y A =y)m T dy
y=0

= ﬁ(n: m)

185



c. Rumus Beta berikutnya

n
A 1
[ sinzro)cos 29 dp = 5 pmm)
0
d. Rumus Beta selanjutnya

ooxp_1
dx
J 1+x

0

=t(p) (1 —p)

I8
= 0<p<l1
sinpn( p )

e. Hubungan antara Fungsi Beta dengan Fungsi Gamma:

B T(m) 1(n)

BGm,n) = T(m+n)

Jadi menghitung fungsi beta diubah menjadi fungsi
gamma.

186



Contoh 2
1) Hitung
1
fxs(l —x)*dx = B(9,5)
0

B 7(9) 7(5)
 1(14)

8! 41
13!

1
"~ 6435

2) Hitung B(3,2)
B 7(3) 7(2)
FB2) = 1(3+2)

B 7(3) 1(2)
— 1(5)

_@nay
CD

@D 1

(4321 12
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3) Hitung

1

ij (1—+x)8 dx

Misalkan
Vx=y
x =y?
dx = 2y dy
1
]y“’ (1-y)®2ydy
0
1
= ny“(l—y)8 dy
0
Maka,

2 B(12,9)

_27(12) ©(9)
(2D

_2(118)
20!

Jadi jawabnya:
1

~ 5290740
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4) Hitung B (%%)

Karena

dan

5) Hitung



_1(3)7(4)
(7

213
T el

6) Hitung

1

sz(l —x) dx

0
Cara l: folxz(l —x) dx

1
= f(xz —x3) dx
0

1 1
— (243 _ 4
Gx"—7%)

1
0

Cara Il: (Dengan fungsi Beta):
1

sz (1-x)dx

0
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1
= fx3_1 (1—x)?"1dx

0

7) Hitung:
1
fo (1—x)*dx

0

1
= fxg‘l (1—x)>1dx
0
_7(9) 7(5)
_(8H(4h)
ICED)

1

~ 6435

Contoh dengan cara substitusi:

8) [, x* (1 —+x)® dx,
Substitusinya

y=vx
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atau

atau

dx=2x%dy—>dx=2ydy
x=y%->dx=2ydy
untukx =0,y =20
untukx =1,y =1

f x* (1 —/x)%dx

0

=
Il

1

= | 0H* (A —-y)2ydy
y=0

<
1l

1

= ny"(l—y)sdy
0

=2 £(10,6)

7(10)7(6)
7(16)
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2(91.5)
=

1
~ 15015

9) Hitung

2
E=2
X
) VT=x
substitusinya

x=2y->dx=2dy
untuk x =0,y =0
untukx =2,y =1

xX=2
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1
1
= 4\5[3’2 (1-y)zdy
0
1
1
= 4\/§fy‘°"1 (1-y2'dy
0

s

t(3) 1(3)
1
*(32)
_ 4W2.2vm
- 15
? T

_ 64V2
15

10) Hitung

3

[ =
—dx

J 3x — x2

substitusinya
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3
1

de"

Misalkan
x=3y->dx=3dy

untukx =0,y =0

untukx =3,y=1

x=3
1 d
X
Vx 3 —x
x=0
y=1
! 3d
= y
20 J3yy/3 -3y

1 1
=fy 2(1-y)zady
0

195



11) Hitunglah

Misalkan

dx =2y dy

1

fys (1—-y)°2ydy
0

1

= nyg(l—y)de
0

=2 B(10,6)
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_ 27(10)7(6)
— 17(16)

1
"~ 15015

12) Hitunglah
7

fi/(x "7 =0 dx

3

Misalkan
x=4y+3
untukx =3,y=0
untukx =7,y=1
dx = 4dy
Jawab:

1

1 1
f(4y+3—3)1(7—4y—3)1 4 dy
0

1

1 1
=4 ] (4y)% (4 — 4y)% dy
0

' 1 1 1 1
4 f @7 ()F @i (1 — )i dy
0
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=
= —7T\|—
3V \4
13) Hitunglah

10
j v/ 100 — x2 dx
0

Misalkan
x? =100y

2x dx = 100 dy

dx=7 dy

5
dx =—dy

N

untukx=0->y =0

Dengan:

untukx =10-y =1
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1
1
f J100 — 100y .5y z dy
0

1
1
=50f41—y2y7dy
0

1

1 1
=50fy2(1—yﬁdy
0

1

1, 3.4
=50fy2 (1—=y)2 " dy
0

—_

RON

7(2)

NN
1

=50

=251

Atau dengan perhitungan lain:
Misalkan

N[ =

x =10y
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1)

2)

1
dx =5y 2dy

1
1 1
=10 f(1 —y)Z 5y zdy
0

1
1 1
= sof yZ(1-9)Z dy

Jadi
50 (1 3)
B 2’2
1 1
_s0t(3)7(3)
2 7(2)
= 25‘/;'\/; =257
1
Umpan Balik

Dengan Fungsi Gamma hitunglah

[ee] 2
a. [, x*e™dx

Dengan Fungsi Beta hitunglah
a. f01\/x2 —x3 dx

1 4N
b. fo(l—x )"z dx

C. fol (1 - x§)5 dx
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