MODUL 1

LINGKARAN

. Capaian Pembelajaran

Dapat memahami konsep lingkaran serta menggunakannya dalam

memecahkan masalah yang berkaitan.

. Bahan Kajian

1. Menentukan persamaan lingkaran yang pusat dan jari-jarinya
diketahui.

2. Menentukan pusat dan jari-jari lingkaran apabila persamaan
kanoniknya diketahui.

3. Menentukan persamaan lingkaran bila tiga titik yang dilalui diketahui.

4. Menentukan persamaan garis singgung lingkaran bila gradient garis
singggung diketahui, titik singgungnya diketahui, dan bila melalui
suatu titik di luar lingkaran.

5. Menentukan sudut antara 2 lingkaran.

. Uraian Materi

1. Persamaan Lingkaran

2. Garis Singgung

3. Sudut Antara Dua Lingkaran



MODUL 1

LINGKARAN

1.1. Kegiatan Pembelajaran 1. Persamaan Lingkaran
a. Defenisi lingkaran:
Lingkaran ialah tempat kedudukan titik-titik (pada bidang datar) yang
jaraknya dari suatu titik tertentu sama panjang. Selanjutnya titik
tertentuitu dinamakan titik pusat lingkaran dan jarak yang sama tersebut
dinamakan jari-jari lingkaran.

Persamaan lingkaran yang berpusat di (0,0) dengan jari-jari r dapat
diturunkan sebagai berikut.

TS T (% v)
1 + 1

\ x

Pada gambar 1.1 nampak lingkaran dengan titik pusat di O(0,0)dan jari-
jari rsatuan panjang. Untuk menentukan persamaan lingkaran, ambil
sembarang titik pada lingkaran, misalnya T(x,y). Jarak titik T dan titik O

adalah /x? + y2. Padahal jarak titik-titikO dan T adalah jari-jari
lingkaran yaitu r, maka diperoleh hubungan bahwa:

Vx2+yt=r
x2+y?=r

Untuk persamaan lingkaran yang berpusat di (a,b) dengan jari-jari r
dapat diturunkan sebagai berikut:



Gambar 1.1.2

Pada Gambar 1.2 nampak sebuah lingkaran dengan pusat P(a, b) dan jari-
jari r satuan. Untuk menentukan persamaan ini, ambil sembarang titik
pada lingkaran, misalnya T(x,y). Pada segitiga siku-siku PQT didapat
jarak titik-titik T dan P adalah \/(x — )2 + (y — b)2. Padahal jarak titik-
titik T dan P adalah jari-jari lingkaran, yaitu r, maka diperoleh hubungan
bahwa:

Jx—a)?+ (@ -b)2=r
(x—a)+ (@ —b)? =12

Karena T(x,y) adalah sembarang titik pada lingkaran itu, maka setiap
titik pada lingkaran itu memenuhi hubungan tersebut. Ini berarti bahwa
persamaan lingkaran yang berpusat di titik P(a,b) dengan jari-jarir
satuan adalah

(x—a)’+ (@ —Db)* =r?

Persamaan lingkaran(x — a)? + (y — b)? = r? dapat diubah ke bentuk
lain yaitu x2 + y? + Ax + By + C = 0 yang disebut sebagai persamaan
kanonik lingkaran. Apabila diketahui persamaan kanonik atau persamaan
bentuk umum suatu lingkaran, yaitu x? + y% + Ax + By + C = 0, maka
dapat dicari koordinat-koordinat titik pusat dan jari-jarinya. Persamaan
bentuk umum tersebut diubah menjadi :



1 1 1 1
2 ~ 22 2 —_R2 _—_ A2 4 _p2_
X +Ax+4A +y +By+4B 4A +4B C

2 2

( 2+1A>-+( +1B) —1A2+1B2 C
Ty YToP) T34 Ty

Dari persamaan terakhir ini, dapat disimpulkanbahwa titik pusat

lingkaran adalah (—lA, —lB) dari jari-jari ialah \/lAZ +ipz—¢.
2 2 4 4
Memperhatikan jari-jarinya tersebut, dapat disimpulkan 3 kemungkinan,
yaitu:
a. Jika iAZ + %BZ — € > 0, persamaan bentuk umum itu menyatakan
lingkaran nyata.

b. Jika iAZ + %BZ — € = 0, persamaan bentuk umum itu menyatakan
lingkaran dengan jari-jari nol, berarti berupa sebuabh titik.

c. Jika iAZ + %BZ — € < 0, persamaan bentuk umum itu menunjukan
lingkaran imajiner.

Contoh 1:

Tentukan koordinat-koordinat titik pusat dan jari-jari lingkaran dengan
persamaan 4x2 + 4y? —4x + 16y —19 =0

Penyelesaian:

4x% +4y? —4x + 16y — 19 =0

19
x2+y2—x+4y—7=0

2 1+ =4 +4—14+19
X TXgTY ER TR E Ty

1 2
(x—E) ++2)?%=9
Jadi, lingkaran itu mempunyai pusat G —Z)dan jari-jari 3.
Apabila dua buah titik diketahui maka melalui kedua titik tersebut dapat
ditentukan persamaan garis yang melaluinya. Demikian halnya pula pada
lingkaran, apabila tiga titik tak segaris diketahui maka persamaan
lingkaraan yang melalui ketiga titik tersebut dapat ditentukan.



Misalkan akan ditentukan persamaan lingkaran yang melalui tiga titik
yaitu P(x4,¥1), Q(X2,¥2), dan R(X3,y3). Andaikan persamaan lingkaran
yang dicari adalah

x?+y*+Ax+By+C=0

Karena titik-titik P, Q, dan Rpada lingkaran ini,maka koordinat-
koordinatnya masing-masing memenuhi persamaan tersebut. Dengan
substitusi koordinat-koordinat dari titik tersebut diperoleh

P(xllyl)(xlz + ylz) + xlA + le +C=0
Q(x0 y) (0,2 + y,2) +x,A+y,B+C =0
R(x3,y3)(x32 + y32) + x3A+y;B+C =0

Sehingga memperoleh sistep persamaan linear yang terdiri atas 3
persamaan dengan 3 variabel A, B, dan C. Dengan menyelesaikan sistem
persamaan tersebut dengan cara eliminasi dan substitusi maka akan
didapat nilai A, B, dan C.

Selanjutnya substitusi nilai A, B, dan C yang didapat ke persamaan (i)
sehingga diperoleh persamaan lingkaran yang dicari.

b. Cara Lain (menggunakan determinan):

Misalkan akan ditentukan persamaan lingkaran yang melalui tiga titik
yaitu P(x4,y1), Q(x2,y2) dan R(x3,y3). Andaikan persamaan lingkaran
yang dicari adalah

x2+y2+Ax+By+C=0

Ambil sembarang titik T(x,y) pada lingkaran. Jadi titik T,P,Q danR
tersebut pada lingkaran, maka koordinat-koordinatnya memenuhi
persamaan lingkaran yang dicari. Sehingga didapat

T(x,y)(x2+y2) +xA+yB+C=0

P, v)( 2 +y:D) +xA+y,B+C=0
Q(x V) (2 + y,2) + x,A+y,B+C =0
R(x3,y3) (%32 + y3%) + x3A+y3B+C =0

Sehingga memperoleh sistem persamaan linear dalam A,B dan C (3
variabel) dengan 4 persamaan. Sistem persamaan ini akan mempunyai
penyelesaian untuk variabel-variabel A, B dan C, apabila determinan dari
koefisien-koefisien dari A, B dan C dan konstantanya sama dengan nol,
yaitu



x2+y? x y 1
x?+y? ox oy 1
X2+ Y2 X Y2 o1
x32+y32 X3 Y3 1

Karena T(x,y) adalah titik sebarang pada lingkaran, maka setiap titik
pada lingkaran akan memenuhi hubungan/persamaan determinan itu. Jadi
persamaan determinan itu merupakan persamaan lingkaran yang dicari.
Contoh 2:

Tentukan pesamaan lingkaran yang melalui tiga titik P(1,0), Q(0,1), dan
R(2,2).

Penyelesaian:

Cara 1:

Misalkan persamaan lingkaran yang dicari :x? + y>2 + Ax + By + C =0
Karena tititk P, Q dan R pada lingkaran ini, maka koordinat-koordinatnya
masing-masing memenuhi pesamaan tersebut. Sehingga dengan
substitusi koordinat-koordinat dari titik tersebut diperoleh:

P(1,0)1+0+A+0B+C=0atalA+C = —T.occormmmrrcccrrrerrnne. 1)
Q(0,1)0+1+04A+B+C=0atau B+ C = —Trcccroorrrrccrrr )
R(22)4+4+24+2B+C=0ataU24+2B +C = —8...cc..... (3)

Sehingga diperoleh sistem persamaan linear yang terdiri atas 3 persamaan
dengan 3 variabel A, B dan C.
Eliminasi C (persamaan (1) dan persamaan (2))

A+C=-1

B+C=-1_

A—B=0
A=B

Eliminasi C (persamaan (3) dan Persamaan (2))

2A+2B+C=-8
B+(C=-1_

Subtitusi A = B ke persamaan (4) sehingga didapat
2A+A=-7



Subtitusi A = —g kepersamaan (1) sehingga diperoleh

7+C— 1
3 =

o 4
-3
Subtitusi A = —g, B= —g, C= % ke persamaan awal sehingga didapat
persamaan lingkaran yang dicari adalah:
7 7 4

2 2 7 Z
x“+y 3x 3y+3 0

3x2+3y2—7x—7y+4=0

Cara 2 (menggunakan determinan):

Misalkan persamaan lingkaran yang dicari adalah x? + y? + Ax + By +
C = 0. Ambil sembarang titik K(x,y) pada lingkaran ini. Sehingga
lingkaran yang dicari melalui titik K,P,Q, dan R. Dengan substitusi
koordinat-koordinat titik-titik pada x dan y dari persamaan tersebut
diperoleh

K(,V)(x?+y>)+Ax+By+C =0
P(1,0) 1+1A4+0B+C =0
0(01) 1+0A+1B+C=0
R(22) 8+24+2B+C=0

Sehingga memperoleh sistem persamaan linear yang terdiri atas 4
persamaan dengan 3 variabel A, B dan C. Sistem persamaan ini akan
mempunyai penyelesaian untuk A, B dan C apabila determinan koefiisen-
koefisien A, B dan C dan konstantanya sama dengan nol, yaitu

x2+y?2 x y 1
1 10 1|_,
1 0 1 1
8 2 2 1



Dengan mengekspansikan deteminan ini menurut kofaktor-kofaktor pada
baris pertama, maka diperoleh persamaan lingkaran yang dicari adalah:

1 0 1 1 0 1 1 1 1 11 0
0 1 1{&x*+yH—-[1 1 1{x+|1 0 1|ly—-|1 0 1[{=0
2 2 1 8 2 1 8 2 1 8 2 2

—3(x2+y>)+7x+7y—4=0
3x2+3y2—7x—-7y+4=0

1.2. Kegiatan Pembelajaran 2. Garis Singgung
Garis singgung lingkaran adalah aris yang memotong/beringgungan
dengan lingkaran hanya di sebuah titik. Selanjutnya titiknya disebut titik
singgung. Persamaan garis singgung lingkaran dapat ditentukan bila
gradien garis singgung diketahui, titik singgungnya diketahui, dapat pula
ditentukan bila garis tersebut melalui suatu titik di luar lingkaran.
(i) Persamaan garis singgung lingkaran bila gradien garis singgung
diketahui
Pada gambar 3.3 dibawah ini diberikan garis y = mx +n dan
lingkaran x2 + y? = r2 akan dicari persamaan garis singgung pada
lingkaran yang sejajar dengan garis y = mx + n.

y. y=mx + n

AN

v




Karena garis singgung yang dicari harus sejajar dengan garis y =
mx + n, maka dapat dimisalkan garis singgung itu adalah y = mx +
k.

Karena garis y = mx + k menyinggung lingkaran, maka ada sebuah
titik  (titik singgung) yang koordinat-koorinatnya memenubhi
persamaan lingkaran sehingga diperoleh :

x?+ (mx+k)?>=r?
(1+m®»)x?+2mkx+k?>—-7%2=0

Persamaan ini dipandang sebagai kuadrat dalam x. Karena garis
singgung dan lingkaran hanya mempunyai satu titik persekutuan,
maka persamaan kuadrat hanya mempunyai satu harga x, syaratnya
adalah diskriminan dari persamaan tu harus sama dengan nol, yaitu:

D =4m?k?> - 41 +m?»)(k?*-1r?>) =0
Am2k? — 4k? + 4r% — A4mPk? + 4m?r? = 0
—4k? + 412 + 4m?r? =0
—4(k?—12—m?r?) =0

k? —r?2 —m?r?2 =0

k? =72 + m?r?

k = ++/72 + m2r2

k = irm

Jadi persamaan garis singgung lingkaran x? + y? = r2 bila gradien
garis singgung diketahui adalah

y=mx+rvl+m?dan y =mx —rv1l+m?

Dengan cara yang sama dapat diturunkan bahwa persamaan garis
singgung pada lingkaran (x —a)? + (y — b)? = r? yang sejajar
dengan garis y = mx + n (gradient garis singgung diketahui) adalah

y—b=m(x—a)+rv1l+m? dn y—-b=m(x—-a)—
rv1 + m?
Contoh 3:

Tentukan persamaan garis singgung pada lingkaran berikut dan yang
mengapit sudut 60° dengan sumbu x arah positif:



a x*+y*=16
b. x2+y2—4x—-6y—3=0
Penyelesaian:

Gradien garis singgung adalah m = tg60° = v/3
a. Persamaan garis singgung dengan tanjakan m = /3 adalah

y =V3x + 4V1 + 3, yaitu

y=+v3x+8dany =+v3x—8

b. x2+y2—4x—-6y—3=0

x2—4x+4+y* —6y+9=16

(x—2)%2+ (y—3)% =16

Persamaan garis singgung dengan tanjakan m = /3 adalah
y—3=v3(x—-2)+4V1+3dany—-3=+/3(x—-2)—4J/1+3
y—3=+3x—-2v3+8dany —3 =+3x—2v/3 -8

y =+/3x 4+ 11 — 2¢/3dan y = v3x — 5 — 2v/3

(if) Persamaan garis singgung lingkaran yang melalui titik pada

lingkaran.

Pada Gambar 3.4 diketahui lingkaran x* + y? = r2dan titik P(x;, ;)

yang terletak pada lingkaran.

Q(x2,%1)

P(x1,¥1)

10



Akan dicari persamaan garis singgung pada lingkaran di titik P.
Ambil titik Q(x,, y,) pada lingkaran pula, maka persamaan garis PG
adalah

Yy—W X —Xq

= atau
YV2—V1 X2—X1

Y27,
y 3’1—x2_x1(x X1)

Karena titik-titik P dan Q pada lingkaran, maka berlaku
x12 + y12 == TZ dan sz + y22 == TZ.

Apabila kedua persamaan ini dikurangkan,maka diperoleh:
x12 - xzz = )’22 - )’12
(21 —x2) (1 +x2) = (y2 = y1) (2 + 1)
Ya= Y1 _ Xt X
X1 =X Y2ty
Ya=Y1_ Xt X
X2 — X1 Y2t

Dengan kesamaan ini, persamaan garis PQ di atas dapat ditulis
menjadi

Jika Q mendekati P sehingga hamper x, = x; dan y, = y;, maka
garis PQ berubah menjadi garis singgung lingkaran di titik P, yaitu

X1
Yy=—n= _z(x_xﬂ
V1Y = Y1° = —x1% + %,
Y1y +xx = x% + y,°
V1Y + x.x = 1r?

Jadi persamaan garis singgung lingkaran x? + y? =2 di titik
(x1,y,) adalah x;x + y,y = 2.

11



Dengancara yang sama dapat diturunkan bahwa persamaan garis
singgung pada lingkaran (x —a)? + (y — b)? = r? dengan titik
singgung (x4, v;) adalah (x; —a)(x —a) + (y; — b)(y — b) = r.

Contoh 4:
Tentukan persamaan garis singgung pada lingkaran berikut:

a.
b.

X2 + y2 = 25 di titik (4, —3).
x4+ y? —4x — 6y — 12 = 0 di titik (=1, 7).

Penyelesaian:

a.

Persamaan garis singgung pada lingkaran x2 + y% = 25 di titik
(4,—3) adalah 4x — 3y = 25.

x2+y?—4x—-6y—12=0
x2—4x+4+y —6y+9=25
(x—2)2+(y—3)2=25

Persamaan garis singgung pada lingkaran x? + y? — 4x — 6y —
12 = 0 di titik (=1, 7) adalah

(-1-2)(x—-2)+(7-3)(y—3) =25
—3(x—-2)+4(y—-3)=25
-3x+6+4y—12-25=0
—3x+4y—-31=0

(iii) Persamaan garis singgung lingkaran melalui titik di luar lingkaran

Pada gambar 3.5 diketahui lingkaran x2 + y? =r? dan titik

T(xo, yo) Yang terletak di luar lingkaran.
A

51, %)

T (x0,¥0)

v

| Gambar123 | o

12



Dari titik T dibuat garis-garis singgung pada lingkaran dan titik-titik
singgungnya S;(xq,y;) dan S,(x,,y,) maka persamaan garis
singgungnya adalah x;x + y;y = r2 dan x,x + y,y = r2.
Garis-garis singgung ini melalui titik T(xq,y,) maka berlaku
bahwax;x, + y,vo = r2danx,x, + y,y, = r2.

Dari dua persamaan ini dapat disimpulkan bahwa koordinat-
koordinat titik-titik S; dan S, memenuhi persamaan garis

XoX + yoy =12

Bentuk yang terakhir ini merupakan persamaan garis yang melalui
titik singgung dari garis singgung yang melalui T(Xq,Vo)-
Selanjutnya garis ini dinamakan garis kutub.

Dengan cara (langkah-langkah) yang sama dapat ditentukan pula
persamaan garis singgung pada lingkaran (x — a)? + (y — b)? = r?
yang melalui titik di luar lingkaran.

Contoh 5:
Tentukan persamaan garis singgung pada lingkaran berikut:

a.

x? + y? = 5 yang melalui titik P (3, -1)

b. x%+ y?+ 2x — 19 = 0 yang melalui titik Q (1, 6)
Penyelesaian:

a.

Misalkan garis yang melalui titik P (3, -1) menyinggung lingkaran
x% + y? = 5 di titik S;(x;,y;), maka persamaan garis singgung itu
adalah

XX F V1Y = D s 0]
Garis singgung ini melalui titik P (3, -1), sehingga berlaku
B = Y1 T 5 (i)

Karena S;(x;,y,) terletak pada lingkaran x2 + y? =5, maka
dipenuhi

Persamaan (ii)
3%, —y1 =5
yl = 3x1 + 5

Substitusikany, = 3x; + 5 ke persamaan (iii) sehingga diperoleh

13



%24+ (Bx;+5)2=5
X124+ 9x,2+30x; +25=5
10x,% + 30x; + 20 =0
x2+3x,+2=0
(x;+2)(x;+1)=0
X, =—2ataux; = —1
Jikax; = —2,makay, =3(-2)+5=-1
Jikax; = —1,makay; =3(-1)+5=2

Sehingga diperoleh titik S; (=2, —1) dan S,(—1, 2)

Substitusikan S; (=2, —1) dan S,(—1, 2) ke persamaan (i) sehingga
diperoleh persamaan garis singgung pada lingkaran x% + y? =5
yang melalui titik P (3, -1) adalah

—2x—y—-5=0dan-x+2y—5=0
. x2+y2+2x—-19=0
x2+2x+1+y2=20

(x+ 12 +y2=20

Misalkan garis yang melalui titik Q(1,6) menyinggung lingkaran
(x+1)2+y2=20 di titik S;(x;,y,), maka persamaan garis
singgung itu adalah

(L F DA F D) F V1Y =20 s 0]
Garis singgung ini melalui titik Q(1, 6), sehingga berlaku

(x; +1D)(A+1)+ 6y, =20

2X1 F 671 = 18 e (ii)

Karena S;(x;,y,), terletak pada lingkaran (x + 1)? + y? = 20,
maka dipenuhi

Persamaan (ii)

2x1 + 6y1 = 18

14



2x; =18 — 6y,
X1 =9-—3y,
Substitusikan x; = 9 — 3y, ke persamaan (iii) sehingga diperoleh
(9—-3y, + 1)?+y,2=20
(10 — 3y1)? + y,* = 20
100 — 60y, + 9y,% + y,2 = 20
10y,% — 60y; + 80 =0
y12—6y;,+8=0
1=2D01—4) =0
y, =2atauy; =4
Jikay, =2, makax; =9 —3(2) =3
Jikay, =4, makay, =9 —3(4) = -3

Sehingga diperoleh titik S; (3, 2) dan S,(—3,4)

Substitusi titik S;(3,2) dan S,(—3,4) ke persamaan (i) sehingga
diperoleh persamaan garis singgung pada lingkaran x? + y? + 2x —
19 = 0 yang melalui titik Q(1, 6) adalah

x—2y+11=0dan2x+y—-8=0

1.3. Kegiatan Pembelajaran Sudut Antara Dua Lingkaran
Defenisi:
Sudut antara dua lingkaran adalah sudut yang diapit oleh garis-garis
singgung pada lingkaran-lingkaran di titik potong kedua lingkaran itu.

a

N

15



Pada Gambar 1.6, a adalah sudut antara lingkaran-lingkaran dengan pusat
P, dan P,.
Langkah-langkah untuk menentukan besar a adalah sebagai berikut:
1. Tentukan titik potong antara lingkaran-lingkaran dengan pusat P; dan
P, (ada dua titik potong). Misalkan salah satunya adalah A(x,, yo)
2. Tentukan persamaan-persamaan garis singgung pada masing-masing
lingkaran pada salah satu titik potongnya.
Misal lingkaran L, garis singgungnya di titik A adalah g;:y =
myx + n,; dan lingkaran L, garis singgungnya di titik A adalah
g2:Yy = MpXx +n,
3. Tentukan sudut apit kedua garis singgung (a) dengan menggunakan
rumus sudut apit antara dua garis yaitu
mq + m,
tanag = ————
1+mym,
Jika @ = 90° atau kedua lingkaran saling tegak lurus, maka akan
berlaku bahwa AP, P,A siku-siku, sehingga |P;P,|? = 1,2 + 1,2
Contoh 6:
Tentukan sudut antara dua lingkaran x? + y? = 9 dan x2 + y? — 8x —
2y +16 =0
Penyelesaian:
Pada gambar 3.7, misalkan « adalah sudut antara dua lingkaran x? +
y2=9danx?+y2—-8x—2x+16=0

X

5 4
D(-0, 68;4,69)
4

A
-0,98x + 0,21y =-1,5

0,21x + 0,98y = 4,43

2,02x + 0,21y=9

16



Titik potong antara dua lingkaran x? + y% =9 dan x? + y% — 8x —
2y + 16 = 0 adalah A(2,02; 2,21) dan B(2,82;1,02)

x2+y2—-8x—-2y+16=0
x2—8x+16+y*—2x+1=1
x—4)2+@y-1)2=1

Persamaan garis singgung pada lingkaran x2+y%2=9 dan
(x—4)2+ (y—1)2 =1 pada salah satu titik potong, ambil titik
A(2,02;2,21) adalah

2,02x + 2,21y = 9dan —0,98x + 0,21y = —0,5
Dengan demikian

—2,020,98
221021 _
202098 ~
2,210,21

tana = 17

1.4. Rangkuman
2. Persamaan lingkaran yang berpusat (0,0) dengan jari-jari  adalah
x% + y? = r? dan persamaan lingkaran yang berpusat di P(a, b) dan
jari-jari rsatuan adalah (x — a)* + (y — b)* = r2.

3. Persamaan lingkaran yang melalui tiga titik yaitu P(x, y1), Q (%2, ¥2),
dan R(x3, y3) dapat ditentukan menggunakan rumus determinan

x2+y2 x oy 1

x4yt o oy 1

P +y? xa vy 1

x3+ys® x5 yz 1

4. Persamaan garis singgung lingkaran dengan gradien m adalah y =
mx +rv1+m2dany = mx —rvV1+ m?

5. Persamaan garis singgung lingkaran x? + y2 =r2 di titik (xy,y,)
adalah x;x + y;y =12

=0
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6. Bila T(xo,y,) berada di luar lingkaran x2 + y? = r? garis yang
melalui titik singgung dari garis-garis singgung yang melalui T (x,, yo)
dinamakan garis kutub. Adapun persamaan garis kutubnya adalah
XoX + Yoy = T2
Sudut antara dua lingkaran adalah sudut yang diapit oleh garis-garis
singgung pada lingkaran-lingkaran di titik potong kedua lingkaran itu.

Misalkan sudut apitnya adalah & maka tan @ = ——-"2Jika @ = 90°
+m1mz

atau kedua lingkaran saling tegak lurus, maka akan berlaku bahwa
AP; P, A siku-siku, sehingga |P,P,|? = 12 + 1,2

1.5. Kegiatan Pembelajaran 4 Soal Diskusi Kelompok

1. Tentukan pusat dan jari-jari lingkaran x2 + y? + 2ax — 2by —
2ab =0

Penyelesaian:

Dari persamaan tersebut di perolehA=2...,B =+, C = -
Jadi:
a. Pusat:
1 1
- (-z--2-)
b. Jari-jari:
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=J(.)2+ ()2 +-ab

= (a + b)?

Tentukan pusat dan jari-jari lingkaran 4x? + 4y? + 8x + 24y —
156 =0

Penyelesaian:

=4x% + 4y +8x + 24y — 156 =0

=.. +y’+-x+6..—39=0

=.. +x+y*+6y=239

=.. +x+1+y*+6y+--=39+1+-
=(+1D*++-) =49

r?2 =49

r=7

Jadi pusat (—---,...) dan jari-jarir = 7

Tentukan pusat dan jari-jari lingkaran x? + y2 —2x + 8y —8 =0
Penyelesaian:

Dari persamaan diatas diperoleh: A = -+, B = -+, C = —8

a. Pusat:

b. Jari-jari
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= JCP -
=49
=7

Diketahui P(x,y), A(2,0), dan B(8,0). Kurva yang mempunyai
tempat kedudukan PA = 2PB akan terbentuk lingkaran. Tentukan
pusat dan jari-jari lingkaran tersebut!

Penyelesaian:

a.

PA = 2PB

JE =2+ @ —-)2=2/(x— )2+ (y— )2
Dikuadratkan di kedua ruasnya:

A B yZ = 4_(x2 — et yz)

Pindah ke ruas kanan:

0=--x2+3."—-x+252

Dibagi 3:

0=x%24+y3—x+ -

Jadi:

A= B=+ C =

Jari-jari:

rzj(_;A) NER
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5. Tentukan persamaan lingkaran yang melalui titik A(3,-1) , B(5,3) dan
C(6,2) kemudian tentukan pusat dan jari-jari lingkaran!

Penyelesaian:

Misalkan persamaan lingkaran yang dicari adalah x? + y? + Ax +
By+(C=0

Maka:

3,-1) =.24+.24a(.)+b(.)+-=0
=i b4+ c+10= 0o, (1)

(5,3) =.2+.24+a(.)+b(..)+c=0
=a+-b+c+34=0 .o, 2

(6,2) =.2+.%24+a(.)+b(..)+c=0
=a+-b+c+40=0 .o (3)

Subtitusi persamaan (1) dan (2)

w—b+c+10=0

wa+-b+c+34=0 _

w@—-b+0—-=0
a+t..b+12 = 0o (4)

Subtitusi persamaan (2) dan (3)

wa+-b+c+34=0

wa+-b+c+40=0
wt+tb—-—6=0

Aa—b+6=0.ccoviirerenn. (5)
Subtitusi persamaan (4) dan (5)

at+..b+12=0
a—-b+6=0
3b+6=0

b=-2
Subtitusi b ke persamaan (5)

a—-b+6=0
a+2+6=0
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a+8=0

a=-8
Subtitusikan a dan b ke persamaan (1)
w—b+c+10=0
3(-8)—-(-2)4+c+10=0

c=12
Jadi persamaan lingkaranya adalah:

x2+y*+Ax+By+C=0
x2+y2—-8x—2y+12=0

Tentukan persamaan lingkaran yang melalui tiga titik berikut
K(2,1), L(1,2) dan M(1,0)

Penyelesaian:
J(x, ) (x> +y)+Ax+By+C=0

K(2,1) At A+B+C=0
L(1,2) 5+A4+--B+C=0
M(1,0) 4+A+0B+C=0

Ubah kebentuk matriks
x2+y2 x y 1
2 o1 _
1 T
1 0 1
Mengekpetasikan determinan ini menurut kofaktor-kofaktor pada
baris pertama, maka diperoleh persamaan lingkaran yang dicari
adalah

w11 5 .. 1 w201
1 .. 1GEE+yd) .. 2 x+|.. 1 1|y
0 1 1 0 1 1 1
5 2
-5 .. ..[=0
1 0

(X2 +y) —4x+(..)—-12=0
8x2+8y?—4x—4y—12=0
2x2+2y2—x—y—-3=0
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Tentukan persamaan lingkaran yang melalui titik (=3, —5), (—2,2),
dan (5,1)

Penyelesaian :

Misalkan persamaan lingkaran yang dicari adalah x? + y? + Ax +
By+C=0

Maka:

(=3,=5) =34 =4+ C =i 1)
(-2,-2) W+ 2B+ C = -8 (2)
(5,1 o ¥ B+ C = i 3)

Subtitusi persamaan (1) dan (2)

—34 —-B+C =--
. +2B+C=-8
—A—TB=—26 oo (4)

Subtitusi persamaan (2) dan (3)
. +2B+C = -8
w+B+C ="

Subtitusi persamaan (4) dan (5)
—8A4 — 56B = —208

—84—-6B =-8
—50B = —-200
B =4

Subtitusi nilai B ke persamaan (5)
—84—6(4) = -8
A=-2

Subtitusi nilai A dan B Ke persamaan (1)
3(=2) -5M&)+C =34

Maka :

Persamaa Lingkaran:
x2+y?—=2x+4y—-20=0
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8.

10.

Tentukan persamaan garis singgung(x + 2)% + (y — 4)? = 45
dititik (4, 1).

Penyelesaian:

Dari persamaan lingkaran pada soal diperoleh pusat lingkaran ..., ...
sehingga persamaan garis singgung menjadi :

(x—a)(x; —a) + (y — b)(y; — b) =1?
(e )= )+ (o= ) (= o) = 72
6x—-3y=9

Tentukan persamaan garis singgung lingkaran (x —2)% + (y +
3)2 = 25 dengan titik singgung pada (5,1)

Penyelesaian:

(x—a)+ @y -b?=r?
o))+ oo =) (e =) =712
(om )2+ (et )2=25

Dengana =2danb = -3 danr =5

Maka persamaan garisnya

(1~ Q)(x—a) + (1~ b)(y — b) =72
)= )+ Gt )t ) =
3C— )+ 40+ )=

— e e 12 = e

et F =i — e =0
3x+4y—-19=0

Tentukan persamaan garis singgung lingkaran x? + y? — 4x + 2y —
20 = 0 di titik (5,3)

Penyelesaian:
x*+y*+Ax+By+C=0

1
e Y1y + EA("'+ )+ ty)+=0

T e e H R 0
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3x+4y—-27=0

11. Tentukan persamaan garis singgung dari titik (0,0) pada lingkaran
(x —3)2 + (y — 4)? — 5 adalah

Penyelesaian:

y =mx

(om )2 — (mx —4)2 = -
(1+m?»)x?2—-(6+8m)x+20=0
Syarat menyinggung D = 0
(6+8m)? —4(..+--)(..)=0

36 4 oo b e — 80 — - = 0
A 44 =0
k11 = 0

(e ) (am ) = 0
m==—Vm==

Sehingga persamaan singgungnya adalah
y =—x,ataux — 2y = 0

y=—xataullx —2y =0

12. Jarak terdekat antara titik (—12,12) ke lingkaran x? + y? — 6x —
8y — 11 = 0 adalah
Penyelesaian:
Substitusikan titik (—12,12) ke lingkaran x? + y% — 6x — 8y —
11=0
(_12)2 4 iee— e —11=0

253 >0
Berarti titik (—12,12) berada di luar lingkaran
Lingkaran tersebut berpusat di (..., ...) = (3,4)

Jari-jari lingkaran adalah = +/... + - = /289 = --.
Jarak dari titik pusat ke (=12,12) = /(... — )2 + (o — =+ )2 = -
Jarak terdekat = jarak titik pusat ke(—12,12) — jari jari lingkaran
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13. Jarak titik singgung dari titik (4,4) ditarik garis singgung lingkaran

14.

=11

x2+y?—6x+2y+5=0

Penyelesaian:

x?+x?—6x+2y+5=0atau (.. +--)%(..+--)2 =5
Berpusat di (...,..) danr = /...

Persamaan garis singgungnya adalah

(tr—a)x—a)+ 1 +b)y+b) =12

“44)-(C.— )= )+(Cut )t )=5
Persamaan garis singgung adalah x =3y =11 - x =11 +

3y v (1)

Persamaan (1) substitusikan ke persamaan lingkaran sehingga
diperoleh

e )= )+ (ot )t ) =5
GBx+-)++-)*=5

9y2_|_..._|_...+y2_|_...+____...=0
...+50y+--- =0
W+t 5y+--=0

(et )Gt )=0

y=-2makax = -

y=--makax = 2

Jadi, titik singgungnya adalah (..., —2) dan (2, ...)

Jaraknya= /(... — )2 + (... — )2 =10

Tentukan persamaan garis singgung pada lingkaran
(x — 1) + (y — 4)? = 25 dan titik singgungnya A(-3,1)
Penyelesaian:

x1 = _3,y1 = 1
(x—1D?+(@y—-4)?%2=25
a= ...,b — "',T'Z — e
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15.

Maka masukkan ke persamaan

(om ) (m )+ (am ) (m ) = 25

(om)—d+(m)—3=25
e — e+ 12=25

e — e + cee = eee

w— . ¥16—25=0

—4x—-3y—9=0atau4x +3y—9=0

Tentukan persamaan garis singgung yang tegak lurus dengan garis
—3x + 4y — 1 =0 pada lingkaran x> + y2 + 4x — 2y +1 =0

Penyelesaian:
Menentukan unsur-unsur lingkaran
x> +y*+4x—2y+1=0->A4=-,B=-,C="-

Pusatnya (a, b) = (_%' _%)

=(-27)

= (_2'1)
Jari-jari: r =va? + b2 - C
=2

Menentukan gradien garis singgungnya
Garis—3x+4y—-1=0->m; ==

Karena tegak lurus makam.m; = -1 > m = —g
Menentukan PGS dengan gradien m = —g
y—b=m(x—a)xrJ1l+m?

y—e = (x =)+ 2V F
y_..:_x__iz\/m
y—-=5x—s17(kali3)

3y:..x_ +..i...
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(PGS 1):3y =—4x+5
(PGS 2): 4x + 3y = —15

16. Persamaan lingkaran yang jaraknya 2v5 dan menyinggung garis
2x+y=7adalahx? +y?+ AX+By+C=0

Penyelesaian:
Garis 2x + y = 7 mempunyai gradien m = ---
Garis yang tegak lurus dengan 2x + y = 7 mempunyai gradien m =

Persamaan garis dengan m = --- dan melalui (2,3) adalahy = ---x +
2

Pusat lingkaran terletak di garis y = --- x + 2, maka kita pilih
pusatnya P(a,—a + 2)

Kita hitung nilai a dengan menggunakan jarak AP = 2v/5

\/(a—-~)2+(%a+2—---)2=2=2\/§

al—. 4t —e+1=20
5

—q2 —i—e.=0
4a

a’—...—=0

(a—6)(a+2)=0

Untuk a = 6 maka P(6,5) persamaan lingkarannya
(x—6)2+(y+--)>=20ataux?+y2—12x+ 10y +41=0
Untuk a = —2 maka P(—2,1) persamaan lingkarannya
x+2)2%+(@y+-)*=20ataux®+y?+4x—2y+15=0

17. persamaan garis singgung melalui titikA pada lingkaran adalah Titik
A(3,m) dengan m > 0 terletak pada lingkaran x? + y2? + 2x + 3y =
25 persamaan garis singgung melalui titikA pada lingkaran adalah

Penyelesaian:

A(B,m) > x*+y?+2x+3y =25
D424+ 2(.)+3(..) =25
et =25=0
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vt —10=0
(m+5@m-2)=0

m=—-5ataum = 2

Karena m > 0 maka kita pilih m = 2 sehingga titik A adalah A(3,2)

Persamaan garis singgung melalui titik (3,2) pada x2 + y? + 2x + 3y =
25

3
MX+hY+@+XJ+§@+YO=25

ABB2) »3x+2y+- 4+ =25
et =19=0
8x+7y—38=0
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