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KATA PENGANTAR

Mengucap syukur kepada Tuhan Yang Maha Esa karena
pertolongan-Nya saya dapat menyelesaikan Buku Materi
Pembelajaran “PERSAMAAN DIFERENSIAL”. Meskipun
banyak rintangan dan hambatan dalam proses pembuatan Buku
Materi Pembelajaran ini, tetapi Puji Tuhan di dalam pembuatan
Buku Materi Pembelajaran ini saya berhasil menyelesaikannya

dengan baik.

Adapun tujuan penyusunan ini adalah untuk memenuhi
kebutuhan dasar pembaca dan mahasiswa. Penyusunan Buku
Materi Pembelajaran ini tentu tidak terlepas dari dukungan
berbagai pihak, baik berupa dukungan materi maupun moril.
Penulis menyadari bahwa Buku Materi Pembelajaran ini jauh dari
kata sempurna dan banyak kekurangan sehingga penulis
membutuhkan kritik dan saran yang bersifat positif untuk
menyempurnakan Buku Materi Pembelajaran ini. Semoga Buku
Materi Pembelajaran ini dapat bermanfaat bagi para pembaca dan
pada umumnya mahasiswa. Akhir kata saya ucapkan terimakasih

dan salam buat kita semua.

Jakarta,10 September 2019



Petunjuk Penggunaan Buku Materi Pembelajaran (BMP)

Penjelasan/Petujuk Bagi Mahasiswa

1. Bacalah Buku Materi Pembelajaran ini dengan seksama
mulai dari kata pengantar sampai dengan latihan soal,
kemudian pahami seluruh materi yang termuat di
dalamnya.

2. Bacalah dengan seksama tujuan akhir antara untuk
mengetahui apa yang akan diperoleh setelah mempelajari
materi ini.

3. Buku Materi Pembelajaran ini memuat informasi tentang
apa yang harus Anda lakukan untuk mencapai tujuan
antara pembelajaran.

4. Pelajari dengan seksama materi tiap kegiatan belajar, jika
ada informasi yang kurang jelas atau mengalami
kesulitan dalam mempelajari setiap materi, sebaiknya
berkonsultasi pada pengajar.

5. Perhatikan langkah-langkah dalam melakukan pekerjaan
dengan benar untuk mempermudah dalam memahami
suatu proses pekerjaan.

6. Kerjakan soal-soal dalam cek kemampuan untuk
mengukur sampai sejauh mana pengetahuan yang telah
Anda miliki.

7. Selesaikan semua latihan soal yang terdapat di dalam
modul ini agar pemahaman anda berkembang dengan
baik.

8. Setiap mempelajari satu sub kompetensi, anda harus
mulai dari menguasai pengertian-pengertian dalam uraian
materi, melaksanakan tugas-tugas dan mengerjakan
latihan soal.

9. Dalam menyelesaikan latihan soal, anda tidak
diperkenankan berdiskusi dengan teman anda sebelum
selesai mengerjakan latihan soal dan diskusi kelompok.

10. Membahas hasil pekerjaan anda dengan teman sekelas
dalam bentuk kelompok dan kerjakan soal diskusi
kelompok



Kontrak Perkuliahan Matematika Dasar

Dengan ini kami bersepakat bahwa;

1.

Batas keterlambatan masuk kuliah adalah 15 menit, jika
mahasiswa terlambat maka mahasiswa diperkenankan masuk
kelas namun TIDAK dapat mengisi presensi kuliah.
Sebaliknya, jika dosem terlambat 15 menit maka seluruh
mahasiswa boleh mengisi presensi kuliah. Selanjutnya, apabila
keterlambatan lebih dari 15 menit maka dosen akan
memberikan tugas mandiri dan mahasiswa mengisi presensi
kuliah (presensi kuliah tidak berlaku bagi mahasiswa yang
tidak hadir).

Apabila mahasiswa dan dosen tidak dapat hadir (karena sakit,
ijin, atau keperluan tertentu), maka yang bersangkutan WAJIB
memberikan informasi satu hari sebelumnya (jika mahasiswa)
kepada dosen pengampu mata kuliah (Jitu Halomoan
Lumbantoruan, M.Pd (081219553697))

Catatan: apabila sakit (sertakan surat dari dokter) dan jika izin
(sertakan surat dari orangtua/lembaga).

1) Mahasiswa TIDAK DIPERKENANKAN untuk
memakai kaos dan blus (oblong atau berkerah) dan
harus menggunakan kemeja dan celana bahan/rok
(untuk wanita).

2) Pengumpulan tugas harus tepat waktu sesuai dengan
arahan dosen. Apabila ada tugas (mandiri atau
kelompok) yang diberikan dosen kepada mahasiswa,
maka dosen ybs akan mengirimkannya kepada ketua
kelas (Kaleb, Bintangi(@gmail.com). Demikian
kesepakatan ini kami buat, semoga kami melakukannya
dengan baik tanpa ada paksaan dari pihak manapun.
Tuhan memberkati.


mailto:i@gmail.com).Demikian

Mengetahui, Jakarta, 10 Agustus
2019
Kaprodi Pendidikan Matematika Dosen Pengampu,

M Peta Kompetensi Mata Kuliah Persamaan
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MODUL 1

KONSEP DASAR PERSAMAAN DIFERENSIAL

Capaian Pembelajaran Uraian Materi

Mahasiswa diharapkan mampu
mengetahui bentuk-bentuk

persamaan diferensial orde 1. Pengidentifikasian ordo

dan tingkat P.D

satu dan mampu .

. 2.  Penentuan penyelesaian
menyelesaikan soal persamaan umum dan khusus P.D
diferensial dengan i .

. 3. Pembuatan P.D dari
menggunakannya di dalam . S
menyelesaikan masalah- sgatu fungsi proimitif yang
masalah yang berkaitan dengan ditentukan.
PD

Tujuan Pembelajaran

1. Mampu memahami definisi Persamaan Diferensial

2. Mampu memahami klasifikasi Persamaan Diferensial

3. Mampu memahami bentuk bentuk solusi Persamaan
Diferensial

4. Mampu memahami pembentukan Persamaan Diferensial
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KONSEP DASAR PERSAMAAN DIFERENSIAL

1. Definisi Persamaan Diferensial

Persamaan diferensial adalah persamaan yang melibatkan
variabel-variabel tak bebas dan derivatif-derivatifnya terhadap
variabel-variabel bebas. Berikut ini adalah contoh persamaan
diferensial;
1.0 94Y _gxd o,

dx’ dx

variabel bebas=x ; variabel tak bebas =y

2.y =e" +sin x, variabel XE "variabel"
bebas=x ;variabeltak bebas=y

2
3.%—3%“0(1:4,

variabel bebas =t ; variabel tak bebas = q

d v+d V:O

4.
dx" dy’

b

variabel bebas=x,y ; variabel tak bebas=v

Persamaan diferensial sangat penting di dalam matematika untuk
rekayasa sebab banyak hukum dan hubungan fisik muncul secara
matematis dalam bentuk persamaan diferensial. Persamaan
diferensial (disingkat PD) diklasifikasikan dalam dua kelas yaitu
biasa dan parsial. Persamaan Diferensial Biasa (ordinary
differential equation) disingkat PDB adalah suatu persamaan
diferensial yang hanya mempunyai satu variabel bebas. Jika y(x)
adalah suatu fungsi satu variabel, maka x dinamakan variabel



bebas dan y dinamakan variabel tak bebas. Persamaan (1), (2), (3)
adalah contoh PDB. Persamaan Diferensial Parsial (disingkat
PDP) adalah suatu persamaan diferensial yang mempunyai dua
atau lebih variabel bebas. Orde persamaan diferensial ditentukan
oleh  turunan  tertinggi  dalam  persamaan  tersebut.

dy

Contoh 1.1.1. 1Xd

y =0,adalah PDB orde satu

2

2.xy Z }; — y*sin x=0,adalah PDB orde dua
X

3. d y —y?=r dy +e**=0,adalah PDB orde tiga
dx dx

4, Z—;ZXB—yz,adalah PDB orde satu
5. (d Y +y =4 ,adalah PDB orde dua
dx’
6. d y 2d y_3 adalah PDB orde dua
dx’ dx’

Persamaan diatas dapat ditulis dengan notasi lain yaitu;
1.xy —y’=0 adalah PDB orde satu
2.xyy —y’sinx=0 adalah PDB orde dua
3.y —yy+e**=0 adalah PDB orde tiga
4.x =x"—y* adalah PDBorde satu
5.0y P+y’=4 adalah PDB orde dua
6.y —2y =3 adalah PDB orde dua
Derajat (degree) dari suatu persamaan diferensial adalah pangkat

tertinggi dari turunan tertinggi suatu persamaan diferensial.



Contoh 1.1.2.
1.x(y" )+(y)*~y=0, adalah PDB orde 2 derajat 3
2.x*y +2xy'+2 y=3x°, adalah PDB orde dua derajat satu

3.ly"""P+|y"'[’+2xy =6, adalah PDB orde tiga derajat dua

2 2
4. % -2 % =3, adalah PDP orde satu derajat satu
t X

Syarat tambahan pada persamaan diferensial, untuk satu nilai
variabel bebas yang mempunyai satu atau lebih nilai syarat
disebut syarat awal (/nitian Conditions). Persamaan Diferensial
dengan syarat awal dikatakan sebagai suatu masalah nilai awal
(initial-value problem). Jika syarat yang diberikan pada PD lebih
dari satu nilai variabel bebas, disebut syarat batas dan merupakan
Persamaan Diferensial dengan masalah nilai batas (boundary-
value problem).

Contoh 1.1.3.

1.

4y +23y'=e";yl2|=1;y[2)=5
adalah PD dengan masalah nilai awal karena dua syarat
pada xyang sama yaitu x=2

. 4y +23y'=e*;yl1)=1;y[2)=5

adalah PD dengan masalah nilai batas karena dua syarat
pada xyang berbeda yaitu x=1 dan x=2

2y 25y '=e*; y[3]=2;yl2]=5

adalah PD dengan masalah nilai batas karena dua syarat
pada x yang berbeda yaitu x=3 dan x=2

2y '+25y '=e*; y(3|=2; y[3]=5

adalah PD dengan masalah nilai awal karena dua syarat
pada xyang sama yaitu x=2
3y'"+23y'=e;yl2|=1;y(2)=4

adalah PD dengan masalah nilai awal karena dua syarat



pada xyang sama yaitu x =2

1. asifikasi Persamaan Diferensial

Persamaan diferensial biasa orde-n dikatakan linier bila dapat

dinyatakan dalam bentuk :

aulxly"+alxly"

ay(x)#0

+...+an_1(ny'+an(x)y:F(x),Dengan

Jika tidak maka persamaan diferensial dikatakan tidak linear.

1. Jika koefisien ao(x),al[x),...,an(x) konstan maka
disebut persamaan diferensial linear dengan koefisien
konstan, jika tidak disebut persamaan diferensial linear

dengan koefisien variabel.

2. Jika F(x)=0, maka disebut persamaan diferensial linear
homogen, jika F (x)#0 disebut tidak homogen.

Contoh 1.2.1.

Persamaan Diferensial

Klasifikasi Persamaan
Diferensial

1. 2y "' +5y'+2xy=cos (x)

PD Linier, PD biasa ,PD-
orde 2

2. 2yy +5y+2xy=cos (x)

PD Non Linier

PD Non Linier disebabkan
adanya suku cos (z)

PD Linier, PD biasa, orde
dua

PD Non Linier, orde dua

y —
5 +sin y=0
dx’
5d’y dy PD Linier, orde tiga
6. x d 3 4Xd—+6y:ex
X X




1. 1si Persamaan Diferensial

Pengertian Solusi. Solusi dari suatu persamaan differensial adalah
persamaan yang memuat variabel-variabel dari persamaan
differensial dan memenuhi persamaan differensial yang
diberikan. Jika f(x) merupakan solusi dari persamaan differensial,
maka f(x) dan turunan-turunannya akan memenihi persamaan
differensial tersebut. Dalam hal ini f(x) disebut integral atau
primitive dari persamaan differensial itu. Sedangkan yang
dimaksud dengan solusi umum dari persamaan differensial order
n adalah solusi dari persamaan differensial tersebut yang memuat
n konstanta sebarang yang bebas liniear. Jika dari solusi umum
itu, semua konstanta yang terdapat di dalamnya massing-masing
diberi nilai tertentu, maka akan diperoleh solusi yang disebut
solusi khusus persamaan differensial.

Contoh 1.3.1
1. Tunjukan bahwa y=x’+Ax+B merupakan solusi dari
persamaan differensial

d 2y=6x
X
Jawab
2
y=x3+Ax+B,makad—y=3x2+Adan d };=6x
dX dX
y= x°+ Ax+ B merupakan solusi dari
2
d 2y=6x
X
A=1,B=2

Maka akan diperoleh solusi khusus yaitu y=x>+x+2
Soluti Eksplisit Dan Implisit

2. Tunjukan bahwa y=x"+Ax+B merupakan solusi dari
persamaan differensial




2

y=x4+Ax+B,makaQ=4x3+A dan dy =12x°

dx dx*
y=x"+ Ax+B merupakan solusi dari
2
4y 124
X
A=2,B=3

Maka akan diperoleh solusi khusus yaitu y=x*+2x+3

3. Tunjukan bahwa y=x"+Ax+B merupakan solusi dari
persamaan differensial
2
Y 50’
X
Jawab

2

y:X5+Ax+B,makaZy=5x4+Adand Y =20x°

7=

dx d x
y=x"+ Ax+ B merupakan solusi dari
2
d 2y:20x3
p%
A=3,B=4

Maka akan diperoleh solusi khusus yaitu y=x°+3 x+4

4. Tunjukan bahwa y=x°+Ax+B merupakan solusi dari
persamaan differensial

2
9y _30x*
X
Jawab
2
y=x"+Ax+B,maka % =6 x’+A dan 4 Y =30x*
dx d x
y=x"+ Ax+ B merupakan solusi dari
2
4y 30 x*
X
A=4,B=5

Maka akan diperoleh solusi khusus yaitu y=x°+4 x+5

Definisi; Perhatikan persamaan differensial orde » berikut :



FIx,y,y,y ,...,y"=0
Dengan F adalah fungsi real yang memiliki (n+2) argument,
yakni x,y,y,y ,...,y"

1.

Misalkan f adalah fungsi bilangan real yang terdefinisi
untuk semua x dalam suatu interval I dan mempunyai
turunan ke-n untuk semua x yang ada di I. Fungsi F
disebut solusi eksplisit dari persamaan (1) dalam selang |
jika fungsi f memenuhi dua syarat berikut ini :
a.
F[x,f(x\),f'(x),f”(x),...,f”(x\)é,yangterdefinisi‘v’xEI
e (A) )
b. F[x,f(x),f(x),f (x),...,f"(x)]ZO,VXGI
... (B)

Hal ini berarti bahwa substitusi f(x)dan variasi turunan
untuk y dan turunannya yang berkorespondensi ke
persamaan (1) akan membuat persamaan (I) menjadi suatu
identitas di interval 1.

Suatu relasi g(x,y)=0, disebut solusi implisit dari
persamaan (1) jika relasi ini mendefinisikan sedikitnya
satu fungsi bilangan real f dengan variabel x di interval |
sedemikian sehingga fungsi ini adalah solusi eksplisit dari
persamaan (1) pada interval ini.

Solusi Penyelesaian PDB. Beberapa jenis solusi PD akan
dijabarkan sebagai berikut:
1. Solusi PD bentuk eksplisit yaitu solusi PD dengan fungsi

yang mana variabel bebas dan variabel tak bebas dapat
dibedakan dengan jelas. Solusi eksplisit dinyatakan
dalam bentuk y=f(x). Contoh. y=x’+5x+4

Solusi PD bentuk implisit yaitu solusi PD dengan fungsi
yang mana variabel bebas dengan variabel tak bebas
tidak dapat dibedakan secara jelas. Fungsi implisit ditulis
dalam bentuk f|x, y|=0. Contoh. x*+ y*=25

Penyelesaian implisit dan penyelesaian eksplisit, keduanya
secara singkat biasa disebut penyelesaian PDB.



Solusi Persamaan Diferensial Biasa (PDB) terbagi dalam tiga
jenis solusi yaitu:

1. Solusi Umum (Penyelesaian Umum): solusi PDB
yang masih mengandung konstanta sebarang misalnya
c.

Contoh 1.3.2.

1.PD

dy_3y

dx  x

mempunyai penyelesaian umum y=Cx"

2. PD

dy_4y

dx  x

mempunyai penyelesaian umum y=Cx*

3. PD

dy_5y

dx  x

mempunyai penyelesaian umum y= Cx®

4. PD

dy_by

dx  x

mempunyai penyelesaian umum y= Cx®

5. PD

d_7y

dx  x

mempunyai penyelesaian umum y=Cx’

2. Solusi Khusus/Partikulir (Penyelesaian
Khusus/Partikulir): solusi yang tidak mengandung
konstanta variabel karena terdapat syarat awal pada
suatu PDB.

Contoh 1.3.3.

1.PD

dy _, 2

i 3x

dengan syarat x|0/=4, mempunyai penyelesaian



10

khusus y=x’+4

2.PD
dy 3
4
dx X

dengan syarat x|0/=5, mempunyai penyelesaian
khusus y=x"*+5

3.PD

dy 4
= —g
dx X

dengan syarat x(0/=6, mempunyai penyelesaian
khusus y=x"+6

4. PD

dy 5
Y6
dx X

dengan syarat x(0/=7, mempunyai penyelesaian
khusus y=x°+7

. Solusi Singular (Penyelesaian Singular): solusi yang

tidak diperoleh dari hasil mensubstitusikan suatu nilai
konstanta pada solusi umumnya.

Contoh 1.3.4.

1. y=cx+c” diketahui sebagai solusi umum dari PDB:
ly'f+xy'=y, tetapi disisi lain PDB tersebut
mempunyai penyelesaian lain:

_—1 >

Y—TX s

penyelesaian ini disebut sebagai penyelesaian
singular.

2. y=cx+c’ diketahui sebagai solusi umum dari PDB:
\y'P+xy =y, tetapi disisi lain PDB tersebut
mempunyai penyelesaian lain:

_—1.:s
Y=g X

penyelesaian ini disebut sebagai penyelesaian



singular.

3. y=cx+c* diketahui sebagai solusi umum dari
PDB: |y '|*+x y =y, tetapi disisi lain PDB tersebut
mempunyai penyelesaian lain:

_—1.4
.y 8 b

penyelesaian ini disebut sebagai penyelesaian
singular.

4. y=cx+c® diketahui sebagai solusi umum dari PDB:
ly'P+xy =y, tetapi disisi lain PDB tersebut
mempunyai penyelesaian lain:

_—1s

=X,

10
penyelesaian ini disebut sebagai penyelesaian
singular.

y

Metode Penyelesaian. Metode yang digunakan untuk mencari
solusi (menyelesaikan) Persamaan Diferensial antara lain:

1. Metode Analitik: Metoda ini menghasilkan dua bentuk
solusi yaitu bentuk eksplisit dan implisit. Untuk masalah-
masalah yang komplek metode analitik ini jarang
digunakan karena memerlukan analisis yang cukup rumit.

2. Metode Kualitatif: Solusi PDB didapatkan dengan
perkiraan pada pengamatan pola medan gradien. Metode
ini memberikan gambaran secara geometris dari solusi
PDB. Metode ini meskipun dapat memberikan
pemahaman kelakuan solusi suatu PDB namun fungsi asli
dari solusinya tidak diketahui dan metode ini tidak
digunakan untuk kasus yang komplek.

3. Metode Numerik. Solusi yang diperoleh dari metode ini
adalah solusi hampiran (solusi pendekatan). Dengan
bantuan program komputer, metode ini dapat
menyelesaikan PDB dari tingkat sederhana sampai pada
masalah yang komplek.

11
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1. Masalah Nilai Awal (MNA)

Setelah mengenal solusi persamaan differensial dan jenisnya,
maka muncul pertanyaan berikutnya : apakah setiap persamaan
differensial mempunyai solusi? Jika persamaan differensial
tersebut mempunyai solusi apakah solusinya tunggal? Sebelum
menjawab pertanyaan-pertanyaan diatas dijelaskan dahulu
tentang apa yang disebut dengan masalah nilai awal (initial value
problem). Pada solusi umum suatu persamaan differensial, dalam
banyak kasus kita bisa mencantumkan » konstanta jika diketahui

n nilai-nilai y (x| y'[%],..., y" (%)

Defenisi;

Masalah nilai awal untuk persamaan diferensial order-n
flx,y,y.,y ,...,y"|=0 yaitu menentukan solusi persamaan

differensial tersebut pada interval I yang memenuhi n syarat awal
di X, € I subset dari real

Y [Xo|=¥0
y'(Xo):)ﬁ

[n—1] _
y (Xo)—y\jnfn

Dimana Yg, Y;;--->Y,-1 konstanta yang diberikan. Jika syarat
awal Xx,€ I, berbeda beda misalnya X,,X;,...,X, ;, maka
masalah nilai awal disebut masalah nilai batas, masalah nilai
batas sering disebut masalah syarat batas.

Contoh 1.4.1.

1. Carilah suatu solusi f dari persamaan differensial

d—y:2x

sedemikian sehingga di titik x = 1, solusi ini mempunyai nilai
4.
Jawab

Diketahui

13



Z—i:ZX ,maka dy =2 x dx sehingga

f dyzlf 2xdx y=x"+c
Untukx=1dany=4

maka nilai C yang memenuhi adalah
y=x2+C

4=1*+C

c=3

Jadi solusi dari

dy _

E—2X

nilai awal x = 0 dan f (1) = 4 adalah y=x"+3

2.Carilah suatu solusi f dari persamaan differensial

d—y=3x2

dx

sedemikian sehingga di titik x = 2, solusi ini mempunyai nilai
10.

Jawab

14

Diketahui

Z—i =3x’, maka dy=3 x’ dx sehingga
f dy=f 3x°dx y=x’+c
Untuk x =2 dany =10

maka nilai C yang memenuhi adalah
y=x3+C

10=2°+C

c=2

Jadi solusi dari

dy _ 2

dx =3Xx

nilai awal x = 0 dan f(2) = 10 adalah y=x>+2



3. Carilah suatu solusi f dari persamaan differensial

dy 3
@ _4
dx X

sedemikian sehingga di titil x = 3, solusi ini mempunyai nilai
15.

Jawab

Diketahui

Z—i} =4 x>, maka dy=4 x> dx sehingga
f dy=f 4x’dx y=x*+c

Untuk x =3 dany =15

maka nilai C yang memenuhi adalah

15=x"+C

15=3"+C

c=-66

Jadi solusi dari

dy _, .3

dx =4x

nilai awal x = 0 dan f(3) = 15 adalah y=x"—66

4. Carilah suatu solusi f dari persamaan differensial

dy 4
_:5
dx X

sedemikian sehingga di titik x = 2, solusi ini mempunyai nilai
30.

Jawab

Diketahui

Z—y =5x",maka dy=5 x* dx sehingga
X

f dy:f 5x*dxy=x"+c
Untuk x =2 dan y = 30

15



maka nilai C yang memenuhi adalah
30=x"+C

30=2°+C

c=-2

Jadi solusi dari

dy .4

dx 5x

nilai awal x = 0 dan f(2) = 30 adalah y=x"—2

Teorema A: Eksistensi Dan Keunikan

Hipotesis: Diberikan persamaan differensial
dy _

dengan

1. Fungsi f adalah fungsi yang kontinu dari x dan y
dibeberapa domain D pada nidang xy

2. Turunan parsial
af
dy
juga fungsi kontinu dari x dan y di domain D, dan
misalkan (xo s yo) adalah titik di domain D.

Maka ada solusi unik (tunggal) dari persamaan differensial yaitu
¢ yang didefinisikan pada beberapa interval |X—X0‘Sh, dengan h
cukup kecil, yang memenuhi kondisi ¢ (x0)=y0

Contoh 1.4.2

1. Apakah masalah nilai awal

%zxz—xy3. yl1]=6

mempunyai solusi yang tunggal

Jawab

f[x,y)zxz—xy3dana—f=3xy2,
oy

16



merupakan fungsi yang kontinu dalam segiempat yang
memuat titik (1,6). Berarti hipotesis dari teorema 1 dipenuhi.
Akibatnya masalah nilai awal mempunyai solusi tunggal
dalam suatu interval di sekitar x=1 dengan bentuk |x—1|<h
dengan h cukup kecil.

Apakah masalah nilai awal

%=x3—xy4. yl2]=7

mempunyai solusi yang tunggal?

Jawab

f[x,y):x3—xy4dana—f:4xy3,
0y

merupakan fungsi yang kontinu dalam segiempat yang
memuat titik (2,7). Berarti hipotesis dari teorema 1 dipenuhi.

Apakah masalah nilai awal

Z—i}:xs—xyﬁ.y(B)ZS

mempunyai solusi yang tunggal?
Jawab

f('x,y)=x5—xy6danﬁ=6xy5,
oy

merupakan fungsi yang kontinu dalam segiempat yang
memuat titik (3,8). Berarti hipotesis dari teorema 1 dipenuhi.

Apakah masalah nilai awal
d—y:x7—xy8.y(4]:9
dx

mempunyai solusi yang tunggal?

Jawab

17



f(x,yi:x7—xy8dang—§:8xy7,

merupakan fungsi yang kontinu dalam segiempat yang
memuat titik (4,9). Berarti hipotesis dari teorema 1 dipenuhi

Contoh 1.4.3.

1. Apakah masalah nilai awal

2
d—y—3y3,y(2]=0

dx

mempunyai solusi yang tunggal
Jawab

2 =1
f(X,y)=3y3sehinggaﬂ:2y 3
dy

akan tetapi
of
dy

tidak kontinu dan tidak didefinisikan di
y = 0. Akibatnya tidak ada segiempat yang memut titik (2,0)
dimana

of
dan—-
f 3y

keduanya kontinu. Karena hipotesis teoremaa 1 tidak dipenuhi,
maka masalah nilai awal tidak mempunyai solusi.

2. Apakah masalah nilai awal
dy_..5

—==3 2/=0

o3yl

mempunyai solusi yang tunggal
Jawab

-1
3

2
f[x,y):?)ye'sehinggag—f/:Zy

18



akan tetapi

of

0y

tidak kontinu dan tidak didefinisikan di

y = 0. Akibatnya tidak ada segiempat yang memut titik (2,0)

dimana

of
dan—-
f 3y

keduanya kontinu. Karena hipotesis teoremaa 1 tidak
dipenuhi, maka masalah nilai awal tidak mempunyai solusi.

Apakah masalah nilai awal

dy 2
— =4 4 =
o -4y yi3=0

mempunyai solusi yang tunggal

Jawab
3 af -1
flx,y|=4 y*sehingga—-=3y*
0y
akan tetapi
of
0y

tidak kontinu dan tidak didefinisikan di
y = 0. Akibatnya tidak ada segiempat yang memut titik (3,0)
dimana

of
dan—-
f 3y

keduanya kontinu. Karena hipotesis teoremaa 1 tidak
dipenuhi, maka masalah nilai awal tidak mempunyai solusi.
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20

Apakah masalah nilai awal

dy 3
=~ =5y°,y(4]=0
I y®,yl4]

mempunyai solusi yang tunggal
Jawab

-1
5

4 af
f(x,y)=5y55ehinggaa—y—4y

akan tetapi

of

0y

tidak kontinu dan tidak didefinisikan di

y = 0. Akibatnya tidak ada segiempat yang memut titik (4,0)
dimana

of
dan—-
f 3y

keduanya kontinu. Karena hipotesis teoremaa 1 tidak
dipenuhi, maka masalah nilai awal tidak mempunyai solusi.

Apakah masalah nilai awal

dy 2
2 =10y", y(9]=0
i ¥y, yl9)

mempunyai solusi yang tunggal

Jawab

-1

i —
f(x,y): 10}’10 sehinggag—];:gyw

akan tetapi

of

0y

tidak kontinu dan tidak didefinisikan di



y = 0. Akibatnya tidak ada segiempat yang memut titik (9,0)
dimana

of
dan—-
f 3y

keduanya kontinu. Karena hipotesis teoremaa 1 tidak
dipenuhi, maka masalah nilai awal tidak mempunyai solusi.
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1.

10.

Persamaan diferensial adalah persamaan yang melibatkan
variabel-variabel tak bebas dan derivatif-derivatifnya
terhadap variabel-variabel bebas.

Persamaan diferensial (disingkat PD) diklasifikasikan
dalam dua kelas yaitu biasa dan parsial. Persamaan
Diferensial Biasa (ordinary differential equation)
disingkat PDB adalah suatu persamaan diferensial yang
hanya mempunyai satu variabel bebas.

Persamaan Diferensial Parsial (disingkat PDP) adalah
suatu persamaan diferensial yang mempunyai dua atau
lebih variabel bebas.

Orde persamaan diferensial ditentukan oleh turunan
tertinggi dalam persamaan tersebut.

Derajat (degree) dari suatu persamaan diferensial adalah
pangkat tertinggi dari turunan tertinggi suatu persamaan
diferensial.

Syarat awal pada persamaan diferensial adalah satu nilai
variabel bebas yang mempunyai satu atau lebih nilai
syarat ( Masalah nilai awal ).

Syarat batas adalah syarat yang diberikan pada persamaan
differensial lebih dari satu nilai variabel bebas(Masalah
nilai batas ).

Persamaan diferensial biasa orde-n dikatakan linier bila
dapat dinyatakan dalam bentuk :

ao x| y"+a,( x| y" " +...+a, x|y +a,(x) y=F [x| Denga
naq(x)=0

Jika tidak maka persamaan diferensial dikatakan tidak
linear.

Solusi dari suatu persamaan differensial adalah persamaan
yang memuat variabel-variabel dari  persamaan
differensial dan memenuhi persamaan differensial yang
diberikan.

Solusi umum dari persamaan differensial order n adalah
solusi dari persamaan differensial tersebut yang memuat n
konstanta sebarang yang bebas liniear. Jika dari solusi



11.

12.

13.

14.

umum itu, semua konstanta yang terdapat di dalamnya

massing-masing diberi nilai tertentu, maka akan diperoleh

solusi yang disebut solusi khusus persamaan differensial.

Jenis solusi persamaan differensial ada dua, yaitu :

Solusi PD bentuk eksplisit yaitu solusi PD dengan fungsi

yang mana variabel bebas dan variabel tak bebas dapat

dibedakan dengan jelas. Solusi eksplisit dinyatakan
dalam bentuk y=f(x).

Solusi PD bentuk implisit yaitu solusi PD dengan fungsi

yang mana variabel bebas dengan variabel tak bebas tidak

dapat dibedakan secara jelas. Fungsi implisit ditulis dalam
bentuk f|x, y|=0.

Solusi Persamaan Diferensial Biasa (PDB) terbagi dalam

tiga jenis solusi yaitu:

3. Solusi Umum (Penyelesaian Umum): solusi PDB
yang masih mengandung konstanta sebarang misalnya
c.

4. Solusi Khusus/Partikulir (Penyelesaian
Khusus/Partikulir): solusi yang tidak mengandung
konstanta variabel karena terdapat syarat awal pada
suatu PDB.

5. Solusi Singular (Penyelesaian Singular): solusi yang
tidak diperoleh dari hasil mensubstitusikan suatu nilai
konstanta pada solusi umumnya.

Metode Penyelesaian Persamaan Diferensial antara lain:

1. Metode Analitik : Metoda ini menghasilkan dua

bentuk solusi yaitu bentuk eksplisit dan implisit.

2. Metode Kualitatif : Solusi PDB didapatkan dengan
perkiraan pada pengamatan pola medan gradien.

3. Metode Numerik : Solusi yang diperoleh dari metode
ini adalah solusi hampiran (solusi pendekatan).
Masalah nilai awal untuk persamaan diferensial order-n
flx,y,y,y .., y"|=0  yaitu menentukan  solusi
persamaan differensial tersebut pada interval I yang
memenuhi n syarat awal di X, € I subset dari real

Y(XO)ZYO
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y’(Xo):)ﬁ

Yn—ll(

y Xo):yw]n—u

Dimana Yg,Y;,---»Y,-1 konstanta yang diberikan.
Jika syarat awal X,€1I, berbeda beda misalnya
Xg,Xq,.--,X,_;, maka masalah nilai awal disebut
masalah nilai batas, masalah nilai batas sering
disebut masalah syarat batas.



Diskusi Kelompok

Untuk soal 1- 5 klasifikasikan persamaan differensial di bawah
ini.

1. xzy”—ny”+(x2—3)y:0

Jawab :

Klasifikasi persamaan differensial dari
xzy”—2 xy”+(x2—3) y=0 adalah

a. Orde 12

b. Derajat D

c. Koefisien : Variabel

d. Kehomogenan
2. y +3t°y —cost=0

Jawab :

Klasifikasi persamaan differensial dari
y +3t’y —cost=0 adalah

a. Orde S

b. Derajat 01

c. Koefisien .

d. Kehomogenan : Homogen

3.y +3[y"['+y =sinx

Jawab :

Klasifikasi persamaan differensial dari
y' "+3 (y' ')2+y': sin x adalah

a. Orde S

b. Derajat 12

c. Koefisien D

d. Kehomogenan
4. X’y +242x y+2y=3x"
Jawab :

25



Klasifikasi persamaan differensial dari
X’y +2+2x y+2 y=3 x> adalah

a. Orde
b. Derajat
c. Koefisien
d. Kehomogenan : Non Homogen

5 =
. y—y =cosx
Jawab :
Klasifikasi persamaan differensial dari Ay'—_yszcos X

adalah

a. Orde

b. Derajat

c. Koefisien : Konstanta
d. Kehomogenan

6. Selidikilah apakah f(x|—2sin x+3cosxmerupakan solusi
eksplisit untuk persamaan diferensial

+y:0
untuk x € R

7. Tunjukan bahwa x’+3x y°=1 adalah solusi implisit dari
persamaan diferensial
2 xyd—y+ X+y’=0
dx
pada interval 0<x<1
8. Tunjukan bahwa 5x”y*—2x’y°=1 adalah solusi implisit
dari persamaan diferensial
xLiy=xy
dx

. 5
pada interval 0<x< 5

9. Tunjukan bahwa tiap fungsi f yang didefinisikan oleh
flx|=lx’+c|e™* dengan c adalah suatu konstanta, adalah

26



solusi dari persamaan diferensial
dy 2 -3x
—=+3y=3
Ix y=3x"e

10. Tunjukan bahwa tiap fungsi f yang didefinisikan oleh
flx)= D+ce 2, dengan c adalah suatu konstanta, adalah

solusi dari persamaan diferensial
dy —
—=+4xy=8

xy=28x

Untuk soal 11 - 15 ubahlah persamaan differensial dibawah ini

dengan notasi lain

d'y
11. +y =0

dx* J

Jawab :

S cd'y o
Notasi lain dari o +y~=0 adalah
X
yo+...=0
2

12. sinxyg—i}+cosc;7);:0

Jawab :

- ) . dy dy
Notasi lain dari adalah sin xy ——+cos—=-=0
dx dx
sinxy...”"+cos....”" =0
4 2 \5

13. 943|445 y=0

dx X

Jawab :

4 dzy 5

Notasi lain dari Z i/ +3 +5 y=0adalah

X

you3l... P45 y=0
14. d—y+x2y=xex
dx
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Jawab :

d X
Notasi lain dari Yy y=xe adalah

dx
e+ X y=xe"
d’y d’y _dy .
15. ?+4W—5d—x+3y—smx
Jawab :

3

2
Notasi lain dari d )3/ +4 d—); -5 @, 3 y=sin xadalah
dx dx~  dx

Yy +4..0 =5y +3 y=sinx

Untuk soal 16 - 20, carilah penyelesaian khususnya.
16. PD
dy _ 20
a =19x
dengan syarat x(0|=6.
Jawab:
Dengan syarat x (0/=6, mempunyai penyelesaian khusus
Y=XTH
17. PD
dy _ 21
d_X =21x
dengan syarat x [0|=12.
Jawab:
Dengan syarat x(0)=12, mempunyai penyelesaian
khusus y=x""+...
18. PD

dy _ 2
d_X =22x
dengan syarat x[0|=36.
Jawab:
Dengan syarat x[0/=36, mempunyai penyelesaian
khusus y=x"+...
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19. PD

dy _ 23

d_X =23x
dengan syarat x [0|=72.
Jawab:
Dengan syarat x|0/=72, mempunyai
khusus y=x"+...

20. PD
dy _ 24
d_X =24 x

dengan syarat x |0)=144.
Jawab:

penyelesaian

Dengan syarat x(0/=144, mempunyai penyelesaian

khusus y=x"+...

Untuk soal 21- 25 carilah suatu solusi f dari persamaan
diferensial

sedemikian sehingga di titik x = 2, solusi ini mempunyai

nilai 20.
Jawab:
Diketahui

Z—yZZX ,maka dy =2 x dx sehingga

X

_f dy:f 2xdx y=x""+c
Untukx=...dany=...

maka nilai C yang memenuhi adalah

y=x"+C
L.=2"+C
c=16
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Jadi solusi dari

dy

bt AP

dx X

nilai awal x = 0 dan f(2) = 20 adalah y=x"+...

22. PD:

d—y:?)x2

dx

sedemikian sehingga di titik x = 3, solusi ini mempunyai
nilai 72.

Jawab:
Diketahui

dy
X

f dy=f 3xX°dx y=x"+c
Untukx=...dany=...

maka nilai C yang memenuhi adalah
y=x"+C

...=37+C

c=45

Jadi solusi dari

dy ., 2

dx =3x

=3x’, maka dy=3 x’ dx sehingga

nilai awal x = 0 dan f(3) = 72 adalah y=x""+...
23. PD:

g3

dx

30

sedemikian sehingga di titik x = 1, solusi ini mempunyai
nilai 10.

Jawab:

Diketahui



3—1214 x"?, maka dy=14 x"* dx sehingga
f dy:f 14x"dx y=x"+c
Untukx=...dany = ...

maka nilai C yang memenuhi adalah
y=x"+C

..=17+C

c=9

Jadi solusi dari

dy _ 13

E-Mx

nilai awal x = 0 dan f (1) = 10 adalah y=x"+...

24. PD:

d
ﬁ =11x"
sedemikian sehingga di titik x = 2, solusi ini mempunyai
nilai 400.
Jawab:
Diketahui

%:12x11, maka dy=12x"" dx sehingga
f dy:f 12x"dx y=x"+c

Untuk x=...dany=...

maka nilai C yang memenuhi adalah
y=x"+C

...=27+C

c=3696

Jadi solusi dari

dy _ 1

E-le

nilai awal x = 0 dan f(2) = 400 adalah y=x"+...

25. PD:
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dy 32

——=33Xx

dx
sedemikian sehingga di titik x = 1, solusi ini mempunyai
nilai 2.

Jawab:
Diketahui

dy
dx

f dy=f 33x7dxy=x"+c

Untuk x=...dany=...

maka nilai C yang memenuhi adalah
y=x"+C

..=17+C

c=1

Jadi solusi dari

=33x*, makady=33x" dx sehingga

dy 32

=33

dx X

nilai awal x = 0 dan f(1) = 2 adalah y=x"+...
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Latihan Mandiri

Untuk soal 1 — 5 klasifikasian persamaan differensial berikut
sebagai persamaan differensial biasa (PDB) atau persamaan
differensial parsial (PDP). Nyatakan variabel bebas dan tak bebas
nya.

1. ty—y=2¢
9y, 0y
+y°=0
2. 6x ot y
oy Oy
+y°=0
N A TR
4. y'+7y=0
5. y'”+3y'—4y:0
6. Buktikan bahwa
y=¢é’ solusz% 2y

pada interval [— o0, |
7. Buktikan bahwa
dy _—1
y*+x—3=0solusi a2y
pada interval (— oo, 00|
8. Tunjukan bahwa x’+3x y°=1 merupakan solusi implisit
persamaan differensial

dy

2 +X'+y’=0
xydxy

pada interval 0 <x <1
9. Tunjukan bahwa setiap fungsi yang didefinisikan oleh
f( X):( x2+c)e_3x, dengan ¢ merupakan konstanta sebarang
merupakan solusi persamaan differensial
d_y —3x
+3y=3
oY= x’e
Dalam soal 10 — 22 , buktikan fungsi yang diberikan merupakan
solusi persamaan differensial yang diberikan disebelahnya :
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10.
11.
12.
13.

14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

21..

22.

23.

24.

y=sinx+x’y +y=x"+2

x=cost—2sintx +x=0

y=Acos x+Bsin x y +y=0

y=e*—3e " y —y—=2y=0

y=x+y'y'==

Yy

O=y((x2+c) 2y xy2

e V—y

e Y+x

2 xy

y—1

6xy+(y)'siny—2(y)’
3x’—y

eV+y=x—1y=

y—lny=x’+1y =

sin y+xy—x"=2y =

[x):x+3ex%+y:x+l
X

2
(x):2e3"—5e”%—73—y+12y:0
(x)= e+2x+6xdy 3 40 y=ay?

d dx

X
_ 1 2d'y , dy
flxl= 1+x2(1+x)dx2+4xd +2y=0

Tentukan  nilaim sehingga ¢|x|=e™solusi  persamaan
differensial

a. y +6y+5y=0

b. y +3y ' +2y=0

c. y =3y —4y+12y=0

Fungsi [x)=c,e’*+c,e “solusiy —y —2y=0 untuk
sebarang konstanta ¢,danc,. Tentukan C,danc, yang
memenuhi syarat awal

a. yl0]=2, y'loj=1

b. ylo)=1, y'loj=0

Dalam soal 25 — 27 selidikilah apakah masalah nilai awal
mempunyai solusi yang tunggal,
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dy 3 3

Y-y~ y? ylo|=6
25. ==X =y, yl0]
26. %—9y=sin29,y(nJ=5
27. Z—Z+cosy:sinx,y(n)20

Untuk soal 28-31, carilah penyelesaian khususnya, dengan syarat
x[0]=3.
28. PD:
dy 36
—==37
dx X
29. PD:
dy 78
=79
dx X
30. PD:

dy 11.9
—=120
dx X

31. PD:

D — 2000
dx

Pada soal no 32-35, carilah suatu solusi f dari persamaan
diferensialnya sedemikian sehingga di titik x = 2.

32. PD:

dy 3
@ _4
dx X

solusi ini mempunyai nilai 3.
33. PD:

dy 4
= -5
dx X

solusi ini mempunyai nilai 9.
34. PD:
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dy 7
= —q
dx X

solusi ini mempunyai nilai 27.

35..PD:

solusi in1i mempunyai nilai 81.
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MODUL 2

PERSAMAAN DIFERENSIAL ORDE 1

Capaian Pembelajaran Uraian

Mahasiswa dapat memahami Mahasiswa dapat :
bentuk-bentuk persamaan 1. Menyelesaikan P.D
diferensial orde satu berpangkat/ yang variabelnya
derejat satu satu dan mampu terpisah
menyelesaikan serta 2. Menyelesaikan P.D
menggunakannya pada masalah- yang homogen
masalah yang berkaitan 3. Menyelesaikan P.D
sebelumnya yang tidak homogen

dengan transformasi

4. Menentukan
penyelesaian umum P.D
eksak

5. Menentukan faktor
integrasi untuk P.D
yang tidak eksak

6. Menyelesaikan P.D
yang tidak eksak
dengan menggunakan
faktor integrasi
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1\7(01)10) By
PERSAMAAN DIFERENSIAL ORDE 1

2.1 Kegiatan Pembelajaran 1 Persamaan Diferensial
Orde Pertama yang Umum

Suatu persamaan yang mengandung satu atau beberapa
turunan suatu fungsi yang tidak di ketahui kita sebut persamaan
diferensial. Khususnya, suatu persamaan berbentuk

F x,y,ym,y(z],...,y‘l”:‘):o
Dalam mana y“‘} menyatakan turunan y terhadap x yang
ke k, disebut persamaan diferensial biasa berorde n. Contoh-
contoh berorde 1, 2 dan 3 adalah

y +2sinx=0

d’y ., dy
—S+3x——-2y=0
dx’ Xax Y

3 2
d_)31+d_y —e'=0
dx dx

Jika, pada waktu f(x) disubstitusikan untuk y dalam
persamaan diferensial, persamaan yang dihasilkan merupakan
suatu kesamaan untuk semua x dalam suatu selang, maka f(x)
disebut penyelesaian persamaan diferensial.
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Jadi f(x|=2cosx+10 adalah suatu penyelesaian terhadap
y +2sinx=0

karena,f (x)+2sin x=—_2sin x+2sin x=0

Untuk semua x. Kita sebut 2 cos x+ C penyelesaian umum
dari persamaan yang diberikan, karena dapat diperlihatkan bahwa
setiap penyelesaian dapat dituliskan dalam bentuk ini.
Berlawanan dengan itu, 2cosx+10 disebut suatu penyelesaian
khusus dari persamaan. Persamaan-persamaan yang sekarang kita
pandang dapat dibuat dalam bentuk

L pixy=qlx)

Suatu pesamaan jenis ini dalam prinsip selalau dapat
diselesaikan. Pertama-tama kita mengalirkan kedua ruas dengan
faktor integral

ef Plx|dx
Yang menghasilkan

ef P(x|dx Z__i’_'_ef P[x|dx P [X] y:Q(X)ef P[x|dx

Kemudian kita kenali ruas kiri sebagai turunan dari

ye J Plxldx
sehingga persamaan mengambil bentuk

j_x ()’ef Pix}dx): Q(X)ef Plx|dx

Pengintegralan kedua ruas menghasilkan

yefP\‘x]dx:J‘(Q<X)efp(x3dx(-))dx(.’
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Sehingga
y:e—fPixlde (Q(X)e'[ Pﬂx}dxi’)dx(.)
Contoh 2.1.1 Selesaikan

d_y+g _sin3x

dx x X2
Penyelesaian: faktor integral kita adalah

) 2

dx
X

e =e

21n|x]

lnxz_ 2
e =x
(Kita ambil konstanta sembarang dari penintegralan fP(X]dx

bernilai 0 karna pada akhirnya ia akan di coret.) dengan
mengalikan kedua ruas persamaan awal dengan x°, kita peroleh

x2d—y+2xy=sin 3x
dx

Atau

j—x( 2y):sin3x

Pengintegralan kedua pihak mengasilkan
2 . -1

= 3xdx=—cos3x+C
xyfsmxx 3 C0s3x
atau

y= X’

_—1c053x+C
3

Contoh 2.1.2 Tentukan penyelesaian khusus dari

dy 3x
=L _3y=
dx y=xe

Yang memenuhi y=4 bilamana x=0.
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Penyelesaian: faktor integral yang cocok adalah,

—3d _
ol Ph= g

Dari perkalian dengan faktor ini, persamaan kita mengambil
bentuk

Z—i’(e”y)ﬂ

~3x 1>
e =| xdx==x"+C
y=[ xdx=3
Jadi, penyelesain umum adalah
y=%x2e3X+C e

Dengan mensubtitusikan y =4 bilamana x=0 membuat C =4.

Penyelesaian khusus yang di inginkan adalah

y=%x2e3x+4e3x

1. Selesaikan y +xy=x
Penyelesaian :
faktor pengintegralnya adalah

efxdx:e[,g

yefpfx}dx:J' Q(X)efp{x}dxdx

1> 1> 1.
=X

e’ y+e’ xy=e® x

_2)22
dxeyex

2 1. 12
2% 2* 2%
e y=fe xdx=e~ +C
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1>

y:1+CeTX

2.Selesaikan Zy

——+2xy =4
L H2xy=4x

Penyelesaian :

faktor integralnya adalah el **=e*.

yefpﬂx}dx:f Q(x)eprx}dxdx
yex2=f4xexzdx+C

exz—f 4 xexzd—X2+C
Y 2x

yex2=f 2 d(x*)+C
yeXZZZeXZ+C

y=2+Ce "

3.Selesaikanxy —2 y=x>¢"

Penyelesaian :
dy .3 x . .
xd——2y—x e”|di bagi denganx|
X
dy 2 .2 x
dx Xy—xe
;zdx —2lnx 1
faktor Integralnya adalahe™ * =e :?
yefpfx}dx:J‘ Q(X)efp{x}dxdx
yiz:‘f (XCCZEXC)%dX+CCC
X X
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y%:f e’ dx+C
X
yi—ex+C

5=

2 2
y=x"e"+Cx
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2.2 Kegiatan Pembelajaran 2  Persamaan

Diferensial Variabel Terpisah

Jika persamaan eksak M dx+N dy =Omempunyai sifat
bahwa M fungsi x saja dan N fungsi y saja, maka

Ini adalah bentuk paling sederhana dari persamaan
diferensial eksak, dan dikatakan bahwa variable — variabelnya
terpisah. Penyelesaian umum dapat ditulis :

f M dxf Ndy=c

Contoh 2.2.1 Selesaikan

Penyelesaian berlaku untuk semua (x,y) kecuali x = 0.

Contoh 2.2.2 Selesaikan

dy+ 1+y3

4@ =0
dx  xy*(1+x%)
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Penyelesaian

2
J dy3+ 1 —~dx=0
1+y° x(1+x%)

dan variabel-variabelnya terpisah. Maka

yidy  dx  xdx
1+y° x  1+x°

N %1n‘1+y3|\+lnHx|—%ln(1+yz):c1

21n|1+y*|+6In|x|-3In(1+x*|=6c,=c,
Inx°4éd

1. Selesaikan dy__ 2 xy
dx

Penyelesaian :
dy _

f a—f —2Xxy

Iny=—x+C

y=e7x2+C

y:C.e_Xz

dy _x+1

2.Selesaikanxyd—: 1
Xy

Penyelesaian :
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Persamaan diatas dapat ditulis menjadi:

y1y+1)dy:%dx

[y’ +yldy= dx

1+l
X

[y’ +yjdy=] 1+§ dx

3

1 517
3 +§y +C,=x+In|x|+C,

1 5.1 ° _
3y +2y x—In|x|=C

3. Selesaikan|2 x +xy*|dx+| y+x* y|dy=0
Penyelesaian :

x(2+y2) dx+y(1+x2)dy:0

X Yy
‘[ 14x° dx+_[ 2+y° ot

%ln(1+x2)+%ln(2+y2)=c
%ln[(1+x2)(2+y2”=C

[1+x7][24y%]=2C

[1+x%)[2+ y?|=e

[1+x3)[2+y?)=C
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2.3 Kegiatan Pembelajaran 3  Persamaan

Diferensial Homogen

Fungsi f (x,y) disebut homogen dengan derajad n dalam
variabel-variabelnya  jika  f | Ax )\y)ZA",f X, y). Persamaan
M (x,y)dx+N (x,y)dy=0disebut homogen jika M (x,y) dan
(x,y) homogen dengan derajat sama. Untuk persamaan homogen
dilakukan substitusi y=vx,dy=vdx+xdv. Dengan substitusi ini
persamaan homogen diubah menjadi bentuk variabel-variabel
terpisah x dan v.

2 2
X+y

Xy

Contoh?2.3 .1 Selesaikan y':
. —y . 1 L
Penyelesaian y =<+—+v,substitusi y =vx
X v
dx=xdv+vdx

dy= l+v
v

d 1
vdv—7)(20,5v2—111\><|=c1

y*=x"In x*+c x’untuk y #0danx #0
Contoh 2.3.2 Selesaikan
xsinL(y dx+xdy|+ycosL(xdy+ydx|=0
X y
Penyelesaian : Persamaan ini homogen derajat dua. Subsitusi
Yy=VX

. 2
xsinv|vxdx +x“dv+ vxdx
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+vxcosv(xzdv+vxdx—vxdx=0)
sin v(2vdx+xdv|+xvcosvdv =0

sinv+cosv dx
———dv+2—=0
vsinv X

Maka
In \vsin v|+21n |x\=ln cdanx’iéi
Menghasilkan

xysinlz
X

1.Selesaikan|2 x—4 y+5| y +x—2 y+3+0

Penyeleaian :

misalkanv=x —2y yang berarti jugay
b l(x—v |, sehingga y':l(l—v')

2 2
substitusikan ke:

2v+5] =—v-3

L)

2v—2vVv+545v=—2v—6
—[2v+5jyv'=—4v-11
(2v+5)v'=4v+11

4v+10
4v+11

dv=2dx
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dv=2dx

1— 1
4v+11
Integrasikan kedua ruas untuk mendapatkan :
1
v—Z-1n|4v+11|:2x+c1
substitusikankembaliv=x—2y,
(x—2y)—%1r1|4(x—2y)+11‘:2x+C1

4x+8y+In|4x—8y+11|=C

2. Periksaapakah|3 y— 4 x|dx+|y—x|dy=0 homogen atau tidak.
Penyelesaian :

3y—4x|dx+y—x|dy=0

dy _[3y—4x]

dx  [y—x|

3Y 4
X

X

_dy
dx

karena persamaan diatas dapat ditulis kembali sebagai

V:l, maka persamaan ini homogen
X
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ytx
y—x

,yl0)]=2

3. Selesaikan y =

Penyelesaian :
Misalkan u=y—x berarti y=u+x,y =u +1
Substitusika ke persamaan :

(uv+1):(u+x)+x
u

uu+u=u+2x

udu=2xdx

%u2=x2+C1

u'=2x+C
Substitusikanu=y—x
ly—x/=2x’+C
y'=2xy—x'=C
Substitusikan y|0|=2, maka
2*-2(0)[2]-0°=4
diperoleh C =4, sehingga :

y'=2xy—x’=4
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Rangkuman

Persamaan Diferensial adalah suatu persamaan hubungan
antara variabel bebas misalnya (x), variabel terkait misalnya ()
dan satu atau lebih koefisien diferensial antara keduanya
misalnya (dy/dx).Persamaan Diferensial menurut banyaknya
variabel terikat yaitu

#Persamaan Diferensial Biasa yaitu jika hanya memiliki satu
variabel bebas

#Persamaan Diferensial Parsial yaitu jika memiliki lebih dari satu
variabel terikat

Persamaan Diferensial Orde Satu hanya melibatkan
turunan kesatu atau pertama atau bisa dikatakan suatu fungsi
yang memuat satu variabel bebas (x) dan satu variabel yang tak
bebas (y) beserta turunan pertamanya (y) yang dikaitkan secara
eksplisit atau implisit. Solusi umum Persamaan Diferensial adalah
fungsi yang memuat konstanta C dan memenuhi Persamaan
Diferensial tersebut. Solusi khusus adalah solusi yang diperoleh
dari solusi yang diperoleh dari solusi umum dengan mengambil
nilai C suatu bilangan tertentu atau solusi yang memenuhi syarat
yang diberikan, misalnya syarat awal.

Persamaan Diferensial yang solusi umumnya diberikan
oleh fungsi gl x, y,C|=0 dapat ditentukan dengan mengeliminasi
C dari kedua persaman:
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glx,y,C|=0

d ,
4 Cl=0
dxg(x,y, )

Ada beberapa metode penyelesaian persamaan diferensial orde
satu yaitu Metode Integral Langsung, Metode Pemisahan
Variabel, Metode Subtitusi

Metode Integral Langsung digunakan jika persamaan

diferensial dapat dinyatakan dalam bentuk Z—i]:f (X) artinya

bentuk persamaannya dapat diintegralkan secara langsung
sehingga diperoleh f dy:ff(x)dx —~ y=F|x|+C

Metode Pemisahan Variabel digunakan jika persamaan
diferensial mempunyai dua variabel dan dapat dipisahkan pada
ruas yang berbeda dan dapat ditulis dalam bentuk:

dy _
~. dengan catatan f (x, y|dapat dipisahkan menjadi f(x|dan g(y)

Sehingga diperoleh fg(y)dy:f flx|dx - y=F|[x)+C

Metode Subtitusi biasanya digunakan pada persamaan
diferensial homogen yang mempunyai dua variabel tetapi tidak
dapat dipisahkan secara langsung pada ruas yang berbeda.Untuk
menyelesaikan perlu diubah agar variabelnya dapat dipisahkan,
biasanya diambil subtitusi

dy dv
i VAR 5 ——=V4+X—
YEVIX o SV
Penyelesaian selanjutnya sama dengan Metode Pemisahan
Variabel.
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Diskusi Kelompok

dy 2
1.—=+4 y=x-2
g TAY=X—2X

Penyelesaian:
faktor integral adalah :

ST P

efp[x}dxy=f Qlxled "

_[ee=2X - 1 ., C
y 2 i
_|—8x* =+ —1|. C
y= =

e
| )+ C
8 e4x
dy
2, —===2
dx o
Penyelesaian :
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d
Ja=f-2

Iny=—---"4C
y=e +C
y=C.e =

3.y +y=[1+xf
Penyeleaian :
Z—i:+y:(1+x)2

Faktor Integral adalah
efp\xldx:ef 1: e

efp\x |dx J‘Q fp x\dx
e"'y=f e (1+x) —2e"[---+x|+2€*+C

y:[1+x)"'—2[---+x)+2+£x
e

4.xy+y=3

Penyelesaian :

Persamaan diubah menjadi:

X dy_ 3 — y kalikan kedua ruas dengan

dx x(3-yl
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f—dy f%dx

—In(---—---]dy=In---+In---=In---
In[3—y["=In--
3y =Cx

5.y2(y+1)dx+y2(y—1)dy=0
Penyelesaian :

Persamaan diatas diubah menjadi:

d+—d 0
X—1X y+1 =

'[x 1dx+f—dy InV---Vi

In|---—-- |+In|---+---|=In V.- Vi
m‘( ....... [ )‘:mv Vi,
=1+ 1=
dy Xt 3X untuk y==6ketika x=0
dx
Penyelesaian :

Persamaan diatas kita ubahmenjadi y’ dy= (x +3 xz) dx

yZdyZ(x+3x2)dx

iyg":...X2+---+C0dikalikan3

3 e o
y=—Xx+---x+C

53



y=§’/;x2+~--x3+C

Substitusikan y = 6dan x = 0, sehingga diperoleh :
=ik +C - C=---2=216

Jadi, penyelesaiannya adalah :

y:§/;2'x2+--- X’ +216

7.2|y+3|dx—xydy =0
Penyelesaian :

2| y+3]dx—xydy=0

gdx+ Y dy=0

X y+3
[ 2 dx+ [ ——dy=o0
e [ 2 g
2t [y =[S dy=
s el

Yt
2lnx+y—3In|y+3|=C

2Inx+y—In|y+3/’=C

8. Periksaapakah|3 y— 4 x|dx+|y—x|dy=0
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homogen atau tidak.
Penyelesaian :

3y—4x|dx+y—x|dy=0

dx ly—x|
Y
X _dy
...... Ly &
X
AN
X _dy
1 dx

karena persamaan diatas dapat ditulis kembali sebagai

v=2maka persamaan ini homogen

X

9.Apakah PD (3 y—4 x)dx+( y—x)dy=0 homogen atau tidak?

3y—4x|dx+|y—x|dy=0

d_y:...—4x
X x—y
x|3.2-4
X —
- d
x|..—L X
X
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d
=% Karena variabel PD di atas dapat ditulis kembali

1-2
X

sebagai V= %, maka PD ini homogen.

10.Selesaikan Persamaan Diferensial

(x2+y2)dx+2 xydy=0

Penyelesaian

2
dy_—x2+y2__{1+ ;
dx 2xy 2(L)

Subtitusi y=vx dan dy =vdx+xdv maka Persamaan Diferensial
menjadi

(...+v2)dx+2v[vdx+xdv)=

2vdv ...
+—=0
1+3v: X

1f +3v J-d_x:C

In(1+3v3x*=C

maka Persamaan Umum Persamaan Diferensial

X

2
...+3y—2)x3=C
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Latihan Mandiri

A. 1-14. selesaikan persamaan diferensial orde-pertama

2.(x+1)d—y+y=x2—1

dx

3.(1—x2)d—y+xy=ax, x|<1

dx
4, y'+ytan Xx=sec x

dy _y_
S'dx X—xe
6.y —ay=flx|

dx x x

8.y'+2—y =(x+1f

x+1
9.y +yflx|=flx|
10.d—y+2y=x
dx
1Y _Y_3,. y=3bilamanax=1

dx x

12. y'=e*—3y; y=1bilamana x=0
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13.xy +(1+ x| y=e™*; y =0bilamana x=1
14. sinxd—y+2ycosxzsin2x;y=2bilamanax=£
dx 6
B. 15-45. Selesaikan persamaan diferensial di bawah ini
15. X dx+|y+1/dy=0
16.x2(y+1)dxy2(x—1)dy =0
17.xdx+5x3 ydy=0
18.xdx+5x9 ydy=0
19.xdx+5 ydy=0
20.[x+3 y|dx+(3x—-9 y|dy=0
21.xy2dx+5x3 ydy=0
22.sin xcos ydx+5cosxsin ydy=0
23.(2x+3 y|dx+(3x+8 y|dy=0
24.(7 x+3 y|dx+(3x+2 y|dy=0
25.xy’=e—xy—ylxy=v|

26.y’=y—x)2|y—x=V]

_y—x+1 -
27.y = —X=V]|.
J y—Xx+5 yx V)

, 2x ) ,
28.y'==2%X _ (y+1]y'=2
Y=o ly+1]y
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29.y'=(1+x)(1+y)

. y2+xy2
30.y ="5—"7
X y—x

31. ytanx. y =|4+y?|sec’ x

32.(X2+y2)y':xy

33.d—y: 2
X (y+1)
g W _x+3y
dx 2Xx

35.[2x+y|dx+(x+3 y|dy=0

36.X—dy—2y:—x
dx

37.y'+xx/}:y
38.xdx+|y+2/ dy=0
39.(1+2y|dx+x—4|dy=0
40.xydx+(1+x2)dy=0
41.(xy+x|dx+(xy —x|dy =0
42.2xdy—2ydx=0

43.(x+2 y)dx+(2x+3 y)dy=0
44.(y2—x2)dx+xydy20

45.[x°+y?|dx+3x y* dy=0
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C. 46-50. Tentukan solusi dari persamaan diferensial

2
46.x2y'= X :1
3y +1

47.d—y—3y:e2‘,y(0):3
dx

48.y'—y2tsin(t2)=0
XZ

1+2y°
50.y =2xVy—1

49.y =

51.d—y+xy=4x
dx
52. y +2xy=2x

53.xd—y:y+x3+3x2—2x
dx

dy
54, —
dx

=—2Xxy

55.4 xy dx+(x2+ 1)dy:0
56.2(y+3|dx—xy dy

57. ydx+1+x)

58. (x2+y2)dx+xy dy=0
59. (x2+2 yZ)dy+2xy dx=0

60.(ysin2 x—cos x| dx+|1+sin’ x| dy =0

61
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MODUL 3
PERSAMAAN DIFERENSIAL EKSA

Capaian Kompetensi Uraian Materi

Mampu memahami defenisi dan 2.

menganalisa persamaan diferensial dengan

baik dan mampu membuktikan persamaan | 3

Eksa dan Non Eksa

1.

Mahasiswa dapat :

Menentukan penyelesaian umum
P.D eksak

Menentukan faktor integrasi untuk
P.D yang tidak eksak
Menyelesaikan P.D yang tidak eksak
dengan menggunakan faktor
integrasi

Dapat mencari primitif dari P.D
linear yang homogen dengan
koofisien konstan dan akar-akarnya
bilangan real

Dapat mencari primitif dari P.D
linear yang homogen dengan
koofisien konstan dan akar-akarnya
bilangan kompleks




\7(01)10) BR)

PERSAMAAN DIFERENSIAL EKSA

3.1 Kegiatan Pembelajaran 1 Persamaan Diferensial Eksak

Suatu persamaan diferensial dengan bentuk :
Plx,y|dx+Qlx,y|dy=0

Dikatakan persamaan diferensial eksak, jika ada suatu fungsi f (x,y) yang
diferensial totalnya sama dengan P|(x, y|dy+Q|x, y|dy, yaitu dengan meniadakan
lambang x dan y;df =P dx+Qdy

Uji kepastian :

Jika P dan Q merupakan fungsi kontinu dan memiliki turunan parsial pertama
yang kontinu pada sebuah segiempat bidang xy, maka P|x,y|dy+Qlx,y|dy =0
0P _0Q

adalah eksak hanya Jlkaw = ax

Metode Solusi

Untuk menetukan solusi dari P|x,y|dy+Q[x,y|dy=0, maka diberikan oleh
penyelesaian umum f|(x, y|=c

Langkah-langkah menemukan suatu fungsi f(x,y) adalah :

Langkah 1
Perhatikan bahwa :

g_izp[x,y)dang—fl=N(X,)’>

Langkah 2

Integrasikan (menjadi integral) dari P|x, y|terhadap x dengan y tetap.

g—)’:dXZP(x,y)dx
flx,y /=[P (x, y)dx|+2(y)

Dimana 2( y) adalah fungsi sembarang dari y saja.

Langkah 3



Fungsi f(x, y| pada langkah ke-2 didiferensial parsial terhadap y yang

of _ 0 20
ay_ay ) P(x,y)dx]+ay
Langkah 4
Karena a—fZP(\X,y)"”lClkCl

oy
0% 0 [ x
Z=Plx,y|-==[*P
5y X,y ayf (x,y)dx]

Dari sini 2(y) akan diperoleh.

Langkah 5

%(y) yang baru saja diperoleh, disubsitusikan ke f(x,y) dalam langkah ke-2.
Dengan demikian f(x, y|=C dapat diperoleh.

Bentuk Umum

Plx,yldx+Qlx,y|dy=0.......... (¢)

Adalah persamaan diferensial eksak bila ruas kiri adalah diferensial dari f(x,y) =
OPersamaan diferensial eksak adalah suatu persamaan diferensial tingkat satu dan
berpangkat satu. Disebut persamaan diferensial eksak jika ruas kirinya adalah
diferensial total atau diferensial eksak. Masalah + masalah fisis tersebut dapat
dimodelkan dalam bentuk persamaan diferensial. Jika model matematika
berbentuk persamaan diferensial. Definisi Persamaan Diferensial adalah suatu
persamaan yang mengandung suatu atau beberapa turunan dari suatu fungsi yang
tidak diketahui dinamakan persamaan diferensial.

) =9f 4. Of 4, =
df(x,y)—axdx+aydy—0

Dari suatu fungsi u(x, y). Maka persamaan dideferensial dapat ditulis dengan
du=0
of of
P=—- =—0
ox’ Q oy
Maka:Misal P dan Q terdifinisikan dan mempunyai turunan parsial pertama yang

kontingen dalam suatu daerah dibidang xy yang batas-batasnya berupa kurva
tutup yang tidak mempunyai irisan mandiri. Maka diperoleh

op__5'f
oy 0x0y




0Q _ &°f

ax:axay

Jika persamaan (*) merupakan persaman diferensial eksak, maka berlaku
0P_0Q

W_ 0x
. 0P _ . .
Jika ——=—=— maka persamaan (*) merupakan persamaan diferensial eksak.

oy 0x

Jika eksak, maka fungsi u (x,y) dapat ditemukan dengan perkiraan atau dengan
cara sistematis seperti berikut.

of

Dari =P, dengan pengintegralan terhadap x

0x

Diperoleh u=f Mdx+k(y) dalam pengintegralan ini, y dipandang sebagai suatu
konstan, dan k(y) berperan sebagai konstan integrasi.

1. Kasus tidak Eksak. ydx—xdy =0

M N
Terlihat bahwa M =y dan N=Xx. Sehingga :%_y: 1, Tetapi %_x: 1

Jadi persamaan Diferensial tidak eksak. Dalam kasus demikian metode itu tidak
berlaku :

u:f Mdx+k|y|=xy+k(y)

Sehingga g—;:x+k(y) (i)

Ini harus sama dengan : N=x ,Hal ini tidak mungkin, karena k(y) hanya fungsi
dari y saja. Jika digunakan (i) juga akan menghasilkan hal yang sama. Untuk
menyelesaikan Persamaan Diferensial tak eksak yang demikian ini diperlukan
metode yang lain.

Jika suatu persamaan diferensial itu eksak, maka kita bisa mengubah menjadi tak
eksak dengan membagi dengan suatu fungsi tertentu. Sebagai contoh .

xdx+ydy=0

Adalah persamaan diferensial eksak, tetapi dengan membagi dengan y akan
diperoleh Persamaan Diferensial tak eksak.

X
——+dy=0
ydx Y



Demikian juga suatu Persamaan Diferensial tak eksak, mungkin bisa diubah
menjadi eksak dengan dibagi atau dikalikan dengan suatu fungsi tertentu (yang
cocok). Metode ini akan dibahas dalam pasal berikutnya.

1.

Jika M (x, y|dx+N|x,y|dy=0PD Eksak

Maka F, =M dan F, =N

Sehingga Fix,y]:f M|x,y|dx=P|x,y|+Cl|y]

Dan Fy(x,y)Z_f M(x,y|dx=Py|x,y|+Cly|=N(x,y)

Sehingga Cly|=[[Nlx, y|=Py(x, y)|dy
F|x,y|dapat juga dicari dengan cara mengintegralkan N (x, y| terhadap y.

Jika M|x,y|dx+N|x,y/dy=0PD Eksak ,yaitu My#Nx, kita dapat
mencari fungsi u(x,y), sehingga u M dx+uNdy =0, menjadi PD eksak yaitu
luM|y=[uN|x. Fungsi u(x,y) disebut factor pengintegralan.

1 ,
. Jika F(My—NX)fungSIdari X saja, maka fungsi u(x) selalu dapat dicari

. 1 —Nx|dx
yaltu: u[X]:efN\My Nx|

1,
. Jika ﬁ[\My—Nx | fungsi dari y saja, maka fungsi u(y) selalu dapat

. : : . - i\M — Nx|dx
dicari,yaitu : ;[ )= Joymy=n

Contoh Soal 3.1.1

1.

2.

ydx+xdy=0
misal:M|x,y|=y - ———>+=

ON(x,y)
0x
2x+3y|dx+(3x+4 y|dy=0

Nlx, y): X, ,maka diatas merupakan PD Eksak

P=2x+3y Q=3x+4y

oP _

ay_

0Q_
0x =3

P=ﬁ=2x+3y,Q=a—f:3x+4y
0x oy

flx,y|=[(2x+3y|dx+C(y)

Lx*+3xy+C(y)

g—§/= 3x+C(y)=3x+4



C(y)=4 , Cleft (yright) = int {4ydy=2 {y} A {2} +C
flx,yl=x*+3xy+2 y*=C, x*+3xy+2 y’=C
3. 3x%y dx+2x% y+4x®dy=0

Pembuktian Persamaan Diferensial Eksak

P(x,y)=3x2yzg—l;=6x2y

Qlx,y|=2 x3y+4x36—Q=6x2y
0x
0P _0
Karena E = 6—2, maka persamaan diferensial diatas merupakan

persamaan diferensial eksak.

4. |y*e*+xy|dx+ 4ye"+%x2+4y dy=0

Penyelesaian :
Mlx,y|=y*ex*+xydanN|x,y|=4 yex+§x2+y

My|x,y|=2ye* +xdanN|x||x,y|4e*+3 x
My —Nx=2 ye +x— ye*—3x=2 ye*—2x#0
My—Nx _ —2(ye*+x) _-2
M ylye'+x) |y
My—Nx _2
4 = =
== 5

1lyl=e [ qlyldy=e [ %dy

Le’lny=y’

yz[(f e*+xy| dx+ 4yex+%x2+4y

dy]zo

[y e +xy’|dx+

4y3ex+%x2yz+4y3)dy=0

Mylx,y|=Nx|x,yl=4y’e*+3xy’
f(x,y)Z_[ Mlx, yldx+gl ):f (y4ex+xy3)dx+g(y)

4y e +=x +y'[:y):4y3ex+%x2yz+4y2
o 3 x.3 202 3 2 x 3 2 2
ylyl=4y’e +oxy +4y°+4y’e —5xy

3

Y



glyl=[ ay’dy
LA+ k
y4ex+%x2y2+44=k
dy _—3xy+y’

5. ==
dx X +Xxy

Penyelesaian :
2

U(x,y)=x3y+X?y2=C

6. sin|x+y|dx+ié
Penyelesaian :
M=sin|x+y|
N=¢

oM _
=cos(x+y)

gy
ON _
——=cos(x+y)

0 x

UZI de+k(y)=f cos|x+y|dx+k(y)

G =sinlxt ylrkly
dk 2

—=5y"—-3

dy Yy =3Yy

_5 3.3 »
k(y)—3y+2y+c

Ulx, )Z—Sin(x+y]+%y2+%y2+c

Mencari Solusi Umum
Langkah 1 (mencari f(x, y)

[ P(x,y)dx|+o(y)|
L[3x°yrdx+2(y)

flx,yl=

ix’y'+2(y)
Langkah 2

of _ 0
dy 0dy

o2
oy

fo(x,y)dx}+¢(y)}+

X 2.2 0%
["3x7y dx}+ay

19

oy

25 y+-oly|
oy

Langkah 3 ( mencari 2| y|)



—oly|=2x"y+4y’—2x7y
y

olyl=[4ydy
Z,y4+k
Langkah 4 (Solusi umum)
flx,yl=x"y*+2ly|
Xy +yt=k

Maka solusi umumnya adalah x* y*+ y* =Cdengan nilai C =k

3.2 Kegiatan Pembelajaran 2 Persamaan Diferensial Faktor Integrasi

Secara umum persamaan P(x,y|dx+Q[x,y|dy=0 tidak eksak .Terkadang
mungkin mengubah menjadi persamaan diferensial eksak melalui perkalian yang
eksak. Oleh karena itu, fungsi untuk mengubah Persamaan Diferensial tidak eksak
ke bentuk persamaan diferensial eksak adalah faktor integrasi (Faktor
pengkali/Gabung).

Bentuk Umum

P(x,y|dx+Q[x,y|dy=0......... (¢)

Jika persamaan (*) tidak eksak, maka dapat dijadikan persamaan diferensial
eksak. Caranya yaitu kalikan persamaan (*) dengan suatu fungsi tertentu,
misalkan u(x,y) yang dinamakan Faktor Integrasi. Sehingga persamaan (*)
menjadi :

uP|x,y|dx+uQlx, y|dy=0......... b

Persamaan (**) sudah menjadi PDE, selanjutnya selesaikan persamaan tersebut
sesuai dengan prosedur yang berlaku.

Bila diberikan suatu persamaan diferensial yang tidak eksak, maka faktor integrasi
dapat dicari dengan beberapa kemungkinan berikut.



Faktor integrasi hanya tergantung dari fungsi x, maka fungsi x dapat dicari
dengan cara :

0P_0Q
Q¥ B = f(x)

Maka faktor integrasi dapat ditentukan dengan cara; ef flx)dx

Faktor integrasi hanya tergantung dari fungsi y, maka fungsi y dapat dicari dengan

9P _0Q
dy 0x |_
— 5 79(y)

Maka faktor integrasi dapat ditentukan dengan cara :

e[ glyldy

Bila faktor integrasi sudah diperoleh kalikan terhadap pers (*) untuk mengasilkan
pers (**) sehingga terbentuk PDE.

Berikut ini akan dipaparkan syarat perlu dimana P dan Q memenuhi syarat
persamaan dan factor pengintegralan p merupakan suatu fungsi yang hanya
bergantung pada x saja, maka :

|\uM |y = uMy dan [uN | x = puNx+ Nux

Karena persamaan diatas adalah persamaan diferensial eksak maka (puM |y =(uN|x
Hal ini akan diperoleh apabila :

dp _ My—Nx
dx N
.. My—Nx . ) . .
Jika ——— adalah fungsi dari x saja, maka terdapat suatu factor pengintegralan

N
pyang juga bergantung pada x saja. Dengan demikian fungsi pdapat ditentukan
dengan menggunakan metode yang berlaku untuk persamaan linear. Selanjutnya
hal serupa dapat ditentukan untuk menentukan syarat cukup untuk P dan Q
memenuhi persamaan yang memiliki factor pengintegralan yang hanya tergantung
pada y atau x dan y.

Macam-macam Integrasi

Ada beberapa macam factor integrasinya, yaitu :



9Q_0dP
Jika, dy 0Ox _ f(x)dimanaf (x) merupakan fungsi dari x saja

Q
Faktor Integrasinya : e/ //®
2Q_op
e %w( y|dimanag(y) merupakan fungsi dari y saja

Faktor Integrasinya : LT

Jika, Plx,y|dx+Q[x,y|dy=0 merupakan Persamaan Diferensial
Homogen dan xP+yQ#0

Faktor Integrasinya : XP+yQ

Jika, P|x, y|dx+Q|x,y|dy =0 dapat diubah kebentuk

yflx,yldx+xglx,y|dy=0danf(x,y)#g(x,y)

Contoh 3.2.1

1.

Selesaikan persamaan diferensial x>+ y*+ x| dx+xy , dy=0

Penyelesaian :
flx, yl=x*+y*+xdanolx,y|=xy.

I _9¢ dx
oy ax:2y—y:l:ﬂx), Jadiv=e7=elnx:x.
® Xy y

X ( X +y’+x ) dx+x’ y dy=0 adalah persamaan diferensial eksak.

Penyelesaian umum ialah f(x, y|=c,dimana

Jika kedua ruas persamaan (2) diintegrasikan ke y, diperoleh
1
flx,yl=] X'y dy=5xy*+olx]

Jika diturunkan parsial ke x, didapat

OF :
azxy2+(p1(‘szx(x2+y2+X). Jadi, o[ x)=x’+x"atau



1
—X
2

1 1
(p(x,):f (x‘j’>l<x2)dx=Zx4+§x3+C1

2 21 41 3
+— +— =
YA XX C

2. Tentukan persamaan berikut eksak atau tidak 2 y dx+x dy=0

Penyelesaian:

Mlx,y|=2y

N|x, y|=x persamaan diferensial tidak eksak karena 2 = 1

Jika PD tersebut dikalikan dengan x maka akan dapat x (2 y|dx+x(x|dy=0
2xydx+xdy=0

2x=2Xx persamaan diferensial eksak karena PD diatas menjadi eksak
setelah dikalikan

dengan X, x inilah yang disebut dengan factor integral yang kita singkat
dengan V [x,y|,VM +VN=0

. (5 X+ 2xy3)dx+(5x2y2—2y3)dy=0

Penyelesaian :
M(x,y):(‘Sx2+2xy3)danN(x,y]=(3xzyz—2y3
flx,yl=[ Mlx,yldx+gly|
&f(5x2+2xy3)dx+g(y)
&%x3+x2y2+g(y)
frix,y|=N(x,y|
%: §X3+X2
glyl==2y

| 1
glyl=[-2y’dy=2y"+c

3

y+g(y)|=3xy*=2y’

.5 3 23 1 4
t—X + - — =C
3X XYy 2y

. (4x3+x2—y2)dx+2 xydy=0

Penyelesaian :
M(x,y):4x3+x2—y2danN(x,y):2 Xy
Nylx,y|==2ydanNx(x,y|=2y

My—Nx=2—-y—-2y=—4x#0



plx|=My—Mx_—2

N
-2
1(x|= dx=e | —d
By efp(x) X ef —dx
Le_zInx:i2
X

%[ 4x3+x2—y2) dx+2 xydy}:O
2

4x+1—y—2

dx+2—ydy=0
X X

2

flx,y)=] Mlx,yldx+gly|=[ (4x+1—%

2

(',2X2+x+y7+g(y)20

fylx,y|=N(x,y)

dx+g(y)

2iglyl=2L
glyl=0
glxJk

2
2x2+x+y?atau2x3+x2+y2=kx

5. Mlx,y|=3y’~5x*ydanMl(x,y|=5x°—9x°
Penyelesaian :
My|x,y/=9 y*—5x*dan Nx|x, y|=5 y*— 9x’
My—Nx:9y2—5x2—9X2:4(X2+y2)¢0
Mx—Nx _ 4(x2+y2)
YN —xM _y(Sxy2—3x3)—x(3X3—5X2)’)
(A 2

, , 2
1lzl= L = =

\z) e_[ \z)dz e_f Zdz
Le’Lnz=z"=(xy[
[xy)2{(3y2—5x2y)dx+(5xy2—3x3dyH=O
(3x2y5—5x4y3)dx-f-(5x3y4—3x5y2)dy:0
My(x,y):Nx(x,y'=15x2y4—15x4y2
flx,yl=[ Nlx,yldy+glx|
L[ 155y =3x°ydy+g(x)
s 3.2 5.3
(XY =Xy +g(x)



felx,yl=Mlx,y|
3’xzy2—5x4y3—g (X):sz y5_5x4y3
g (x]:3xzys—5x4yS—3x2 y’—5x*y’

$0

glx)=k

3.5 5.3_
Xy —xy'=k

RANGKUMAN

Definisi Persamaan Diferensial adalah suatu persamaan yang mengandung suatu
atau beberapa turunan dari suatu fungsi yang tidak diketahui dinamakan
persamaan diferensial.

Jika suatu persamaan diferensial itu eksak, maka kita bisa mengubah menjadi tak
eksak dengan membagi dengan suatu fungsi tertentu.

Fungsi untuk mengubah Persamaan Diferensial tidak eksak ke bentuk persamaan
diferensial eksak adalah faktor integrasi (Faktor pengkali/Gabung).

Fungsi pdapat ditentukan dengan menggunakan metode yang berlaku untuk
persamaan linear.



DISKUSI KELOMPOK

1. (x+2y|dx+(4x+2x|dy=0
Jawab.
* flx,yl=[ Nix,y|dx+Qlx]
(Lf(4y+2x)dx+Q(x)
Lo 40l x)

g—£:2x+Q'(x)
x+2x=...+...7(...)
Qx_z:l: ...dx

f(x,y):%x2+2 Xy +2 y2

* flx,yl=[ Mlx,yldx+Q(y)
(Lf |x+2x)dx+Q(x)

PRSI SO
i v
ay—2x+Q (x)

4x+2x=...+...



Qlx|= 4 ydy
f(x,y)—%.. +..+

2. (5 xy+4 y2+1)dx+(x2+2 xy)dyZO
Jawab.
M=5xy+4y’
N=x"+2 Xy
Sehingga hasil turunan parsialnya adalah

a—M:5x+dy

oy
ON _

of _ ..

L= +

0x

dan

of 2 4

=5x"+2x

y y

f=..."'+...”'+%x4+c1:co
3. (2xy+x2)dx+(x2+y2)=0

Jawab.

— 2 aM<X’y)_
Mx,y|=2xy+x" - 3y =2y
Nix,yl=[x+y? - aN{gi’yLZy
of(x,y) ., ...
%:N(x,y)dan ( ):()
afgty):(xz_byz)
flx,y|=[..o+.dy
oo 4 F(x)
of(x,y) _



a%:(..."'+2y+f(x):zxy.h._---
2xy+f [x|=2xy+..."
flx|=x*

f(x):%...'"
.

flx,yl... +2y+==x’+c

. plx,yldx+Qlx,y)=0

Jawab.
op(x,y)_0Q(x,y)
aX ay

Misalkan f(x, y|=c

C2x+ +Inx)dx+x2d =0
Yy y
Jawab.

M|x,y|=2xy+Inx=

. (X2+3xy)dx+(Ax2+4y)dy:()
Jawab.
M=—X+kydanN:

x+ky N
.6.}\/[.:”1(()(+ky)—(x+ky+1)k: —k
0y \x+ky [ (x+ky |
o=k

S N (U i

. [3x+dxyldx+2x%+2 y|dy=0
Jawab.

;=4xdana—M:.,,
0Xx

0x

Dan

Of=2x"42y



0y

= (X, )
8. (2x2+y)dx+(:x2y—x)dy20
Jawab.
M=2x’+ydanN=x"y—x
::16—M=2x —1 - tidak eksak
dx Y
Agar menjadi eksak
1(0M ON 1
2 - = 1-2xy—1
k] el
2—2xy:2(...—...):g
Lo=xo x(xy=1) x
—2( +y)dx+—(... )dy=0
X
2+l2 dx y—l dy =0
X X
aM_1_0N
ay X2 aX

O(X,y)z_f M(x,yldx+g(y)

éf(zx% dxgly|
9 1
v 2x—L+gly|l=y—=
Yy X X
_1 ' oo
—+glyl=y—=
X oo
_;+ly2+c —e
T2 1= 6
Yy 1 o
2Xx X+2y c
9. (ny+x2)dx(x2+y2]:0
Jawab.
M yl=l2ayn] - ML)
N(X,Y)Z(..."'+..."')HM
af(X,)/)_ af(X,y)
ay _N[X,Y)dan ay
af(x’y)—( )



flx,y)=[ x*+y*dy

o y+o b

10.

11.

OIS 2 pr ()

3xy+f(x):2 xy+x2
flx|=x

flx|===y+2y+=."+c

|x+y|dx+(x—y|dy=0
Jawab.

M(X,)’):X"'y—’ oM

Wiyl y - ...'<_....>:_“
flx,yl=[ Mlx,yldx+g(y)
L[ x+y)dx+g(y)

1,

LS xX+xy+g(y)

ak(x,y)

=M (x,y)
)



12. —

13.

14.

y=c,e**+c,e**
dy _ 2x

dx ly+1]
Jawab.

[y+1)z—y:2x

S
2 y

[ flyldy=] flx)-dx

dy _x+3y

dx  2x

Jawab.

dy _x+3[vx|_x+3vx _1+3v

=..."+cC

dx 2x  2x 2

(:1+v]'dx:x



LATIHAN SOAL

Selesaikan persamaan berikut ini !

1 dy _—x+2y

Todx yte2x

dy —3x°+4x _

2. dx 2x2+2yy yloj=3
3. (9x2+y—1)dx—(4y—x)dy:0
4 dy __ cosy

" dx  xsiny—y®
5. (xey—ezy)dy—(ey+x)dx=0
6. ¢
7. ( 2—2xy)dy—(yz—ny+1)dx=0
8. |xy— y*+x|dx+N|x,y)dy=0
9 d_y:—x+4y

dx y2+2 X



dy _—2x+2y
10. X Paoe
y+2x

11.¢
12. (2x3+3y)dx+(3x+y—1)dy:0
13. y(x2y2+2)dx+x(2+x2yz)dyZO

2
14. X7dy+2x1nydx:o
15. ex(x2+y2+2x)dx+2exydy20
16. ¢
17.(2 xy+x2)dx+(x2+y2):0
18. 3x2y2dx+(2x3y+4y3)dy=0
19. 3x2y2dx+(4x2y—12)dy=0
20. 2x2ydx+(x2—y2)dy
21. (2y—x2)dx+xdy=O
22.[2x+3 y|dx+[3x+4y|dy=0
23.5x*y*dx+(10x* y—15/dy =0
24. (x2+y2+x)dx+xydy=0
25. (2xy4ey+2xy3+y)dx+(x2y4ey—x2y2—3x)dy=O
26.2 X Y +4 X7 y+2x y +x y 42 y idx+ 2y +2 X y+2 x| dy =0
27. (x4+x4)dx—xy3dy20
28. (2xy4ey+2xy3+y)dx+(x2y4ey—x2y23x)dy:0
29. y(2xy+1)dx+x(1+2xy—x3y3)dy:O
30. (x+x4+2 x2y2+y4)dx+ydy=0 yang merupakan fungsi x’+y*
31. Tunjukan bahwa v|x, y):x y’+1ladalahfaktor integrasi persamaan

diferensial (y4—2y2)dx+(3x y3—4xy+y)dy:0

32. Persamaan|1—xy|dx+1—x%|dy=0
33. Persamaandx +{
34. (3xy3—4xy+y)dy+y2(y2—2)dx=O
35. 2xydy+(3x+2y2)dX:0
36.(3—2y)dx+x*~1)dy=0
37. [x*+3 x+2|dx+|x*+x+1|dy. dimana dy=0
38. (y—2x3)dx—x(1—nydy=0
39. xdy+(2y—xex)dx=O
40. (x+2y |dx+xdy=0
41.(2x+6 y|dx+2 xdy=0
42. (x2+y2+x)dx+xydy=0
43. 4xydy+(6x+2y2)dx20
44. [x*+3 x+2| dx+|x*+x+1|dy dimanady =0
45.3x*+y’ dx(4x3y—12)dy=0
46.(2 y—x*|dx+y dy=0



2

(x +y )dx+2xydy 0
(xz—y)dx xdy =0
(x2+y )dx2xydy 0

50. (2 x+ey|dx+xey dy=0
Ex+y+1)dx+(cx y+3|dy=0
%

|

52. x+ycosx)dx+smxdy 0
53.[x%y +2y)dx(2x 2x y) 0
54. (xy+y )dx+x dy=0

GLOSARIUM

1. Diferensial Eksak : Salah-satu jenis diferensial biasa yang

sering digunakan dalam ilmu fisika dan



2. Diferensial Homogen

3. Diferensial Parsial

4. Diferensial Tidak Eksak

5. Faktor Integrasi

teknik.

:Diferensial tingkat satu dan derajat satu,

disebut persamaan diferensial homogen
jika persamaan tersebut dapat dinyatakan
dalam bentuk.

: Persamaanyang di dalamnya terdapat

suku-suku diferensial parsial, yang dalam
matematika diartikan sebagai suatu
hubungan yang mengaitkan suatu fungsi

yang tidak diketahui, yang merupakan
fungsi dari beberapa variabel bebas dengan
turunan-turunannya melalui variabel-
variabel yang dimaksud.

: Suatu PD tingkat satu dan berpangkat satu

yang berbentuk.

: Sebuah faktor pengali yang menjadikan

suatu persamaan diferensial yang tidak
eksak menjadi persamaan diferensial
eksak.

DAFTAR INDEKS

D

Diferensial Eksak, 6, 23
Diferensial Homogen, 10, 23
Diferensial tak eksak., 5

I
Integrasi, 9, 10, 23

K

kontinu, 3



P T

Persamaan, 1, 4, 5, 6, 9, 10, 14, 21, turunan, 3, 4, 14, 23
23



MODUL 4

PERSAMAAN DIFERENSIAL METODE

SUBSTITUSI
Capaian Pembelajaran Uraian Materi
. | 1.Menyelesaikan ersamaan
Mampu memahami Lenyete . b
. . diferensial subsitusi dengan
Persamaan diferensial .
.. .| fungsi Eksa, Non Eksa dan
dengan metode subsitusi .
. Bernauli
dengan membuktikan . . .
.. .| 2.Primitif dari PD linear yang
dengan metode subsitusi .
. .| homogen dengan koefisien
homogen dan Nilai
konstan dan  akar-akarnya
konstanta .
bilangan kompleks

\7(01)10) B

PERSAMAAN DIFERENSIAL METODE
SUBSITUSI




4.1 Kegiatan Pembelajaran 1 Persamaan Diferensial
Metode Subsitusi

PENGERTIAN

Persamaan diferensial adalah persamaan matematika untuk suatu
fungsi tak diketahui dari satu atau beberapa peubah yang
menghubungkan nilai dari fungsi tersebut dengan turunannya
sendiri pada berbagai derajat turunan. Suatu persamaan
diferensial disebut persamaan diferensial biasa, jika semua
turunannya berkaitan dengan satu peubah saja, dan disebut
persamaan diferensial parsial, jika turunannya berkaitan dengan
dua atau lebih peubah. Orde dari persamaan diferensial adalah
derajat tertinggi dari turunan dalam persamaan yang
bersangkutan. Himpunan dari npersamaan diferensial orde-satu
dengan nmenyatakan banyaknya persamaan yang tidak diketahui
disebut sistem persamaan diferensial orde-satu,n adalah dimensi
dari sistem yang bersangkutan

Contoh 4.1.1

Z—y+ 5x-5=0, Disebut persamaan diferensial orde 1
X
2

CZI }2) +6 x+7=0, Disebut persamaan diferensial orde 2
X

Pembentukan Persamaan Diferensial. Secara matematis,
persamaan diferensial muncul jika ada konstanta sembarang
dieliminasikan dari suatu fungsi tertentu yang diberikan.
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Contoh 4.1.2
Persamaan Diferensial Biasa

3x2%+6xy=0

4exd—y:263x+3
dx

Contoh 4.1.3
Persamaan Parsial

or_ O'T
ot 0 x>

(Persamaan Difusi)

Contoh 4.1.4

Y=A.sinx+Bcosx, Bentuklah PD nya. A dan Bkonstanta
sembarang.

Penyelesaian:

Z—yZA.cosx—B.sinx
X
2
C;};:—Asinx—Bcosx
X
d2
d}ZIZ—(Asinx+Bcosx)
X
2 2
Jadid )21=—yataud %’+y=0
dx X
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Contoh 4.1.4

Bentuklah persamaan Diferensial dari fungsi: y=x+ a
X

Penyelesaian:
dy 2
—=1-A
dx X
dy_, A
dx X2

Jikay=x+%makaA=x(y—x)

dy _y_xly=x)
dx x2
i1 =x)_x=(y=x)_2x—y
X X X
dl:ﬂataux.dl=2x—y
dx X X

Contoh 4.1.5

Persamaan y=A x°+Bx bentuk PD nya

Penyelesaian:
Y ) AX+Booor (1)
dx
2 2
4y _ran=1dy
dx 2 dx
_1dy .
A= - di masukan kedalam persamaan (1)
X
2
d—y=2x 1d'y +B
dx 2 dx2
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- = +B
dx de2
_dy_ dy
dx dx’
Harga A dan B dimasukkan ke soal
Y=Ax"+Bx
2 2
;14 L X+ d—y—xd—); X
2 dx dx  dx
2 2
2 dx*  dx dx’
1 edy
dex 5 X o

Contoh 4.1.6

Persamaan y=¢, COSX+C,sinx, bentuklah persamaan diferensial
Penyelesaian:

y=c,cosx+c,sinx (i)

y':— ¢, sin x+ ¢, COS X

y' ':—cl COS X—C,Sin x

y '=—|c,cosx+c,sin x|(ii)

Substitusi pers (i) ke pers (i), diperoleh

y ==y

PD: y '+y=0

Hasil akhir penyelesaian di atas adalah persamaan diferensial
orde dua. Jadi fungsi dengan satu konstanta sembarang
menghasilkan persamaan diferensial orde satu,
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Pemecahan Persamaan Diferensial Prinsipnya Menghilangkan
Koefisien Diferensialnya sehingga tinggal hubungan antara y
dan x.

4.2 Kegiatan Pembelajaran 2 Integerasi Langsung

Jika persamaan diferensial dapat disusun dalam bentuk

Y _fx,

maka persamaan tersebut dapat diselesaikan dengan integrasi
langsung.

Contoh 4.2.1

D —3_6x+5
dx

Penyelesaian:
y=f (3X2—6X+5) dx=x>-3xX’+5x+cC

Nilai ¢ tidak dapat ditentukan kecuali jika dalam persamaan di
atas diberi keterangan syarat (sebuah nilai y untukx tertentu).
Solusi dengan nilai konstanta sembarang atau ¢ disebut solusi
umum/primitif, sedangkan solusi disebut khusus jika nilai ¢ dapat
dihitung.

Contoh 4.2.2
Tentukan solusi khusus persamaan berikut jika y=3 untuk x=0:

Penyelesaian:

xdy _
¢ dx

87



xdy _ ,dy —x
- =42 =4
¢ dx dx ¢

y=f 4e “dx=—4e “+c

dengan mengetahui y =3untuk x=0 dapat dihitung nilai ¢ yaitu
y=4e “+c o 3=—4+c;c=7

sehingga solusi khusus adalah:

y=[4de dx=—4e+7

Contoh 4.2.3
Selesaikan Persamaan Diferensial Berikut

dy 3
——=5x"+4
de X

Penyelesaian:

dy 3
—=5x"+4
de X

Sehingga
y=%x3+46 x+c

Contoh 4.2.4
Selesaikan Persamaan Diferensial berikut ini
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Y =15 6x*+7x -8
dx

Penyelesaian:

Y 15— 6x*+7x—8
dx

Y152 _gx+7-8x"
dx

dy=(15662—6x+7—8x ")dx{
[ dy=[(015002-6x+7—8x7")dxi i

y:5x3—3x2+7x—8€x+c

Contoh 4.2.5
Selesaikan Persamaan Diferensial berikut ini

xdy

=10€’"+4
dx
Penyelesaian:

e Y =10¢%44
dx

dy _10e™ 4
dx e* e

d—y=10€2X+4e_X
dx

dy:(10e2X+4e_X dx
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f dy:f (10e2"+4 e |dx

y=5e*+4ex+c

4.3 Kegiatan Pembelajaran 3 Penyelesaian Persamaan

Diferensial dengan Pemisahan Variabel —‘

Jika persamaan diferensial berbentuk % =flx,yl,

yaitu persamaan yang ruas kanannya dapat dinyatakan sebagai
perkalian atau pembagian fungsi xdan fungsi y, maka
penyelesaian PD dengan cara memisahkan variabelnya sehingga
factor ‘y’ bisa kita kumpulkan dengan ‘dy’ dan faktor ‘x’
dengan ‘dx’.

Contoh 4.3.1

Selesaikan persamaan diferensial berikut

L= (14x)(1+)

Penyelesaian:

Pisahkan berdasarkan variabelnya untuk mendapatkan

1
(1+y)

jika kita integrasikan kedua ruas menjadi:

dy=(1+x)dx

1 = +X/dx
Iy =l e

ln(1+y)=x+%x2+c
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Contoh 4.3.2
Selesaikan Persamaan Diferensial berikut

dy_ 8x
dx 6y+2
Penyelesaian
dy_ 8x
dx 6y+2

6 y+2)dy=[8x)dx
f 16 y+2|dy :f |8x)dx

3y’ +2y+c=4x’+c

Contoh 4.3.3
Selesaikan persamaan diferensial berikut

d_y:xyz+4y2
dx 3x’y—x’

Penyelesaian

d_y:xyz+4y2
dx 3x°y—x’
2(x+4)
X'(3y-1)
3y—1 x+4
3y=1) ,_lcrd)
y X

gt

dx

dx
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J Sy )dy=] (rax o

3€y+yﬂ=éx—4xﬂ+c

Contoh 4.3.4
dy __8x

dx 4y-8
Penyelesaian:
dy__8x
dx 4y-8

|4 y—8|dy=(8x|dx
f(4y—8)dy=f |8 x|dx

2y’ —8y+c=4x’+c

4.4 Kegiatan Pembelajaran 4 Penyelesaian Persamaan

Diferensial dengan Substitusi

Tinjau persamaan diferensial

d_y:x+3y
dx 2 X

Persamaan diatas tidak dapat diselesaikan dengan cara
memisahkan variabelnya. Dalam ini kita lakukan substitusi
y=vx, dengan vadalah fungsix. Sehingga penyelesaiannya dari

y=vx dideferensialkan menjadi
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dy _x+3(v.x)_x+3vx_ 1+3v

dx 2x - o2x 2
Jadi:

Z—i} = 1+2l .............. persamaan (1)
Kita lihat Rumus :

Y =v.Xx, maka turunannya :

Z_i::v_ 1+x.%...persamaan(2)

Catatan : Ingat rumus Y=U.VmakaY '=U.V’+V. U’
Jika persamaan (1) dimasukkan ke persamaan (2)

1+3v —vtx dy
2 “dx
X dv_1+3v
“dx 2
dv 1+3v 2v
dx 2 2
dv _1+4v
dx 2
2_dv_1 ; sudah dinyatakan dalam bentuk v dan x
(1+v) dx  x’
Kemudian masing-masing ruas diintegrasikan ke x
2 |dv
—dx .d
f 1+v | dx I X 7 -

2In(1+v)=Inx+c
Jika Constanta Cdiganti bentuk lain yaitu :C=In A

2In(1+v)=Inx+In A
In[1+v/=In(A.x)
1+VP=A Xeooriiiinn. (3)
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JikaY=v.x — v=_maka persamaan(B]

X

2
1+2] =AX
X
apabila semua ruas dikalikan x* maka 1+2 yx+ y°=A X°

dapat ditulis menjadi

Contoh 4.4.1

Selesaikanlah persamaan diferensial berikut
dy 2x+3

dx 4 x

Penyelesaian
dy _2x+3
dx 4x

_y

Substitusi y=v. x atauv ,sehingga:
X

d_y:v+xd—vdansoalmenjadi:
dx dx
d_y:2x+3vx:2+3v
dx 4 x 4
dv_2+43v
VX —=
dx 4
Xﬂ:2+3v_
dx 4
dv_2-3v 4
X—= -V
dx 4 4
XQZZ—V
dx 4
4 dx
dv=—
2—v Y X
f 4 dv= ax
2—v X

4€[2-v|=ix+C
4€2—v|=ix+LA
L2=v'=(A.x - [2—v['=A .x
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v=2>di masukkankembali sehingga :

X
4
2-YL| =A.x
X

X 4 2Xx 4
2X YA xo |22 Y] =a.x

X X X X

4

2X=y |4

X

Jadi: (2x—y['LA.X°

Contoh 4.4.2

Selesaikanlah persamaan diferensial berikut

240 x| Y
K +2xy)
Penyelesaian:

dy _2xy+3y°

dx  x’+2xy

=2xy+ 3y2

N4

Substitusi y=v. x atauv ==,
X

sehingga:

&y =vV+Xx dv dan soal menjadi:
dx X

d_y:2x.v.><+3(v.x)2:2v.x2+3v2.x2

2 2 2
dx X“+2Xx.vx X +2v.x

d_y_2v.x2+3v2.x2_ 2v+3v? x_2
dx X +2v.x° 142v | x?
d_y_2v+3v2
dx 1+42v

dv _ 2v+3V
X—=

dx 1+2v

dv _2v+3v2
X—=

dx 1+2v

v+

95



dv 2v+3v2_v+2v2:v+v2
dx 14+2v 1+2v  1+2v
dv vV’

dx 1+2v

1+2vd _dx

v+v’ X
1+2v
- dv
‘[ vy’ f
é(v+v ):cx+C
L(v+v2)=LX+LA
(’,(v+v2):£,A.x L vHV=ALX

v=2di masukkankembali sehingga :
X

V=X L,
X X

2
Y =A.x
X

2
Xyty _ 2_ 3
L =Ax o xy+y =Ax

X

Contoh 4.4.3

Selesaikanlah persamaan diferensial berikut ini
dy _4x—5y

dx  8x

Penyelesaian:

dy _4x-5y
dx 8x

Substitusi y=v. x atauv =Y ,sehingga:
X

@ =V+X dv dan soal menjadi:
dx dx

dy _4x—5v.x x(4 5v|

dx 8x 8x
dy _4-5v
dx 8
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dv_4-5v

+x—=
v de 8
Xd_v:4—5v_v
dx 8

dv _4-5v 8
X—= ——v
dx 8 8
dv_4—13v
X—=

dx 8

8 dv=d—x
4—13v X
f 8 dv= dx
4—13v X

8€(4—13v|=ix+c
8€(4—13v|=(x+LA
L4—-13vP=tA.x > [4—13v]’=A .x

v=">di masukkankembali sehingga :
X

8
4—131) =A.x
X

8
M) “A
X

Jadi:(4 x—13y/’=A. X’
RANGKUMAN

suatu fungsi tak diketahui dari satu atau beberapa peubah yang

menghubungkan nilai dari fungsi tersebut dengan turunannya

sendiri pada berbagai derajat turunan.

2. Orde dari persamaan diferensial adalah derajat tertinggi dari
turunan dalam persamaan yang bersangkutan.

3. Jika persamaan diferensial dapat disusun dalam bentuk

dy _
L fx),

maka persamaan tersebut dapat diselesaikan dengan integrasi
langsung.
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4. Solusi dengan nilai konstanta sembarang atau ¢ disebut solusi
umum/primitif, sedangkan solusi disebut khusus jika nilai ¢
dapat dihitung.

5. Jika persamaan diferensial berbentuk Z—y =flx,yl,
X

yaitu persamaan yang ruas kanannya dapat dinyatakan sebagai
perkalian atau pembagian fungsi xdan fungsi y, maka
penyelesaian PD dengan cara memisahkan variabelnya
sehingga factor ‘y’ bisa kita kumpulkan dengan ‘dy’ dan
faktor ‘x ’ dengan ‘dx’.

6. Penyelesaian persamaan diferensial substitusi. Dalam ini kita
lakukan substitusi y=vx, dengan vadalah fungsix. Ingat
rumus Y=U.Vmaka Y ’=U.V’+V.U".

DISKUSI KELOMPOK

1LY 4546 x47
dx

Penyelesaian:
y=[ 4. 246, 47= 43, 247 e

dy _ 6x
"dx 6y+4
Penyelesaian:
dy _ 6x
dx 6y+4
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Penyelesaian:
d_y: xy2+6y2
dx 4x’y—x
d_y:yz(...+...)
dx  x*(...—...)
(4y;1)dy:x+26 dx

y X

4y—1 X+6
J st g xtog,

[ §_...)dy:j

4€y+y '+c=ix—4x '+

2

dx

—+6x

dy _ 8x
"dx  8y+4
Penyelesaian:
dy _ 8x

dx 8y+4
..+ dy=|...)dx

[(8y+4)dy=] [8x|dx
4y*'+. +c=4x+cC

5d_y: 6 x

"dx 8y-3
Penyelesaian:

dy _ 6x

dx 8y-3
l..—...Jdy=[...]dx

[ (8y—3]dy={[6x|dx
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4y2—...+c=...+c

6.ﬂ:4x3+8x+6
dx

Penyelesaian:
y:f [o#.. 46)dx=...+4X°+6 x+...

2

dy _ x
7.-5= 5

dx 143y
Penyelesaian:
dy__ x°
dx 1+3y°
[...+...)dy:(. J)dx
f( .dy= f x662)dxé

+ +c—l +c
ety 3

8.8x+% =5 x%4+7
dx

Penyelesaian:

8x+ Z—yz 5x°+7

dy _

dx—5x 47
dy=|[...—8x+...|dx
fdy=f(5x2—...+...)dx
y="2X— X+ x+e

9. Y _10x=3x%+5
dx

Penyelesaian:

d—y—10x=3x2+5
dx

@ 3,410 x+5
dx
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Penyelesaian:
dy _ 10x
dx 5y+3
(5y+3)dy=10xdx

f(...+...)dy:f...dx

YL y=.4C

LATIHAN MANDIRI

Gunakanlah metode substitusi untuk menemukan solusi
penyelesaian persamaan differensial berikut ini!
L dy_x+y
dx  2x
? dy x+3y
"dx  2x
dy x+2y
dx  «x
g 4y _x+y
"dx  2x
s dy_x+y
dx  x
dy 2x+4y
"dx  20x

3
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7 dy_x+y
"dx 5x

dy _x+y
"dx 21x
9 dy _2x+3y
“dx 2x
10.4Y - x*2y
dx 12x
dy _3x+4y
dx  5x
dy _4x+7y
dx 12x
dy _2x+y
dx 23x
dy 7x+2y
dx  2x
dy_3x+3y
dx 2 X
dy_ 2x+y
dx 25x
dy x+12y
"dx  21x
dy _4x+5y
dx 6 x
dy_x+2y
dx 3x
dy_6x+7y
dx  2x
dy_2x+13y
dx X
dy_2x+14y
dx X
dy_2x+15y
dx X
dy_2x+16y
dx X

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.
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25. Zi’
26. Zi
27. Z;V(
28. Zi
29. Zi
30. ‘;i
L

32,92 -

“dx

dy _
33.

dx

dy
4.2 =
d x

35. Zi
36. ?}’(
37. ‘;{(
38. Z{(

dy _
49.
dx

dy _
40.
dx

dy _
41.
dx

2x+17y
X
2x+8y
X
2x+7y
X
2x+9y
X
2x+10y
X
2x+1ly
2x
2x+12y
X

2Xx
8x+19y
9x

19x

7x+13y

9x
S5x+12y

3x
8x+18y

2x
12x+5y
X

_7x+19y
4x

_3x+5y
X

12x+8y
3x

2x+16y

2x+12y
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dy _20x+8y

42.

dx 2X
13 Y _7x+8y
dx X
44.d_y 6x+3y
dx X
45, &y _8x+29y
dx 6 x
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MODUL 5

APLIKASI PERSAMAAN DIFERENSIAL

ORDE 1

Capaian Kompetensi

Uraian Materi

Mahasiswa Mampu
memahami konsep PD linear
yang homogen dengan
koofisien konstan dan mampu
menentukan fungsi
primitifnya dengan baik

Fungsi primitif dari PD
linear yang homogen
dengan koofisien konstan
dan akar-akarnya bilangan
kompleks
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\7(01)10) B

APLIKASI PERSAMAAN DIFERENSIAL
ORDE 1

5.1 Kegiatan Pembelajatran 1 Aplikasi
Persamaan Diferensial Orde I

Gejala atau Fenomena Alam: Model Matematika Sederhana.
Salah satu kemampuan manusia yang cukup bermakna adalah
kemampuan mengembangkan ilmu pengetahuan dan teknologi.
Kemampuan ini tidak lepas dari kemampuan manusia dalam
memperoleh pengetahuan dengan cara mengamati gejala atau
fenomena alam dan memprediksi kemungkinan-kemungkinan
kebutuhan manusia dimasa kini dan mendatang sebagai landasan
untuk  mengembangkannya.  Metode  memperoleh  dan
mengembangkan ilmu pengetahuan dan teknologi secara empirik
melalui pengalaman dan pengamatan menjadi pilihan yang tepat
dewasa ini. Apalagi dengan didukung produk teknologi canggih
seperti kalkulator, komputer dan sebagainya. Dengan demikian
matematika terapan(applied mathematics) perlu mendapat
perhatian dan dikenalkan sejak dini pada para mahasiswa. Focus
matematika terapan adalah untuk memecahkan masalah-masalah
yang berkaitan dengan gejala atau fenomena alam kedalam
bahasa matematika (pemodelan matematika).

Berkaitan dengan gejala atau fenomena alam, orang sering
memerlukan model matematik dari masalah yang dihadapi.
Banyak permasalah matematik dari gejala alam yang model
matematikanya dapat diformulasikan dalam bentuk persamaan
diferensial orde 1. Selanjutnya dari model matematik yang
diperoleh ini solusinya dicari dengan metode yang sesuai. Sampai
saat ini belum ditemukan cara terbaik agar menjadi pakar dalam
menyusun model matematika. Kendalanya adalah dalam
menyusun model matematika fenomena baru(new phenomena)
bersifat tak rutin, kasustik dan sering melibatkan beberapa
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variabel dan karena itu agar dapat menyusun model matematika
suatu gejala alam diperlukan dasar pengetahuan dan kemampuan
yang lebih kompleks. Salah satu cara mempelajari menyusun
model matematika ini dengan mengkaji contoh-contoh
penyusunan model matematik yang sudah ditemuka orang.

Keradioaktifan suatu zat : model peluruhan Model peluruhan zat

radioaktif diberikan oleh persamaan diferensial :

AN _ N

dt
Dengan k>0 adalah konstan peluruhan. Persamaan diferensial
(1.1) menyatakan bahwa peluruhan zat radio aktif pada saat
berbanding langsung dengan banyaknya atom zat pada waktu itu.
Solusi persamaan diferensial (1.1) dapat dicari dengan cara

berikut. Ubah persamaan (1.1) menjadi

dN _ e
N

Integralkan kedua ruas diperoleh

In[N]=—kt+C, C, konstan sebarang karena N>0, maka
In[N]=In N, jadi solusi persamaan diferensial ini adalah:

N= e—kt+cl(~J Ce—kt

Dimana C merupakan konstan sebarang. Misalkan pada saat t =0,
N(0)=N, adalah banyaknya atom awal, (mula-mula) zat radio
aktif, maka C=N,. Jadi bila kondisi awal persamaan diferensial
(1.1) adalah N(0)=N,, maka solusi khususnya adalah

N=N,e ™

Perkembangan populasi : model pertumbuhan. Masalah
pertumbuhan populasi, menurut Thomas Malthus (1766-1834)
model persamaan diferensialnya :

dP

i F
Dengan k adalah koefisien pertumbuhan yang merupakan selisih
rata-rata kelahiran dan kematian. Dengan metode seperti ini pada
masalah keradioaktifan suatu zat, solusi umum persamaan
diferensial ini adalah:

P=Ce"
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Bila kondisi awalnya P(0) dan P, maka diperoleh solusi
khusus :

P=P,e"
Persamaan diferensial yang dikemukakan Thomas Malthus ini
merupakan model pertumbuhan populasi yang paling sederhana
yakni dengan mengasumsikan bahwa persediaan sumber
makanan tak terbatas, dan hanya mempertimbangkan faktor rata-
rata kelahiran dan kematian. Pierre Fancois Verhulst (1804-1849)
berdasar pada model pertumbuhan populasi Malthus
mengemukakan model matematik yang dinamakan model
pertumbuhan logistik
4 Mp—r P?
dt
Dengan mengambil nilai k = r(M-P), dengan M adalah maksimal
populasi yang dapat ditampung dan r suatu konstan. Dengan
memisalkan a=Rm dan b=r, persamaan diferensial dapat ditulis:
dpP 2
dr =aP-bP
Persamaan diferensial ini merupakan persamaan diferensial
dengan variabel terpisah. Misalnya kondisi awalnya P(t,)=P,.
Solusi persamaan diferensial ini dapat dicari dengan cara berikut :

t

p

ds
_f > ) du=t—t,
p, as—bs™

(misalkans=P dan u=t, maka dP =ds dan du=dt)

Untuk mengintegralkan fungsi dapat dilakukan dengan

as—bs’
cara berikut:

1 _ 1 _A B
as—bs’> s(a—bs) s a—bs

Maka ruas kanan persamaan ditulis :
A B _Ala—bs+Bs _Aa+|B—bA|s

s a—bs  s(a—bs) s(a—bs)

108



Jadi,
Aa+(B-Ba)s=1
Karena persamaan ini berlaku untuk semua s, maka berlaku juga

1 b
untuk semua Aa=1 dan b—Ba=0, dan didapat A ZE dan B= 4

p, as—bs’ S a—bs
bp
&l[ln£+lna %]
a po a—bP
1 p a bPo
—[In-=+1
oa[ npO n——5 |
1 a—bP,

karena = selalu bernilai positif,
a J—
p bP,
t—t,)=In—.
a ( 0) n PO bP

Perhatikan masalah nilai awal
d
d_i}:f(x,Y),Y(xo):)’o

1. Jika f(x,y) kontinu disuatu persegi panjang yang
memuat (X,, Y, maka m.n.a, diatas mempunyai solusi

2. Jika f(x,y) kontinu disuatu persegi panjang yang memuat (
Xy, Yo maka m.n.a , diatas mempunyai solusi tunggal.
Misalkan selang I adalah proyeksi dari persegi panjang
diatas pada sumbu x. Solusi tersebut dijamin terdefinisi
pada selang yang merupakan subset dari 1.
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Contoh 5.1.1
Periksa eksistensi dan ketunggalan m.n.a :

1. M.n.ay'=2Vy,y(0)=0

Fungsi f(x,y)=2 \/j/ kontinu di
0 1

y>0,x € R,sedangkan ——=—= tak kontinu di y=0. Jadi
oy Wy

eksistensi dan ketunggalan tidak dijamin. Namun jika

dicari diperoleh dua solusi

m.n.ay(x)=0dan y(x)=(x+CJ’,untuk CER.

2. M.n.axy'=2y,y(0)=0
Fungsi f(x,y)=2y tak kontinu di x=0, jadi syarat
eksistensi tak dipenuhi, tetapi jika dicari, tetap dapat
diperoleh solusi m.n.ay(x)=0 dan

y(x)=K x*,untukk €R.

3. M.n.ay2+x2y1=O,y(O)=O
2

Fungsi f (x,y]z _}2) tak kontinu di x=0, jadi eksistensi
X

solusi tak dijamin . telah kita ketahui sebelumnya bahwa
m.n.a diatas mempunyai lebih dari satu solusi, yaitu

(Cxx— 0 ,denganC € R.

y|x|=0dan y|(x|=

Catatan :
Dari contoh diatas no 2 dan 3 jelas bahwa ke kontinuan f(x, y)
merupakan syarat cukup, tetapi bukan syarat perlu bagi eksistensi
solusi.
4. M.n.aylzyz,y(O]ZI
. 0 : : .
Fungsi f(x,y) = y° dan£=2y kontinu diseluruh R®. Jadi

teorema menjamin kewujudan dan ketunggalan solusi pada suatu
interval buka yang memuat x,=0. Jika dicari diperoleh solusi
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m.n.ay (X):ﬁ, perhatikan bahwa solusi ini tidak terdefinisidi

seluruh R, melainkan hanya pada (—o0,0)U(0,). Contoh ini
menunjukkan bahwa solusi tunggal dari suatu m.n.a hanya
terdefinisi pada suatu selang yang merupakan subset dari selang
kekontinuan f danf,.

5. M.n.ay'=4y,y(0)=0

Fungsi f(x,y)=4Vy kontinu di
0 1

y>0,x €R,sedangkan ——=—= tak kontinu di y=0. Jadi
oy Wy

eksistensi dan ketunggalan tidak dijamin. Namun jika

dicari diperoleh dua solusi

m.n.ay(x)=0dan y(x)=|x+C[’,untuk C ER.

6. M.n.ay'=y"*,ylo)=1

. 0 L .
Fungsi f(x,y) = ¥ dan £=2y kontinu diseluruh R?. Jadi
teorema menjamin kewujudan dan ketunggalan solusi
pada suatu interval buka yang memuat x,=0. Jika dicari

) ) 1 .

diperoleh solusi m-n-ay[X]:—l_x, perhatikan bahwa
solusi ini tidak terdefinisidi seluruh R, melainkan hanya
pada (—%,0)U(0,o). Contoh ini menunjukkan bahwa
solusi tunggal dari suatu m.n.a hanya terdefinisi pada
suatu selang yang merupakan subset dari selang

kekontinuan f danf,.

7. M.n.axy'=y,y(0)=0
Fungsi f(x,y)=y tak kontinu di x=0, jadi syarat
eksistensi tak dipenuhi, tetapi jika dicari, tetap dapat
diperoleh solusi
m.n.ay|x|=0dan y(x)=Kx*,untukk €R.

111



5.2 Kegiatan Pembelajaran 2 Persamaan

Diferensial Orde I Dengan Metode

FUNGSI HOMOGEN
Suatu fungsi f(x,y) dikaitkan homogen berderajat n jika :

F(Ax,Aye=A"f(x,y)
5.2. 1 Contoh soal fungsi homogen:

1.F(x,y)= 2)(2+2y2
F(Ax,Ay)

L2 AxP+2( Ay
242 0%y
LA%(2x°+2y7)
F(Ax,Ay)iA*flx, y| ( Fungsi homogen pangkat 2)

2.F(x,y):3x3+2 y’

F(Ax,Ay)

03 AxP+2(2y)

X227y

LA (3x663+2y°%)e

F(Ax,Ay)=A’f(x,y) ( Fungsi homogen pangkat 3)

3.F(x,y)=15n+2mn-3m

112

F(Ax,Ayé

$15(Ax)+2(Ax y)-3(Ay)

(15 Ax+2Axy —3 Ay

LA(15x+2xy—3y)

F(Ax,Ay)=Af(x,y) (Fungsi homogen pangkat 1)



4.F(x,y)=x+3y

F(Ax,Ay)

o(Ax)+3(Ay)

LAX+3 Ay

LA (x+3y)

F(Ax,Ay)=Af(x,y) (Fungsi homogen pangkat 1)
5.F(x,y):x2+2 xy+ y2

F(Ax,My)
AP +2 2x Ay+ Ay P

X2 xy+A%y

LAY (x+2xy+Y)
F(Ax,Ay)iA’f(x,y) ( Fungsi homogen pangkat 2 )
6.F(x,y)=2p+4q

F(Ap,Aq)

t2(Ap)+4(2Aq)

(2Ap+4Aq

(A (2p+4q)

F(Ap,Aq)=Af(p,q) ( Fungsi homogen pangkat 1)
7.F(x,y)=x’+5y°

F(Ax,Ay)

L(AX’)+5(Ay°)

(X x+51%y

LA (x+3y)

F(Ax,Ay)=Af(x,y) (Fungsi homogen pangkat 3 )
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8.F(x,y)=4x’-2y’
F(Ax,Ay)
L4 P=2(Ayf
=4 X =227y
=24 X -2y
F(Ax,Ayé = A*flx, y| (Fungsi homogen pangkat 2)

9.F(x,y)=3x+2y°

F(Ax,Ay)

L3 (AxP+2(Ay)

A1

LA (3x°+2y°)

F(Ax,Ay)=2Af(x,y) ( Fungsi homogen pangkat 3)
10.F (x,y)=5x"+2xy -3y’

F(Ax,Ay¢

L5(Ax+2(Ax y =3y

L5 x+2X°xy—3A%y

LA*(5x+2xy—3y)

F(Ax,Ay)éA*f(x,y) ( Fungsi homogen pangkat 2)
11.F(x,y)=2x—6y

F(Ax,My)

$2(Ax)—6(Ay)

62Ax—3 Ay

&A(Zx—ﬁy)

F|Ax,Ay|=Af (x,y) ( Fungsi homogen pangkat 1)

12.F(x,y)=3x2—2 xy+4 y2

F(Ax,)\y)
()3()\x)2—2)\x.)\y+4(7\y)2
(BN X—=2Xxy+4)2y
LA*(3x—2xy+y)

F(Ax,Ay)=2A*f(x,y) ( Fungsi homogen pangkat 2 )
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BENTUK UMUM
M(X,Y)dx+N(X,Y)dy=0

Syaratnya M (x,y)=dan N(x, y) adalah homogen dan berderajat
sama.

Langkah-langkah untuk menemukan solusi umum yaitu:
1. Gunakan transformasi y=ux dan dy =xdu+u atau x=uy
dan dx= ydu+udy
2. PD homogen tereduksi ke PD variabel terpisah
3. Gunakan aturan pada PD variabel terpisah

4. Gantilah u :% jika menggunakan transformasi y =ux

Gantilah u=§ jika menggunakan transformasi x=uy untuk

mendapatkan solusi semula. Persamaan ini merupakan persamaan
linear tetapi tidak homogen. Pandang bentuk persamaan
diferensial dibawah ini:

(ax+by+c)dx+(px+qy+r)dy=0
Dimana a,b,c, p,q,r merupakan suatu konstanta
Ada 3 kemungkinan yang dapat terjdi

Lesboe

p q r

a_b_c .
Karena E:E:F: a, maka menggunakan transformasi

px+qy+r=u , yang berarti bahwa ax+by+c=au. Bentuk
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persamaan tereduksi menjadi persamaan dengan variabel terpisah
dan kemudian selesaikanlah.

Z.E:R;é£

p q r
Gunakanlah transformasi px+qy=u , dan dari sini berarti
dy =Y, g =AY

3.2;&2

P q
Ax+by+c=u - adx+bdy=du
Px+qy+r=v - pdx+qdy=dv

Dari dua persamaan diatas diperoleh bahwa:

dx= gdu—bdyv
aq—bp
dan
d _qdu—pdv
aq—bp

Selesaikan persamaan diferensial diatas dan kemudian gantilah
kembali u dan v dengan transformasi semula untuk mendapatkan
solusi umum persamaan diferensial semula.

5.2.2 Contoh Soal

1. Buktikan bahwa persamaan ini adalah persamaan

homogen
2 Xy’
Yy =
Xy

Pembahasan:

3.3 3.3

Xy _dy_Xx'y

y xy2 dx xy2

xyzdy—(x3+y3)dx20
Fungsi M (x,y)dx
M(x,y)dx=—=x=y’"“x*""y
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Lat (=X —y®)
M
N(x,y)dx=axa’y’
s 3 2
La’(xy?)
Nlax,ay/=a’[N(x,y)]
Didapatkan ¢°, maka terbukti persamaan diferensial diatas
merupakan persamaan diferensial homogennya berderajat .

2. Buktikan bahwa persamaan ini adalah persamaan
homogen

2_X3+y3
=
Pembahasan
o x+y _dy _x’+y’
B xy2 _dX_ xyz
xyzdy—(x3+y3)dx=LO
FungsiM (x,y)dx
M(‘x,y\)dx:—x3—y3=a3+x3
La’(—x6i3—y°)i
M(ax,ay)=a’[M|x,y]]
FungsiN (x,y)dy
N(x,y)dx=xy’ - =axa’ y’
La’(xyii2)d

N

Didapatkan ¢°, maka terbukti persamaan diferensial diatas
merupakan persamaan diferensial homogen berderajat 3.

3. Buktikan bahwa persamaan ini adalah persamaan
homogen
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2 x2y+y?|dx+xy*—2 x| dy =0

Fungsi M (x,y)dx
M(x,y)dx==2x"y+y’ - =2a’x’ay+a’ y°
La’(2x662 y+y*)i
M['ax,ay]zaa[Mh,y”
FungsiN (x,y)dy
N(x,y)dx=xy’—2x’ - =axa’y*+2a’x’
La(xybi2—-2x°)
N
Didapatkan ¢°, maka terbukti persamaan diferensial diatas
merupakan persamaan diferensial homogenya berderajat 3.

4. Buktikan bahwa persamaan ini adalah persamaan
homogen

(4x2y+y)dx+(xy2—2x3)dy=0

FungsiM (x,y)dx
M(x,y)dx=4x"y+y’ - =4a’x’ay+a’ y’
a’(2x662 y+y*)i
Mlax,ay|=a’[Mlx, y|]
FungsiN(x,y)dy
N(x,y)dx=xy’—2x’ - =axa’y’ +2a’x*
&a3(xy2—2x3)
N(ax,ay)=a’[N(x,y]]
Didapatkan ¢°, maka terbukti persamaan diferensial diatas
merupakan persamaan diferensial homogenya berderajat 3.

5. Buktikan bahwa persamaan ini adalah persamaan
homogen

(9 x2y+y) dx+(xy2—2x3)dy=0

Fungsi M (x,y)dx
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M(x,y)dx=9x’y+y’ - =9a’x’ay+a’y’
La’(9x y+y’)
M(ax,ay) =a’[M(x,y]]
FungsiN(x,y)dy
N(x,y)dx=xy’—2x’> - =axa’y’ +9a°x
sa’(xy*=2x")
N(ax,ay)=a’[N|x,y]

Didapatkan >, maka terbukti persamaan diferensial diatas
merupakan persamaan diferensial homogenya berderajat 3.

6. Buktikan bahwa persamaan ini adalah persamaan
homogen
) XZ y2
y - 2
Xy
Pembahasan:

2 2 2 2

XYy _dy_Xxy
xy2 dx Xy2

xyzdy—(x2+y2)dx:0
Fungsi M (x,y)dx
M(x,y)dx = — Xz_yz - aZXZ—az yz
. ( P yZ)
M(ax,ay) =a’[M(x,y)]
N(x,y)dx = axa’y’
=a’(xy’)
N(ax,ay) = a’[N(x.y)]
Didapatkan g maka terbukti persamaan diferensial diatas
merupakan persamaan diferensial homogenya berderajat 2
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7. Apakah persamaan dibawah ini homogen?. Buktikanlah!
[4x%y+y? dx+xy*+2x%|dy=0

Fungsi M(x,y)dx
MEx,Y)dx =4 x*y+y’ - =4a’x’ay+d’y’
a(@xy+y’l
M(ax,ay) =a’[M(x,y]]
Fungsi N(x,y)dy
Nxy)dx =xy°+2x° -~ =axa’y’ +2a’x’°
L@ (xy?+2x° ¢
N(ax,ay) =a’[N|x,y]]
Didapatkan ¢°, maka terbukti persamaan diferensial diatas
merupakan persamaan diferensial homogenya berderajat 3.

8. Buktikanlah bahwa persamaan dibawah ini adalah
homogen.

5x%y — y|dx+xy*+12x°|dy =0

Fungsi M(x,y)dx
M(x,y)dx =5x’y—y* - =5a°x*ay—a’ y°
LaAGXy+y3l
M(ax.ay) = a’[M|x, y]
Fungsi N(x,y)dy
Nxy)dx = xy*+12x° - =axa’y* + 12’ x°
La(xy®+12x°¢

N(ax,ay) =a’[N|x,y]]

Didapatkan ¢°, maka terbukti persamaan diferensial diatas
merupakan persamaan diferensial homogenya berderajat 3.
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Metode memperoleh dan mengembangkan ilmu pengetahuan dan
teknologi secara empirik melalui pengalaman dan pengamatan
menjadi pilihan yang tepat dewasa ini. Apalagi dengan didukung
produk teknologi canggih seperti kalkulator, komputer dan
sebagainya. Dengan demikian matematika terapan(applied
mathematics) perlu mendapat perhatian dan dikenalkan sejak dini
pada para mahasiswa. Focus matematika terapan adalah untuk
memecahkan masalah-masalah yang berkaitan dengan gejala atau
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fenomena alam kedalam bahasa matematika (pemodelan
matematika).

Berkaitan dengan gejala atau fenomena alam, orang sering
memerlukan model matematik dari masalah yang dihadapi.
Banyak permasalah matematik dari gejala alam yang model
matematikanya dapat diformulasikan dalam bentuk persamaan
diferensial orde 1.

Salah satu cara mempelajari menyusun model matematika ini
dengan mengkaji contoh-contoh penyusunan model matematik
yang sudah ditemuka orang.

Keradioaktifan suatu zat : model peluruhan Model peluruhan zat

radioaktif diberikan oleh persamaan diferensial :

dN

o kN (1.1)

Dengan k>0 adalah konstan peluruhan. Persamaan diferensial
(1.1) menyatakan bahwa peluruhan zat radio aktif pada saat
berbanding langsung dengan banyaknya atom zat pada waktu itu.
Solusi persamaan diferensial (1.1) dapat dicari dengan cara
berikut. Ubah persamaan (1.1) menjadi

dN

—=—kdt
N

Integralkan kedua ruas diperoleh

In[N]=—kt+C, C, konstan sebarang karena N>0, maka
In[N]=In N, jadi solusi persamaan diferensial ini adalah:

N=e M0 Co ™

Dimana C merupakan konstan sebarang. Misalkan pada saat t =0,
N(0)=N, adalah banyaknya atom awal, (mula-mula) zat radio
aktif, maka C=N,. Jadi bila kondisi awal persamaan diferensial
(1.1) adalah N (0)=N,, maka solusi khususnya adalah

N=N,e "

Perkembangan populasi : model pertumbuhan. Masalah
pertumbuhan populasi, menurut Thomas Malthus (1766-1834)
model persamaan diferensialnya :

dP
—=kP
dt
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Dengan k adalah koefisien pertumbuhan yang merupakan selisih
rata-rata kelahiran dan kematian. Dengan metode seperti ini pada
masalah keradioaktifan suatu zat, solusi umum persamaan
diferensial ini adalah:

P=Ce"

Persamaan diferensial ini merupakan persamaan diferensial
dengan variabel terpisah. Misalnya kondisi awalnya P(t,)=P,.
Solusi persamaan diferensial ini dapat dicari dengan cara berikut :

tods
I{as—bsz{du:t_to

(misalkans=P dan u=t, maka dP =ds dan du=dt)

Untuk mengintegralkan fungsi dapat dilakukan dengan

1
as—bs®
cara berikut:

1 _ 1 _A B

= =+
as—bs® s(a—bs) s a—bs

Maka ruas kanan persamaan ditulis :
A B _Ala—bsl+Bs _Aa+B—bAs

s a—bs  s(a—bs) s(a—bs)
Perhatikan masalah nilai awal

dy _ _
oYLy =y,

1. Jika f(x,y) kontinu disuatu persegi panjang yang
memuat (X,, Yo maka m.n.a, diatas mempunyai solusi

2. Jika f(x,y) kontinu disuatu persegi panjang yang memuat (
Xy, Yo& maka m.n.a , diatas mempunyai solusi tunggal.
Misalkan selang I adalah proyeksi dari persegi panjang
diatas pada sumbu x. Solusi tersebut dijamin terdefinisi
pada selang yang merupakan subset dari I.
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FUNGSI HOMOGEN
Suatu fungsi f(x,y) dikaitkan homogen berderajat n jika :
F(Ax,Aye=A"f(x,y)
1.F(x,y)=2x*+2y"
F(Ax,Ay)
02 AxP+2( Ay
2N +21 Y
LA(2x°+2y%)
F(Ax,Ay)iA*flx, y| ( Fungsi homogen pangkat 2)

2.F(x,y)=3x"+2y°
F(Ax,My)
L3 AxP+2(Ay)
221
LA (3x603+2 %)
F(Ax,dy)=A’f(x,y) ( Fungsi homogen pangkat 3)

Diskusi Kelompok

1. Jika terdapat 12 juta bakteri dalam 4 jam dan 36 juta bakteri
dalam 5 jam , berapakah jumlah bakteri mula-mula!

2.Jika terdapat 18 juta bakteri dalam 6 jam dan 42 juta bakteri
dalam 7 jam, berapakah jumlah bakteri mula-mula!

124



3. Populasi penduduk suatu negara menjadi 3 kali lipat dalam
waktu 40 tahun, menurut pertumbuhan populasi. Malthus dalam
waktu berapa tahun menjadi lipat 6?

4. Jumlah penduduk suatu negara bertambah 5 kali lipat dalam
waktu 30 tahun, menurut pertumbuhan populasi. Malthus dalam
waktu berapa tahun menjadi 7 kali lipat?

5. Carilah solusi model logistik

dpP 2
—=aP.bP
a

Untuk a=0,03 dan b=(1,6).10—4.P(t) diukur dalam satuan
juta. Uang sebanyak M rupiah di investasikan disuatu perusahaan.
Setiap bulan uang berkembang berbanding langsung dengan
banyaknya uang waktu itu, bila faktor ke proporsionalnya adalah
.

6. Carilah persamaan diferensial dan solusinya

7. Gambarlah sket grafiknya

8. Berapa jumlah uangnya setelah 1 tahun, bila r =0,02?

Untuk soal nomor 10 sampai 25 tentukan persamaan
diferensialnya dengan metode transformasi

10.(2x° y+y’)dx+(x y* =2 x*)dy=0

11.(2x—5y+2)dx+(10 y—4x—4)dy =0

12.(8x+10 y—3|dx+(8y+2x—9|dy =0

13.d_y: 1-2y—4x

dx 1+y+2x
dy _8—-4y—4x
“dx 147 y+9x

15.[8x—2y+8|dx+(8y—7 x—3]dy=0
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16.
17.
18.
19.

3x—4y+1)dx+(2y+9x—3)dy=0
7x—2y+7)dx+(5y—4x—4)dy=0
9x—7 y+6)dx+(9y—2x—5)dy=0
2x—6y+3)dx+(2y—4x—1)dy=0
dy_2-2y—-7x
“dx  342y+2x
dy_3-5y—4x
“dx  8+9y+2x
22'Q:9—7y—8x

dx 8-2y+2x

dy _8-3y—4x
3=

dx 1-8y+1x
24@;%

dx 8-5y—-7x

dy _9-8y—7x
25, =7 —=
dx 2+5y+9x
Untuk soal 26 — 30 buktikan bahwa persamaan homogen
26.F (x,y)=5x+7y
27.F(x,y)=7x"-8xy+5y’
28.F(x,y)=8x’+4y’

d” dy
29.——y—=
dx 7 dx
d’y

—y=cosx
dx’ Y

Latihan Mandiri

1. Misalkan N(t) banyaknya atom sampai zat radioaktif pada

—In2
saat t, dan konstan peluruhannya (45)—109 misalkan pada

P

21

+ ysinx=0

30.
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saat t = 0 adalah waktu ketika sampel dibuat, carilah solusi
khususnya?

2. Jika waktu paro radium -226 adalah 1600 tahun, berapa
prosen radium -226 yan g tersisa setelah 400 tahu?

3. Jika mula-mula terdapat 50 gr zat radioaktif dan setelah 2
minggu tinggal 30 gr, tinggal berapakah setelah 5 minggu?

Dalam percobaan perkembangan suatu bakteri, bakteri
dimasukkan dalam suatu tabung. Lalu pertambahan jumlah
bakteri berbanding langsung dengan banyaknya bakteri pada saat
itu.

4. Carilah persamaan diferensialnya dan solusinya.

5. Jika dalam waktu 8 jam jumlah bakteri menjadi 2 kali lipat,
berapak jumlah bakteri pada waktu 10 jam!

Untuk soal nomor 6 sampai 18 tentukan persamaan diferensialnya
dengan metode transformasi

6.(2x—2y+9|dx+(2 y—4x—4)dy=0

7.(4x—4 y+9)dx+(1y+7x—3)dy=0
8.(9x—8y+7)dx+(3y—4x—9)dy=0
9.(8x—8y+6)dx+(7y—2x—5)dy=0

10.(9x—9y+3)dx+(1 y—3x—1)dy=0

11.(3x—4 y+5)dx+(7 y—9x—3)dy =0

12.(8x—1y+1)dx+(9 y+9x—3)dy =0
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13.(9x—8 y+7)dx+(y—7x—4)dy =0
14.(2x—8 y+6)dx+(3 y—9x—5)dy=0
15.(2x—3 y+3)dx+(6 y—2x—1)dy=0
16d_y:2—5y—4x

“dx  9+9y+2x

dy 9-9y—8x

“dx 7-8y+2x
18_d_y:1—6y—2x

dx 2—-6y+1x
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Capaian Kompetensi Uraian Materi

Mahasiswa mampu
menganalisa syarat awal
dan syarat batas suatu

Persamaan  Diferensial
dan mampu
menggunakan  metode-
metode eksa  dalam
penerapannya di dalam
memecahkan  masalah

sehari-hari.

1.

Mahasiswa mampu
mengidentifikasikan persamaan
diferensial, menjelaskan apa
solusi, dan masalah syarat awal
atau syarat batas suatu PD.

Mampu menyelesaikan
persamaan diferensial orde dua
homogenya menggunakan

metode karakteristik koefisien
konstan

Mampu menyelesaikan
persamaan diferensial orde dua
homogen menggunakan metode
karakteristik operator D

Mampu menyelesaikan
persamaan diferensial orde dua
nonhomogen menggunakan

metode koefisien tak tentu
Mampu menyelesaikan sistem
PD  menggunakan  metode
operator untuk  koefisien
konstan

Menyelesaikan sistem linear
homogenya koefisien konstan
Mengetahui dan memahami
tentang persamaan diferensial
orde 1 dan penyelesaiannya
dengan cara substitusi

128




ERSAMAAN DIFERENSIAL ORDE 11 UMU

Model persamaan diferensial orde 2 terdiri dari 4 tipe, yaitu:
2

1.Tiped—32’=f(x)
dx

2

2.Tiped—)2/=f(x,d—y)
dx

dx
2
3.Tipea. %+b.%+c.y:0
2
4. Tipea.%+b. %+cy=f(x)

6.1 Kegiatan Pembelajaran | PERSAMAAN DIFERENSIAL

ORDE 2 TIPE 1

Persamaan Diferensial orde 2 tipe 1 yang berbentuk :

d’y _
dx’

f(x)

Contoh 6.1.1 :

Carilah jawaban umum persamaan diferensial :

dzy
dx’

3 2
=4 X +3x +x

Jawaban :

d’y
dx’

3 2
=4x+3x +x
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dy 3 2
——= | 4x +3x+xd
dx f X X TXdx

dy a4, 3.1,
——=x +x+=Xx"+cC
dx 2 !

_ 4+3+12
y=[x"+x 5 X

+c,dx

—lx5+lx4+lx3+c x+c
TGN TN Tg X Xt

Contoh 6.1.2 :

dZ
1. p )2/:9x8+8x3+x
X

Jawaban :

d’y

8 2
—=9x +8x"+x

dx

dy 8 3
—~—=|9x +8x +xd
I f X +8x +xdx

%:X9+2X4+1X2+C1

y:f x 42 x4+%x2+c1dx

=L 0,2 0 e xe
Y= Ts T TG

2
LY 330 +10x 43 x+2
dx

2

Jawaban :
2

d Y =3 x°+10 x*+3x+2
dx

Z_i:f 3x°+10 x*+3 x+2dx
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dy _3 5.3 2 2
S ==X'+2Xx+=Xx"+2x"+cC
i X' +2x 2x X+c,
3 7 5,3 2 2
=| =x+2x+=x"+2x"+cC
y f 7x X 2x X+c,

:ix8+lx6+§x3+gx3c X+c
YTEg X T3 TN T3 X Xt
d2y
dx?

2 3.5

3. =7x5+§x +§x+3

Jawaban :
d2y
dx’
dy _ 5.2 3,0

E—f 7 X +§x +§x+3

=75+ 2 X+ 2 543
3 3

dy _7 6,1 %5
ﬁ:€X6+€X +€X2+3X2+C1

4
y=] %XG"%X +%x2+3 xX*+c,

5
y:%x7+3—10x +1—E;3x3+ 1x°c, x+c,

6.2 Kegiatan Pembelajaran 2 PERSAMAAN

DIFERENSIAL ORDE 2 TIPE 2

Persamaan Diferensial orde 2 tipe 2 yang berbentuk :

dy_c. dy
dX2 _f(x;d )
Contoh 6.2.1 :
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2

Carilah jawaban umumnya x d }2/+d—y+x=0
dx” dx

Jawaban :
dy d
= ka—-+t=—-=%
P=ax M ax dx’
Apabila persamaan (1) dimasukkan ke soal

dx

R )
dx

Ingat rumus :

dix.p)__dp.  dx
& a P
d(x.p)__ dp
x —xdx+p1(3)
Jika persamaan (2) = (3), maka
d(xp) _
dx X
Kemudian kedua ruas diintegralkan

xszf —xdx

_ 2
Xp—TX +C1

Dari persamaan (1 |diketahui bahwa p = Zy

—~makaharga p
X

dapat diganti dengan Z—y menjadi:
X

dy _—1

a2 e

dy_-1..4

dx 2 X

X

_ 2
y=—X +c,.Inx+c,
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Contoh 6.2.2 :

2
1. x. d }21+d—y+7x:0
dx dx
Jawaban :

:d—ymaka,——

dX dX—W................. eess se ssss senns

M:—7x
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Jika persamaan (2) = (3), maka
d(xp)
-6
dx X
Xp :f 6 xdx
xp=3x’+c,
dy

2
X——=3Xx"+c,
dx

Jika persamaan (2) = (3), maka
d(xp) -1
dx 2 X
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6
dy _—1
x%:—x%cl
dy _—1 3.6 —1 4

6.3 Kegiatan Pembelajaran 3 PERSAMAAN

DIFERENSIAL ORDE 2 TIPE 3

Persamaan Diferensial orde 2 tipe 3 yang berbentuk :

d? d
.—}2)+b. Y

adx dx

+c.y=0

Persamaan tersebut, jika harga :
d2 y :mz ) d_y —
dx’ dx
am’+bm+c=0 - disebut persamaan karakteristik .
m=m, dan m=m,
Dimana m = akar-akar penyelesaian
a.Jikam,#m,maka harga:

y:A em1x+Bem2x

A dan B = Konstanta (atau ¢, dan C,)
b.Jikam,=m,maka:

Y=e""(A+Bx]
c. Jika keduanya (akar-akar penyelesaiannya tersebut kompleks)

atau , m=a+ bj, ataum=a + bi
Y =e™[ AcosPx + Bsinfix]

mdan y=1,sehingga persamaannya jadi:

Contoh 6.3.1

1. Carilah Persamaan Diferensial berikut ini.
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d’y  ,dy
- 4 3 a4
dx*  dx
Jawaban:

+2y=0

Jika®Y = m? @ — 1 dan y=1, maka:
dx’ " dx ’
Persamaan karakteristiknya:
1m°+3m+2=0
im+1|(m+2|=0
Sehingga : m, = -1 ; m, = -2 (M, #m,)
Jadi pemecahan tersebut adalah:
Y=Ae "+Be **
2. Carilah penyelesaian Persamaan Diferensial berikut:
2
(;T); +6 Z—i+9 y=0
Jawaban:
m’+6m+9=0
\m+3)(m+3) — m = -3 akar kembar sehingga
Y=e>*(A+Bx)
3. Carilah penyelesaian Persamaan Diferensial berikut:
d’y . ,dy
?+4 a
Jawaban:
m’+4 m+9=0
Dengan menggunakan rumus ABC didapat :
_—4+y16-36 _ —4+y-20
m=——"—— =m= —
. —4+J-1.J/4.45 — e —41;2@

+9y=0

2
m=—2+j V5 B
Sehingga a=—2 dan B=4/5 dan akhirnya memberikan
Y =e™| AcosBx +Bsinpx|
Y=e **[AcosV5+BsinV5]

Contoh 6.3.2 :
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d’y ,dy
+4—=+y=0
dx* dx Y

1. Tentukan persamaan umumdari PD 4

Jawaban:

Persamaan karakteristik dari PD tersebut adalah :

4m*+4m+1=0,

Kita dapatkan akar karakteristiknya :

_—1

=

Dapatkan akar karakteristiknya karena akarnya kembar/sama,

maka solusi umum PD tersebut adalah :

y=C,e"+C,xe™
1, -1

y=C,e* +C,xc?

m

X

-1

-1
-1, -1
> +C,xe’

X

Jadi, persamanumum PDiniadalah y=C e

2. Tentukan persamaan umum dari PD :

dy . dy
49Y 1Y 5,0
dx’ dx Y

Jawaban:

Persamaan karakteristik dari PD tersebut adalah :
4m’~12m+5=0.

2m—1)(2m—5|=0

Kita dapatkan akar karakteristiknya :

1 5

m,==-Vm,=—
22

Karena m,#m,, maka solusi umum PD tersebut adalah :

_ m, x m, x
y=C,e""+C,e
1y 2x
=C 2 +C 2
y==_L,e 2€

lX =X
Jadi, penyelesaianumum PD adalah y=C  e* +C,e’

3. Tentukan penyelesaian umum dari PD :
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2
(chT}; -8 Z—i}+ 16 y=0
Jawaban :
Persamaan karakteristik dari PD tersebut adalah :
m°—8m+16=0
\m—4|(m—4|=0
(m—4)=0
m=4
Karena akarnya kembar/sama, maka solusi umum PD tersebut
adalah :
y=C,e"™+C,xe™=C, e +C,xe*"

Jadi, penyelesaianumum PD ini adalah y=C, e**+C, xe*

6.4 Kegiatan Pembelajran 4 PERSAMAAN DIFERENSIAL

ORDE 2 TIPE 4

Persamaan Diferensial orde 2 tipe 4 yang berbentuk :

dz—y+b.dy

a. P a+cy:f(x)

Pada persamaan diferensial bentuk ini dikenal dua istilah, yaitu:

1) Fungsi Komplementer. Diperoleh dengan memecahkan
persamaan bila flx|=0, seperti dalam bagian program
sebelum ini.

Adapun pemecahannya, jika f(x)=0, adalah:

a. Untuk akar yangberbedaY = A e™*+Be™"
b. Untuk akar kembar Y =e™”*| A+ Bx|
¢ .Untuk akar imaginer Y =e®[ Acospx+ Bsinfx |

2) Integral Khusus. Diperoleh dengan menggunakan bentuk
umum dari fungsi ruas kanan persamaan yang diberikan, yaitu
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dengan mensubstitusikan bentuk umum tersebut ke dalam

persamaannya dan kemudian menyamakan koefisien-

koefisiennya.

a. Jika ruas kanan adalah fungsi berderajat dua, bentuk
umumnya:

Y=C xX*+Dx+E

b. Jika ruas kanan berderajat satu, maka persamaan

umumnya:
Y=Cx+D

3) Jawaban yang sesungguhnya = jawaban fungsi komplementer

+ integral khusus

Contoh 6.4.1:
1. Selesaikan persamaan diferensial dari :
d’y _dy 2
—-5—=+6y=
dx>  dx y=x

dengan menggunakan bentuk fungsi komplementer.
Jawaban :

Fungsi Komplementer, pemecahannya dengan persamaan Kkiri
=0, yaitu:

2
d_};_S d_y+6 y =0 yang memberikan
dx dx

m’—5m+6=0
im—2|lm—3)=0

m=2 atau m=3

Jawaban fungsi komplementer :

2 3
Y=Ae"+Be™
Selesaikan persamaan diferensial dari :
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dx*  dx
dengan menggunakan bentuk integral khusus.

Jawaban :

Integral Khusus:

Karena ruas kanan adalah fungsi berderajat dua (x°) sehingga
bentuk umum persamaan berdejarat dua adalah:
Y=C X’+Dx+E

Maka,d—yZZCx+D
dx
dzy

2 =2C

dimasukkan ke persamaan semula (soal):

2
Harga y % dan chix{

Bentuk tersebut bisa ditulis:
6x°+(6 D—10C|x+2C—5D+6 E|=1x’+0x+0
Dengan menyamakan koefisien dari x yang berpangkat sama,
kita dapatkan:
x*=6C=1
1

C==
6

x=6D-10C=0
1
6D—10.—-=0
6
5
D=-2
18

2C—-5D+6E=0

2152 16E=0
6 18

_19

E=
108
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Jadi Integral Khususnya adalah : Y =C x*+Dx+E
Y = Fungsi Komplementer + Integral Khusus

A +Be 4t x> x4 1)
6 18 108

2
3. Selesaikanlah 4 +14 % +49 y=4.¢™
dx dx

Jawaban :

FK _ m’+14m+49=0
im+7)(m+7)=0
m=—7Am=—7

FK y=e "*( A+Bx)

IK y:CeSX
dy 5x
Y_s5c
dx ¢
2
4y _>5c3
dx
25 Ce™ +14(5 Ce®* |+ 49(Ce®¥|=4 &

Bagi kedua sisidengane® . Maka ,

25C+70C+49C=4

144.C=4
c=-L
36
K =2 ¢
36

Penyelesaian Umum:
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- _7XA B i 5x
y=e "[A+ X)+366

— e —

Model persamaan diferensial orde 2 terdiri dari 4 tipe, yaitu :

d2
1.Tipe &Y =f(x)
dx

d d
2.T1ped—x)2/:f(x,d—z)

dzy +b.ﬂ

3.Tipea.—=- +c.y=0
ipea P ey

Dimana m = akar-akar penyelesaian

a.Jikam,#m,maka harga:

y:A em1X+Bem2x

A dan B = Konstanta (atau ¢, dan C,)

b.Jikam,=m,maka:

Y=e""(A+Bx|

c. Jika keduanya (akar-akar penyelesaiannya tersebut

kompleks)
atau, m=a+ bj, ataum=a + bi
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Y =e“[ AcosPx + Bsinfx |

2
d y+b.d—y+cy:f(x)

4. Tipea.W x
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DISKUSI KELOMPOK

Carilah Persamaan Diferensial Orde 2 berikut ini :

2
1.%—5%%3;:0

Jawaban :
m’—5m+6=0
(m—...)(m—...)=0
m,=...Vm,=3
Karena m,#7m, maka :

y=C1e...X+Cze...X

2
2.%—8%+16y:0

Jawaban :
m’—8m+...=0
(m=..)(m—...)=0
Im—...]’=0

m=...

Karena m;=m,, maka :

X

y=C1 eX+sze

3.Y +Y —6Y =0
Jawaban :

m’+m—6=0
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(m+...)(m—...)=0

m=...Vm,=2

Karena m,;#m,, maka :
b

y=Cie " +Cye"

4.Y +7Y +12Y=0
Jawaban :
m’+...m—12=0
(m+...)(m+4)=0

m=...Vm,=—4

Karena m,;#m, maka :

y=Cie " +Cye"

5. Carilah penyelesaian Persamaan Diferensial berikut ini :

dzy

3 2
> =4x"+3x +x

dx
Jawaban:

d’y

3 2
> =4x+3x +x

dx

%:f 4 x> +3 x*+xdx

dx
y:f XL L e, dX
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Y= LLTE LT+ x e,

6. Carilah penyelesaian Persamaan Diferensial berikut ini

d’y o dy

0 +3d +2y=0

Jawaban:

Jzkaccllxy— Z,Zi—mdanyzl,
Maka, Persamaan karakteristiknya :
1m*+3m+2

ot 4] =0

Sehingga : m=—...;m=—...(m,#m,)

Jadi, pemecahan permasalahan tersebut adalah :

Y=A..."+B... "~

7. Carilah penyelesaian Persamaan Diferensial berikut

2
C;7}2)+6 Z—i+9y20
Jawaban:

m’+6m+9=0

ot Lot )=0 m=— ..

Akar kembar sehingga : Y=e (... +...)

8.Selesaikany =—

Jawaban :

Dikalikan dengan2 y memberikan2y y =— 23y

dp_=2y
dx(y)_ y3
yf=—[ 2L dx
y
c—zjg%

146



(',i+
St

y
(.)d_y:\/1+...y2 ydy
dx y Vi+...y?
Vi+cly?=...x+c

=dx

. dzy dy _
9.Selesaikan—=+3-==0
dx dx
Jawaban :
m°+3m=0
m,=...Vm,=-3
Maka,
yzcl"'cze_ax
2
10. Selesaikan (cjix}; —%+4y:0
Jawaban :
m°—4m+4=0
...=2V...==-3
Maka,

-2 2...
y:C1+Cze X+...X€
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LATIHAN MANDIRI

Soal Persamaan Diferensial Orde 2:
l.y”+5y'+6 y=0
2.y”+6y'+9y:O
3.y +67+12y=0
4.y —4y'+13y=0
5.y”—9y=x

6.y —4y+5y=0
7.y +y —6y=2x"
8.y”+y':4x

9.y +6y +9y=3e *"
10.y +4 y=0

1.y =3y +2y=e*

12.y =3y +2 y=cosx
13.y =3y +2 y=e “+cosx
14.y" =3y +2y=e*

15.y =3y +2y=¢"

16.y —2y —3y=2e*"
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17.y =2y =3 y=2¢*—10sin x
18.y =3y —4y=16x—12¢>
19.y =2y —8y=4e*—21e>"

20. Tentukan penyelesaian umum dari Persamaan Diferensial
berikut ini :
d’y

2

+9=0.

dx
21. Carilah penyelesaian Persaman Diferensial dari

d’y _dy 2
—5—=+y=Xx".
PR AL
22. Carilah penyelesaian Persamaan Diferensial dari

d’y  dy
—+_
dx*  dx

+y=0.

23.y =3y —4y=3x"+2
24.y —9y=x+2

25.y =3y —4y=¢""
26.y +4 y=2sinx
27.y =3y —4y=e"

28.y +4 y=2c0s2 x

29.y +2 y'=3x"+2

30.y +3y —4 y=3x’+2

31.y +9y=sin3 x+ie™
32.y +y =e"+3x

33.y —4 y=4sinx,y=4,y =0,bilax=0
34.y =5y +6y=2¢", y=1,y =0,bilax=0

35.y +y=tanx
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36.y”+9y=se623x
37._y”+y:cosecx cot x
38.y +3y —4y=4x"+4
39.y +6 y=2cos2x
40.y +y =e"+6x

41.y +y=cotx

X

42.y”—3y'+2 y=—
e+1
—-2x
e
2
X

43.y”+4y'+4y=

44.y +4 y=3 cosec? x

45.y +4 y=3 cosecx
2 X
46.4y +y= 2sec(§)

X

e
1+x°

47.y —2y+y=

48. Tunjukkan bahwa fungsi y=2e¢ *+3 ¢** merupakan

d’y d
=L42
dx’ dX+ Y

penyelesaiandari persamaan diferensial

49.(5x+4 y|dx+4x—8 y*|dy=0

50. y +(2 x+ 1)y2=0,y(0)=%1

51.2y2+3 x| dx+2xy dy=0

52.y'=y(xy3—1)
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53.y +10 y 425 y=x"+2x

54.y +3y+2y=5¢e ", y(0)=2, y'(0) =1

X

" , e
55.y —2y+y:2x

, x>0
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PERSAMAAN DIFERENSIAL HOMOGEN, TAK
HOMOGEN, DAN KONSTAN

Capaian Kompetensi Uraian Materi

Mahasiswa mampu
memahami konsep
Persamaan Diferensial
homogen, tak homogen,
koefisien konstan, orde 11
metode koefisien tak tentu,
orde II dengan metode
variasi parameter, serta
reduksi orde

Mampu memahami konsep
Persamaan Diferensial
homogen, tak homogen, dan
konstan

150



\7(0])10) by

PERSAMAAN DIFERENSIAL HOMOGEN, TAK

HOMOGEN, DAN KONSTAN

Persamaan Diferensial Homogen, Tak Homogen, dan Konstan

Bentuk umum Persamaan Differensial linear order dua dengan
koefisien konstan adalah : ay+by '+ cy =1f() dengan a, b dan ¢
konstanta. Bila f(x)=0 maka ay+by'+cy = disebut persamaa
differensial linear order dua homogen, sedang bila f(x|'=0 maka
disebut persamaan differensial linear order dua tak homogen.
Solusi PD homogen ditentukan dengan memperkenalkan
pengertian kebebasan linear dan Wronkian dari dua fungsi berikut
terlebih dahulu. Dua buah fungsi f(x) dan g(x) dikatakan bebas
linear pada interval I bila persamaan kombinasi linear dari dua
fungsi tersebut, mf (x|+ng|x|—0 untuk setiap x hanya dipenuhi
oleh m=n=0. Bila tidak demikian maka dikatakan f(x)dan g(x)
bergantung linear. Persamaan Diferensial adalah suatu persamaan
yang meliputi turunan fungsi dari satu atau lebih variabel terikat
terhadap satu atau lebih variabel bebas. Selanjutnya jika dalam
persamaan tersebut turunan fungsi itu hanya tergantung pada satu
variabel bebas, maka disebut Persamaan Difrensial Biasa (PDB)
dan bila tergantung pada lebih dari satu variabel bebas disebut
Persamaan Diferensial Parsial (PDP).

Contoh
0y, 0¥ : . .
1. ax + o +xy=5(Persamaan Differensial Parsial)
oy d’y [dy\ _ . . .
2.—=+—5—|=-| —3x=0(Persamaan Differensial Biasa
0x dx dx
Order Dua)

Order suatu PDB adalah order tertinggi dari turunan dalam
persamaan F{

Contoh Persamaan differensial biasa order dua. Linieritas dan
Homogenitas: Persamaan differensial biasa order n dikatakan
linier bila dapat dinyatakan dalam bentuk.

(n—-1)

aglx)y"+a,(x)y" '+, +a,_[x +a,[x] y=f x|dengan a,(x|#0.
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1. Jika tidak dapat dinyatakan dalam bentuk di atas dikatakan
tidak linier.

2. Jika koefisien ao(x)al(x),....,an(x)konstan maka disebut
persamaan differensial linier dengan koefisien konstan, jika
tidak disebut persamaan differensial linier dengan koefisien
variable.

3. Jika F(x)=0,maka disebut persamaan differensial linier
homogen, jika F (x)<¢0 disebut tidak homogen.

7.1 Kegiatan Pembelajaran 1 Persamaan Diferensial

Homogen

Fungsi f (x,y) disebut homogen dengan derajad »n dalam variable

— variabelnya jika f ()‘X Ay ):An:f (X) y | . Persamaan
M (x,y)dx+N(x,y)dy=0 disebut homogen jika M (x,y) dan
(x,y) homogen dengan derajad sama. Untuk persamaan homogen
dilakukan substitusi Yy=vx - dy =vdx+xdv.Dengan
substitusi ini persamaan homogen dibah menjadi bentuk variable
— variable terpisah x dan v.

Contoh 7.1.1 Selesaikan PD y =

2 2
Xty

Xy

Jawab :

: 1 o
y SR , substitusi y =vx
X v

dy= %+v dx=xdx +vdx

de_d_x:0
X

1 2

Ev —Inx=c

y’=x’ex’+cx’untuk y#0dan x#0

Contoh 7.1.2 Selesaikan PD
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xsinL(ydx)+xdy i+y cosL(xdy—ydx|=0
X y

Jawab :

Persamaan ini homogen derajat dua. Subsitusi y = vx

xsinv(vxdx+x2dv+vxdx|

+vxcosv(x2dv+vxdx—vxdx)=0
sinv(2vdx+xdv)+xvcosvdv=0

sinv+cosv dx
————dv+2—=0
vsinv X

Lilrvsinv+2 Inx=4cdan x” &

Xy sin L—c,
X
Contoh7.1.3(x* +y2) dx+ xydy =0substitusikan y=vxdan
dy =vdx +xdv
Jawab :

(x2+(vx)2)dx+x lvx|[vdx+xdv)=0
(x2+2x2v2)dx+ x> vdv=0

xz(: 1+2 vz) dx+x’vdv=0.... PD Variabel terpisah

2
1+2%
X

=ci

lnx+%ln(1+2vzé)=c:£,ln x+%ln

Bentuk umum persamaan differensial homogenya adalah :
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A y'+A, YT HA, L,y T+ +A,y +A, y=0. Maka solusi
umumnya Val(x) pada interval terbuka I berbentuk: Bila ¢,
dan ¢, diganti dengan u(x) danv(x) maka diperoleh solusi
pertikular pada interval terbuka I,
v, x|=ulx]y,[x],v(x)y,[x]. Jika persamaan di atas
diturunkan, hasilnya:

Y,=U y;+uy+v y,+vy,'Karena u(x) dan v(x) adalah
pengganti €, dan C,,

u y,;+v y,=0.Sehingga y, menjadi:

Yp=uyy'+vy,'

Bila persamaan
A Y+ A, YT ALY L+ Ay A y=r(x)
diturunkan hasilnya:

Yp=U YUY AV Y, HV Y

Persamaan

v lx|=ulx)y, (x| +v(x]y,(x),

M

Yp=U YtUY +V Yy +v Yy

disubtitusikan ke dalam persamaan

A Y'+A, Y TIHA LY T+ A Y Ay y=r(X)

dan mengumpulkan komponen yang mengandung u dan v:

ulyy+fyi+ gy [+v] ys+fys+ gy +u yi+v y,=r. Bila y, dan
Y, merupakan solusi homogen dari persamaan

Ay + A, YR A LY L Ay +A, y=0,
sehingga terjadi penyederhanaan persamaan, menjadi:

ur+v y'2=r .U y,+Vv y,=0. Sebuah system dari 2 persamaan

aljabar linier dengan 2 fungsi u’ dan v’ yang tak diketahui.
Penyelesaian selanjutnya dengan memakai aturan Cramer,
— V)T VT

dan v =

sehingga: u' =



W=y,y,— y,'y,; W#0. W = Bilangan Wronskian dari y,
dan Y,. Dengan integrasi diperoleh:

—f —dxdanv——f —dx

Subtitusikan hasil ini ke dalam persamaan
Yolx|=ulx]y[x|+vix] y,(x),

Yor yir
yp(X)=—y1f#dx+yzfﬁdx

7.2 Kegiatan Pembelajaran 2 Persamaan Diferensial Tidak

Homogen

Persamaan difernsial tidak homogen adalah PD yang mempunyai
bentuk (ax+by+c)dx+(px+qy+r)dy=0...(i), dengan
a,b,c,p,q,danr adalah konstanta. Untuk menyelesaikan PD
tersebut, terlebih dahulu harus perhatikan kemungkian-
kemungkinan yang terjadi, yaitu :

" b_c
(a) jika L =2 #< atauaq—bp#0

p q r
(b)jika%=§¢%atauaq—bp=0

(c)jikaZ= b_¢e nm
p q r

Pertama pandang kasus (a) yaitu jika

al(p)#bl(q)#c/(r)atauaq—bp#0

ax+by+c=uadx+bdy=du

px+qy+r=v pdx+qdy=dv
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adx+bdy=du(éq)

pdx+qdy=dv(ib)

aq dx+bqdy=qdu

bpdx+bqgdy=bdv —

(ag—bp)dx=qdu—bdv
dx=(q.du—b.dv)/((ag—bp))...(ii)

denga cara yang sama yaitu mengeliminasi dx, diperoleh

du—b.dv
d za'—'...(m)
(ag—bp)

kemudian substitusi u, v, pers(ii)dan(iii )ke PD awal [pers (i)]

q.du—b.dv, a.du—b.dv
+v
(ag—bp) (ag—bp)

udx+vdy=0,u =0,u(qdu—bdv)+v(adv—-pdu)=0

qudu—budv+avdv—pvdu=0
(qu—pv)du+(av—bu)dv=0, PD Homogen

Setelah PD awal tersebut berbentuk seperti PD terakhir diatas,
maka penyelesaiannya menggunakan Penyelesaian PD Homogen

Selesaikan persamaan — persamaan berikut :
Contoh 7.2.1(x+2y—4)dx—(2x+y-3)dy=0
Penyelesaian

(x+2 y—4)dx+(—2x—y+3)dy=0
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a_1 b_2 c_-4
p -2'q -1'r -3
Karena,g;'fg?f£

p q r

Maka dapat diselesaikan PD diatas dengan kasus

(a)
x+2y—4=udx+2dy=du
—2x—-y+3=v—-2dx—dy=dv
2dx+4dy=2du
2dx—dy=dv+i

2du+dv
3

3dy=2du+dv,dy=

dx+2dy=du
—4dx—2dy=2dv+i{
—3dx=du+2dv

=du+2dv

dx
-3

. —du—2dv
(J—
-3

udx+vdy=0,

du+2dv —du—2dv _
u +v =
-3 -3

0

u(—du—-2dv)+v(2du+dv)=0
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|—u+2v|du+(—2u+v|dv=0, PD Homogen

Kemudian diselesaikan dengan Penyelesaian PD
Homogen :

—Uu
L)
v

du+ dv=0,

—2841
\%

M isal t=%du=v dt+tdv

(—t+2)(vdt+tdv)+(1-2t)dv=0
—tvdt+2vdt—t2dv+2tdv+dv—-2tdv=0

v(—t+2)dt+(1—t*)dv=0[bagi denganv(1 -t 2)]

f _t+2dt+Ldv=0

1+t Vv

_t+2dt+ldv:0

1+t v

f

dt+Ilnv=InC,denganlnC=C,

—t+2
f 1+¢°

dengan menggunakan Integral Fungsi Rasional,
diperoleh

%ln(t+1)+%ln(t—1)+lnv:1nC

=1 3
2 2

In[(t+1)*(t-1)*v]=InC

1

lt+1) % [e=1]

Nlw

v=0
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Nlw
N | =

t—1v=Clt+1]
(t=1Pv’=C*(t+1)

substitusi kembali

Lci(Ey)
1%

Kemudian untuk kasus (b) yaitu,

a_b_c

(p) (q) (r)

atauaq—bp=0

—%ZCm, a=mpdanb=mgq,

< |2

sehingga apabila disubstitusi ke pers (i), diperoleh
(ax+by+c)dx+(px+qy+r)dy=0
(ax+by ) dx+cdx+(px+qy+r)dy=0
(mpx+mqy)dx+cdx+(px+qy+r)dy=0
m( px+qy)dx+cdx+(px+qy+r)dy=0...(iv)
Ambilu= px+qy
du=pdx+qdy

dx:du—qdy
p
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substitusi ke pers (iv), diperoleh

mudu=9q-dy ,  du=q.dy +(u+r)dy=0

p p
mu(du—qdy)+c(du—qdy)+p(u+r)dy=0
mu du—qmudy+cdu—qcdy+pudy+prdy=0

(mu+c)du+( pu+ pr—qmu—qc)dy =0
(mu+c)du+[(p—gm)u+(pr—qc)]dy=0

PD terakhir ini adalah bentuk PD yang peubahnya dapat
dipisah.

Contoh7.2.2(2x—4 y+5)y’+x—2 y+3=0

Penyelesaian
dy _
(2 x—4y+5)d—+x—2y+3—0
X

2x—4y+5|dy+(x—2 y+3|dx

0[bukan PD homogen|

a_2b_-4 c_5

p 1’q —-2’r 3
a_b_c
p q r

maka kita selesaikan PD diatas dengan kasus (b)

(2(x—2y)+5)dy+(x -2 y+3)dx=0...(v)
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Ambil:m=2

u=x-2y

du=dx-2dy dx=du+2dy
2udy+5dy+(u+3)(du+2dy)=0
2udy+5dy+(u+3)du+2udy+6dy=0
(4u+11)dy+(u+3)du=0

PD terakhir ini adalah PD dengan peubah yang
mudah dipisahkan, sehingga PD diatas dapat bagi

dengan (4u + 11), diperoleh

u+3
4u+11

du=0

dy+

u+3
=cl1
y+f 3u+8du c

4(+3)
R S — — 1
v+ 4(aus11) M€

+f 1(u+11) L1

tdu=c1
4(4u+11) 4u+11

y"'f%d“: 1 1 d(4n+11)+

1
44ur1l 4 ¢

y+%u+1—161n(4u+ 11)=c1

substitusi kembali u = x — 2y, diperoleh
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y+%(x—2 y)+1—161n(4(x —2y)+8)=cl

16 y+4x—-8y+In(4x-8y+8)=16¢1
8y+4 x+In(4x—-8y+8)=C,denganC=16¢

Dan kasus terakhir adalah kasus (c) yaitu

%22—52 &m, sehingga a=mp,b=mqdanc=

mr,

dengan mensubstitusikan ke pers (i), diperoleh
(mpx+mqy+mr )dx+(px+qy+r)dy=0

m|px+qy+r|dx+| px+qy+r|d=0bagi dengan( px+qy+r)i
mdx+dy=0

dengan mengintegralkan kedua ruas, diperoleh

fmdx+fdy=c

mx+y=C

Contoh7.2.3(3x+3 y+6)dx+(x+y+2)dy=0
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(3(x+y+2))dx+(x+y+2)dy=0

dengan mengambil m = 3 dan membagi kedua ruas
dengan (x +y + 2) diperoleh

3dx+dy=0

[3dx+=[dyC



3x+y=C

7.3 Kegiatan Pembelajaran 3 Persamaan Diferensial Koefiesien
Konstanta

Sebagaimana telah disebutkan pada bahwa persamaan
diferensial linear homogen tingkat tinggi dengan koefisien
konstan dinyatakan dalam bentuk umum

dny dn—ly dn—Zy dy

P +P +P +...+P,_,—+P, y=0
Cdxt tdx™t T PdxT? Y
Atau

(POD"+P1D"_1+P2 D" *+..+P, ,D+P,

y=0

F(D|y=0, dengan P,#0,P,P,,...,P, |, P, adalah konstan,
F(D| disebut fungsi operator diferensial. Selanjutnya jika
F(D| dapat difaktorkan, maka F(D| dapat dinyatakan dalam
bentuk (D—ml)(D—mz)(D—m3)...(D—mn):O, Bentuk
tersebut dinamankan persamaan karakteristik dengan
m,,m,,my,...,m, disebut akar-akar persamaan karakteristik.
Perlu diingat bahwa tidak penting menulis persamaan
karakteristikm karena akar-akarnya dapat dibaca secara
langsung dari fungsi operator diferensial. Persamaan
karakteristik f{m|=0 setelah ditentukan akar-akarnya, untuk
menentukan selesaian umum persamaan:

dn*Zy

n—2
X

+...+Pn_1d—y+Pny:0

dn dnfl
P, 3“/+P1 J Ix

dx dx"!

+P,

ditentukan dengan y=Ce™ dimana m akar persamaan
karakteristik yang telah diketahui. Karena m,,m,,m,,...,m,
adalah akar-akar persamaan karakteristik, maka jenis bilangan
real dan tidak real.
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Andaikan m;#m,#m,#...#m, € bilangan real maka
primitinya y=C,e™"+C,e™"+...+C, e™". Sehingga
melibatkan n selesaian linear dan n konstanta sembarang. Jika

m; x

y=C,e"+C,e""+...+C e™" y=C e"",y=C ",

1 X

y=C,e™",...,dan y=C,e™" juga selesaian.

Contoh 7.3.1 Tentukan selesaian umum persamaan diferensial
linear berikut:
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d’y . dy
—5+5==+6y=0
a dx* dx Y

Jawab:

Persamaan di atas dapat dinyatakan dalam bentuk
( D*+5 D+6) y=0, sehingga persamaan karakteristik
m’+5m+6=0, (m+2)(m+3)=0. akar-akarnya m,=—2
dan m,=—3, keduanya berberda. Primitif persamaan di
y=C,e *+C,e **. Karena y=C,e **+C,e ** adalah
selesaian y=C, e ** dan y=C,e °* juga selesaian.

4 3 2
bV 44V, dV, ed_
dx dx’ dx dx

Jawab:

Persamaan di atas dapat dinyatakan dalam bentuk:
|\D*~4D*+D*+6D|y=0

Persamaan karakteristik

m*—4m’+m’+6m=0

m(m’—4m’+m+6)=0

m(m+1)(m—2)(m—3)=0

Diperoleh akar-akar persamaan karakteristik



m,=0, m,=1, my;=2  dan m,=3, Sehingga
(D*-4D’+D’+6 D)y =0 adalah

0 2 4
y=C,e "+C,e"+Cye”"+C,e""
. 2 4
(CH+Ce"+Cye”"+C e

2 4 .
Karena y=C,+C,e"+C,e”"+C,e"" selesaian umum,

maka

y=C,, y=C,e’, y=C,e’", dan y=C,e** juga
selesaian.

Andaikan m,=m,=m,=...=m,=m€ real maka
primitinya

m

y=[Ci+Cy+C, 4. +C_ . ]e

Contoh 7.3.2 Selesaikan persamaan diferensial linear berikut:

d’y . dy
—5+6—+9y=0
a dx* dx Y

Jawab:

Persamaan di atas dinyatakan dalam bentuk
|D*+6D+9]y=0

|D+3)[D+3]y=0

Sehingga persamaan karakteristik (m+3)(m+3)=0

Diperoleh  akar-akar  persamaan  karakteristik
m;=m,=-3 (sama)

Akibatnya primitif persamaan di atas adalah
y=(C+C,,)e ™
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.dSy

3 3x

Karena y=(C,+C,, )e " selesaian maka y=C,e"

dan y=C,e **juga selesaian.

d'y .,dy dy

+6 +12 =0
dx’ dx* dx’  dx’
Bentuk lain persamaan di atas adalah

D*(D*~6D°+12D-8) y=0
D*(D-2)’y=0

Sehingga persamaan karakteristiknya m’(m—2)>=0,
akar-akar persamaan karakteristiknya m;=m,=0, dan
my=m,=m;=2. Akibatnya selesaian umum persamaan
diferensial di atas adalah

y:(C1+C2x ezx

0
e +[Cy+C, 4 C,

L(C+Cy, )+ (Cy+C, +C )™
(C+Cy )+(C3+Cy +C, o)™
selesaian, maka y=C,,
y=C,,,
y=C,, e,
y=C,, e, dan
y=Cs.e”
Andaikan terjadi kombinasi hubungan antar akar
persamaan karakteristik dalam bentuk 1 dan 2 di atas

yaitu: m;#m,#m,#...#m, € real maka primitinya

_ m, x mx m, X
y=C,e"*+(C,+C, +C, ;) e"™+..+C e



Contoh 7.3.3 Tentukan selesaian persamaan

a. (D*-~D*-9D*-11D—4)y=0
Jawab:

Persamaan di atas mempunyai persamaan karakteristik
m'—m’-9m’~11m-4=0
im+1|(m+1|[m+1)\m—4)=0

Akar persamaan Kkarakteristik m;=m,=m;=—1 dan
m,=4,

Sehingga selesaian umum persamaan di atas adalah
y=[C,+Cy,+C, ;| "+C, ..

Selesaian maka
X

y=Ce ",

y=C,e ", C,.e ", dan

y:C4e4x
4 3 2

b LY d Y, 1pd ) gdr_g
dx dx dx dx
Jawab:

Bentuk lain persamaan di atas adalah
|D*-6D°+12D*-8D|y=0
D(D-2|(D-2|(D-2]y=0

Persamaan karakteristiknya m(m—2|(m—2|(m—2)=0

Akar-akar  persamaan  karakteristik m;=0 dan
m,=m;=m,=2. Sehingga selesaian umum diperoleh

y=C,+(C,+C5,+C, .)e*
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y=Cy,

y:Czezx,

y=C,,e* dan

y=C, .e”" juga selesaian.

Akar-akar persamaan karakteristika gabungan real dan
tidak real, maka selesaian umumnya menggunakan
perpaduan bentuk 1, 2, 3, dan 4 di atas.

Contoh 7.3.4 Tentukan persamaan umum diferensial

Contoh

(D4+4D2)y=0

Jawab:
Persamaan karakteristik PD di atas adalah (m*+4m?| y=0

m2(m2+4):0, akar-akarnya adalah m,=m,=0, dan
m; ,=+21i,

Diperoleh selesaian umum (D4+ 4 DZ) y=0

y=|C,+C,,|+|C,c0s2 x+C,sin2 x|

7.3.5 Tentukan penyelesaian umum dari
d’y .dy
PD L5 46y=0
dx’> dx J
Jawab:
Persamaan karakteristik dari PD tersebut
adalah m*—5m+6=0. Dengan memfaktorkannya
menjadi (m-2|(m—3)=0, kita ~ dapatkan  akar
karakteristiknya m=2atau m=3. Karena m,;#m,,
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maka solusi umum PD tersebut adalah



y=C,e"*+C,e™"

y=C1le**+C,e*

Jadi, penyelesaian umum PD ini adalah
y=C1le*+C,e*

Contoh7.3.6Tentukan penyelesaian umum dari
dy . dy
4—=_12-2+45y=0
PD e dx y
Jawab:
Persamaan karakteristik dari PD tersebut

adalah 4m*~12m+5=0. Dengan  memfaktorkannya
menjadi (2m—1)(2m—5)=0, kita  dapatkan  akar

. 1 5
karakteristiknya —m= 5 atau m= 5 Karena m,;7m,,

maka solusi umum PD tersebut adalah
y:Clem1X+C2 emzx

1 5
y=C, 02 + C, 02 Jadi, penyelesaian umum PD ini adalah

=X =X
— 2 2
y=C,e” +C,e

Contoh 7.3.7 Tentukan penyelesaian umum dari PD

2
‘;Xyz —8%+16y=0
Persamaan karakteristik dari  PD  tersebut adalah
m?’—~8m+16=0. Dengan memfaktorkannya menjadi
\m—4)(m—4]=(m-4=0, kita dapatkan akar
karakteristiknya m=4. Karena akarnya kembar/sama,
maka solusi umum PD tersebut adalah
y=C,e™+C,xe™y=C,e"*+C, x ¢**Jadl, penyelesaian
umum PD ini adalah

y=C,e"+C,xe*"
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7.4. Kegiatan Pembelajaran 4 Persamaan Diferensial Orde 11

Metode Koefisien Tak Tentu

Bentuk umum Persamaan Diferensial linier non homogen Orde 2
adalah y +f x|y +g(x| y=r(x)

Solusi umum y(x) akan didapatkan bila solusi umum yh(x)
diketahui. Persamaan Diferensial homogen :

y +flxly +glx|y=0
Kemudian y (x| dibentuk dengan penambahan y,(x) sembarang
solusi termasuk konstanta tak tetapnya. Sehingga
ylx|=y,lx)+y(x).

Theorema 1

flx|, glx|, dan r(x| merupakan fungsi kontinu pada
interval I. y|x)merupakan solusi dari Persamaan Diferensial di
atas yang berisikan konstanta tetap. y (x| dibentuk oleh dua
konstanta. Konstanta pertama, berubah-ubah, terdapat pada
solusi umum (homogen) y;(x). Konstanta kedua tetap, terdapat
pada fungsi y|x), yaitu sembarang solusi Persamaan Diferensial
pada interval I.

Theorema 2

Solusi umum Persamaan Diferensial seperti di atas adalah
penjumlahan solusi persamaan homogen y,(x) dengan solusi
partikular yang tetap (tak berubah-ubah) y p(x).

Sehingga y(x)zyh(x)+yp(x). Solusi umum Persamaan
Diferensial linier tak homogen orde 2 merupakan jumlah dari
solusi Persamaan Diferensial homogen (yh) dan solusi
pelengkap (yp) dan dituliskan sebagai. yY=Y,*y,. Solusi
homogen (y,,) adalah selesaian umum Persamaan diferensial
homogen yang bersesuaian dicari seperti pembahasan
sebelumnya, sedangkan solusi pelengkap [yp) adalah suatu
selesaian khusus dari Persamaan diferensial tak homogennya.
Metode koefisien tak tentu adalah metode yang khusus
digunakan untuk persamaan dengan koefisien konstan dan ruas
kanannya berbentuk fungsi eksponensial. Pertama-tama metode
ini diterapkan untuk persamaan orde dua yang berbentuk
y +ay+by=r x). Tetapi untuk selanjutnya metode ini berlaku
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juga untuk orde yang lebih tinggi. Yang menjadi kunci dalam
metode ini adalah menganggap bahwa (y p) mempunyai ekspresi
yang mirip dengan (x|, yang melibatkan koefisien-koefisien
yang tidak diketahui yang harus ditentukan dengan
mensubstitusikan ( y p) dalam persamaannya. Hal ini mestinya
berlaku untuk fungsi-fungsi r(x| yang turunan-turunannya
mempunyai bentuk yang mirip dengan r (x| sendiri, yang dalam
hal ini berupa fungsi-fungsi eksponensial.

Pilihlah (yp) yang serupa dengan r(x|, lalu substitusikan ke

dalam persamaan

rix] V|

rix|=e™ y,=Ae™

rix|=x" Y,=AnX"+An—1x"""+.. +A;x+A,
r{x)=sinwx y,=Acoswx+BseEwx

r(x)=coswx yp=Acoswx+Bsinwx
r(x|=e"sinwx y,=e"(Acoswx+Bsin wx)
r(x|=e"cos wx y,=e"(Acoswx+Bsin wx)

Tabel 7.4.1
Catatan:

Solusi  partikular  tidak boleh muncul pada solusi
homogennya. Jika hal ini terjadi, kalikan solusi khususnya
dengan faktor X; atau X, sehingga tidak memuat lagi solusi
homogennya. Bentuk Persamaan Umum y +ay +by=r|x|.
Fungsi r|(xjyang merupakan bentuk solusi partikular yp(x)
diperoleh dengan cara menebak, seperti misalnya : fungsi cos,
fungsi sin, fungsi exponensial atau jumlah dari beberapa
fungsi.

1. r(x) berisikan koefisien tak tentu.
2. Turunkan y, sesuai persamaan umum di atas.
3. Substitusikan Yy, dan seluruh turunannya ke dalam
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persamaan diatas

Bentuk r(x) Pilihan untuk y,
ke?” Ce™ p
kx"(n=0,1,...) | knx"+k,_,x""'+k,x+k, 0
k cos wx iq
atau k cos wx+k sin wx
WX iq
Tabel 7.4.2
Contoh 7.4.1 y ' —4y —3y=10e >
Jawab :
Partikular ¥, Turunan e~ ** adalah ke **
Maka:
yP: ke*ZX
y,=—2ke **
y, =4ke ™
Ake ¥ 4l-2ke P|+3ke P =10ke ; kz%
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Y (2 .
p=ié 3 e y-4y-3y=10 {e} A {-2x¢

Jawab homogen Yy,
L,—L,+3=0;L,=3danL,=1




yi=k,eL,x+k,e L,x=k, e’ “+k,e

Solusi Umum :
Y= Vheiy,

—2x
e

3
y=k, e’ +k,e"+

Contoh7.42y —3y+2y=e "

Jawab:
Persamaan karakteristiknya
r,—3r+2=0(r—2|r—1=0
Sehingga didapat ;=2 danr,=1
Kemudian masukan dipersamaan diatas:
Ae "+3Ae "+2Ae ="
6Ae “=e "
A==

6

Jadi solusi umum PD di atas adalah:

y=C1e2X+CzeX+%ex

7.4.3 Selesaikan: y' —3 y'+4x=¢*"

y,=K,+3Ce™"

Jawab:
Jawab homogen: y,=C,e’*+C,e"
Jawab partikular: yp:K1x+K0+CeSX

y, '=9Ce™

9Ce* —3|K,+3Ce™

y=C,e""+C,e"+2 x+3+

K,=2 ; K,=3,C=1/2
y,=2x+3+1/2Ce™

Solusi umum:

]_ CeSx

7.4.4 Selesaikan: y -2y +y=(D—1)=¢e"+x

Jawab:

+2(K1 x+K+Ce*|=4x+e’
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Jawab homogen:

y,=C,e"+C,xe*=(C,x+C,)e"

Jawab partikular Lihat tabel K, x+K|

karena akar gandaC,xe" sehingga
y,=K;x+K,+Cx2e"

Bila disubstitusikan ke dalam persamaan :
Yp—2y,ty,=e

maka didapatkan :
2Ce"+K,x—2K,+K,=e"+x

C=%;K,=1;K,=2

Solusi umum:

y:(C1x+C2)ex+%x2e’<+x+2

Contoh7.4.5y —2y —3y=3e*
Jawab:
Solusi homogen:

y =2y —3y=0

r’—2r—3=0
\r=3J[r+1)=0
r=—1danr=3

— 3
yp=C,e '+C,e”'

Solusi partikular:

yp:Aeh

y,=2Ae"

y',=4Ae”

Substitusikan
4A—202A-3Ae* =3¢
4Ae" ~4 A€ ~3Ae*=3e""

—3Ae’ =3¢
—3A=3
A=—1

Maka yp=—eZt

Solusi umum:
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yt:yh+yp
y.=C,e ‘+C,e’ —e™

Contoh7.4.6y +2 y +5 y=3sin2t
Jawab:
Solusi homogen:
r’+2r+5=0

_ —2+2°—4(1)[5

r,,=
2(1
(.,—Zi\/—16
2
r,=—1+2i

Rumus solusi homogen apabila akar-akarnya kompleks:
y=C,e" cos|Bt|+i C,esin|Bt)i

r=—1+2i

y,=C e "cos|2t|+¢C e 'sin(2t)¢

Solusi partikular:

y,=Asin2t+Bcos2t

y',=2Acos2t—2Bsin2t
y'',=—4Asin2t—4Bcos2t

Substitusi:

—4Asin2t—4Bcos2t+4 Acos2t—4 Bsin2t+5A
sin2t+5Bcos2t=3sin2t
Asin2t+Bcos2t+4Acos2t—4Bsin2t=3sin2t
|A—4B|sin2t+(4 A+B|cos2t=3sin2t

Samakan koefisiennya:

sin2t:A—4B=3

cos2t:4A+B=0

Dari penyelesaian kedua sistem tersebut didapat:

A:idan Bz_—12
17 17
3 . 12
yp—ﬁsm 2t—ﬁcos 2t
Maka,
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yt:CIe“tcos(Bt)H,Cze“tsin(Bt)+%sin2tZ,

_—12c052t
17

7.5 Kegiatan Pembelajaran S Persamaan Diferensial Orde 11

Dengan Metode Variasi Parameter
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Metode variasi parameter adalah metode yang dapat
digunakan untuk menentukan selesaian khusus Persamaan
Diferensial linier takhomogen dengan koefisien variabel,
sehingga lebih umum daripada metode koefisien tak tentu.
Metode ini digunakan untuk memecahkan persamaan-
persamaan yang tidak dapat diselesaikan dengan
menggunakan metode koefisien tak tentu. Metode untuk
menentukan penyelesaian khusus Persamaan Diferensial
linier non homogen dengan koefisien variabel. Prinsip
metode ini adalah mengubah variabel konstanta Cygdengan
variasi parameteryk(x). Misal pada Persamaan Diferensial
non homogen orde 2 konstanta C,danC, pada solusi umum
Persamaan Diferensial homogen:

Yh:C1Y1(X)+C2Y2(X)

diubah dengan variasi parameter Vl(XJdan VZ(X)sehingga
solusi khusus Persamaan Diferensial non homogenya

y,= v,(x) y,x]+v,[x]y,[x]. Metode ini lebih umum daripada
metode koefisien tak tentu yang memeperhatikan bentuk
fungsi flx).

Jika

¥,=C,y,+C,y,. merupakan solusi homogen PD:

y +py+qy=f(x). maka solusi pelengkap dimisalkan :
Y,=ViY1+V, Y, .Fungsi vi(x) dan v,(x) merupakan fungsi
parameter, jika solusi pelengkap diturunkan sekali lagi :

y, =46

Dipilih persamaan syarat : v'y,;+v, y,=0,
sehinggadiperoleh turunan keduanya :



Y, =b6é
Substitusikan Y, yp', dan y p” ke dalam Persamaan
Diferensial, dan diperoleh :
V1'Y1'+V2'Y2':f<x)
Fungsi parameter Vv;(x)dan v,(x) diperoleh dari solusi SPL
dalam v, '+v," adalah
V'Y v, 'y, =0
Vi v,y = f(x)
Analog untuk persamaan diferensial tak homogen orde-n,
dimana Y;, Y,,...,Y, solusi bebas linier dari persamaan
diferensial homoennya, maka solusi persamaan diferensial
tak homogennya adalah:

Yp=ViYitVoyo . AV, y,
Dengan Vv; i=1,...,n memenuhi :
VYV Yot v, y,= 0
ViYL VLY 4, Y, =0

,1)

iyt v, yi e,y =F (%)

Perhatikan bahwa determinan dari SPL diatas adalah

W(yiil,y, y,)i dan tak nol¥x€R karena Y, Y, Y,
bebas linier. Solusi SPL diperoleh melalui Rumus Cramer:
0 Y2
x|y,
Vlzf—yz_,vlz—J.L(x)dx
Yi Y w
iy
Y1 0
v f(x) X
vzvzl—:vzzf ylf( )dX
Yi Y w
yi'oy,
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Keterangan :

W: yl’ yz'
Yi Y2
Wi(x) Wi(x)
L= = d
i W(x) atau v, f W(x)

Dengan W;(x) adalah W(x) yang mana kolom ke-I diganti
dengan (0,0,...,f(x)) (ruas kanan SPL)

Prinsip Metode Variasi Parameter Pada PD Linier
Takhomogen Orde-2
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Contoh 7.5.1 Tentukan solusi umum dari PD : y" +y =secx
Jawab :
Langkah 1: Menentukan persamaan diferensial homogen:
y +y=0
Persamaan karakteristiknya — m’®+1=0, akar-
akarnya m, ,==*i
Solusi homogen, y,=C, cos x+C,sinx
Langkah 2: Menentukan penyelesaian PD tak homogeny
dengan metode variasi parameter:
Solusi pelengkap, y,=V,[x|cos2 x+v,[x|sin2x
Fungsi parameter vl(x)dan)vz(X) diselesaikan dari
SPL berikut :
v, ’(x)cos x+v,’(x)sin x=0
—v,’(x)sinx+v,’(x)cos x =secx

Dengan cara crammer diperoleh :

0 0 sinx
f(x) y,' Secx COSX| _ sinxsecx
v, = = — = =—tanx
yi o Yo cosx  sinx 1
y,' y,'| |—sinx cosx
~ v, [x|=In|cosx]|
yi 0 cosx 0
r .
= yi' flx) _ |7 sinx secx| _ cosxseex _ 4
2= - . - -
Yi Yo cosx  sinx 1
vy, —Ssinx Cosx
- v, lx|=x
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Solusi pelengkap : y,=1In (cos x)cos x+xsin x
Solusi umum PD :
y=C,cosx+C,sinx+In(cos x) cos x +xsin x
Atau dapat diselesaikan dengan cara :

y 7 +y=secx

Jawab:

Persamaan karakteristiknya:

r2 +1= 0 o r==i

Jadi solusi homogennya adalah y,=C, cos x+C,sinx
Untuk yp dipilih y,=u y,+vy, dengan
y,=C0sx,y,'=—sinx

y,=S8inx, y'zzcosx
W=y, y,'=y,'y,'=cos2x+sin2x=1

Sehingga diperoleh
U:f wdx:_f tanx dx = |Incos x|
szwdx=fdx=x

Jadi solusi non homogen didapat:
y,=In |cos x| cos x+ xsin x
jadi solusi umum dari persamaan diferensial di atas :

y=C,cos x+C,sinx+1In(cos x) cos x+xsin x

Contoh7.5.2 y ”+ y=tanx

Jawab:

Persamaan karakteristiknya: r,+1=0 o r,=+i

Jadi solusi homogennya adalah y,=C, cos x+C,sinx
Untuk yp dipilih y,=u y,+Vv y,dengan:

Y, =C0SXx;y,=sinx

y, ' =—sinx;y, =cosx

W=y, y,'=y,'y, =cos2x+sin2x=1
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Sehingga diperoleh

__ [ sinxtanx , _ sin” x _ 1—cos’x _ _
U—I ) dx= fcosx dx= f—cosx dx= f(secx cosx)dx

(L—f secxdx+&fcosxdxé,

{In|sec x tan x|+sin x
COs X tan X
v=| =T

= dx=f sinx dx=— cosx
1

{—(In|sec x tan x|| cosx+sin x cos x—sinx cos x
—(In|sec x tan x|cos x|

Jadi, solusi umum dari persamaan diferensial diatas

y=C,cosx+C,sinx ¢

7.6 Reduksi Orde

Bentuk umum PD homogen orde 2
y! ey Akar akar persamaan karakteristik jika

Vb’ —4dac =0,m,= m2=_—b
2a

Satu solusi PD : y (x|=c, e2°

Bentuk persamaan reduksi orde yaitu :
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Substitusi y, y', y" ke PD y! 0" 0= imaka

alv (x]—év(x]+b—2v(x) 6%2 +b (x)—iv(x) e%‘l;X+cv( )e%‘l;XZO
a 4 d° 2a ‘

—b
Kedua ruas dibagi , 24" , maka :

a v”[x]—év'[x]+b—2v(x) +b v'(x)—iv(x] +cv(x|=0
a 4 d° 2a
2
av'lxI-| 2 —clvixl=0
4a
2
av'(x|— b’—4ac ( =0
4a
Karena b°—4 ac=0 maka persamaan menjadi :
v”(x)ZO
v(x|=c,+c,x
Jadi satu solusi lain y(x) adalah
b “b
ylx|=vix|e* =(c,x+c,je*
—b

X

Karena satu solusi PD telah diketahui yaitu : ylx)=c, e
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Maka solusi lain yang dimaksud adalah y(x|=c,xe?

Contoh 7.6.1 Tentukan penyelesaian umum PD.

A {y} A '} +Hy=0

Penyelesaian:

Akar-akar Persamaan Karakteristik pada PD di atas

adalah:
m*+4m+4=0
(m+2|(m+2]=0

m;,=—2

Diperoleh akar-akar yang sama, sehingga solusi umum

PD mestinya adalah:
ylx)=c, e

Karena PD orde 2 akan memberikan 2 solusi bebas linier

dengan 2 variabel kontanta maka solusi kedua dapat
ditentukan dengan metode reduksi orde PD yaitu :

Bentuk umum PD homogen orde 2

y +ay+by=0
Akar akar persamaan karakteristik jika
Vb’ —4dac =0,m,= mzz_—b
2a
Satu solusi PD : 20"

Y(X]:C1e
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Bentuk persamaan reduksi orde yaitu :

y'=vixle? = =v(x|e™”
b . . b ox
y :(V (X)—EV(X)+4—02V(X) e’

Substitusi y, y', y" ke PD y! """ 0¥ imaka

=b,
eZa +b

—b —b

2a

b e +ev(x|e® =0

v'(x)—%v(x)

a

v”(x)—gv'(x)+4b—:2v(x)

-b
Kedua ruas dibagi ,2a" , maka :

v”(x)—év'(x)+—v(x) +b +cv(x|=0

Vixl=o=vix

av'[x|—-|——=c|vix|=0

4a

b’—4ac
4a

av'x|—

vix|=0

Karena b°—4 ac=0 maka persamaan menjadi :

v (x)z 0

vx|=c,+c,x
Jadi satu solusi lain y(x) adalah
x :(clx+c2)e;_sx

-b

Karena satu solusi PD telah diketahui yaitu : ylx|=c,e* *



by
Maka solusi lain yang dimaksud adalah | x|=c,xe?*

Untuk kasus contoh soal diatas penyelesaian umum PD
menjadi :

ylx)=c,e *+c, xe **

Contoh 7.6.2 Tentukan penyelesaian umum PD berikut :
y 42y +4y=0

Penyelesaian :

Akar akar persamaan karakteristik :

m*+2m+4=0

mlzzﬂz—lii\/g

‘ 2
Karena a=—1 dan B=+/3 maka penyelesaian umum PD :
y=Ae *cosV3x+Be *sinV3x

Metode yang digunakan sejauh ini dalam bagian ini juga
bekerja untuk persamaan dengan koefisien non konstan

y +p(t)y +q(t)y=0

Artinya, mengingat bahwa y; adalah solusi, coba
yo=v(t)yu:

y,lt/=vit)y,(t)
v, lt)=v'{t) y,tl+v(t)y, [t]
y, =v'lt]y,[t|+2 vv(t)yl(t)+v(t)[t)

Substitusi ke persamaan
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yiv 2y +py vy +py gy, lv=0

Karena Yy, adalah solusi untuk persamaan diferensial ,
persamaan terakhir ini untuk mengurangi persamaan
urutan pertama di v :

ylv'+(2ylv+pyl)v':0. Karena Y, adalah solusi untuk

persamaan diferensial , persamaan terakhir ini untuk
mengurangi persamaan urutan pertama di v :

Y1V’+(2Y1v+pY1)V’=0

Contoh 7.6.3 Mengingat persamaan koefisien variabel dan
solusi Y,
-1

'y +3ty +y=0,t>0; y,[t|=t

Menggunakan reduksi orde untuk menemukan solusi
kedua:

yoltl=vlt/t™!
yaltl=ve]t
y, =v el =2v el 2 +2v(e)

Substitusi ini ke persamaan dan lihat persyaratan
Ay T =2V e 2v e+ 3t v e v e Y +ve =0
Vv E=2v+2vt '+3v =3vt +vt =0

tv +v=0

tu+u=0,where ult|=v't

Contoh 4

Menemukan v(t) (2 dari 3)



Menyelesaikan:
tu'+u=O, ultl=v't

Untuk u, kita dapat menggunakan metode pemisahan
variabel :

t—+u 0<i f —f%dtsz,ln|u\:—ln|t|+c

Slul=ievie e <iu=ct !, sincet>0.4
Demikian

_cC
v=—
t
Dan karenanya
vit|=clnt+k
Solusi Umum (3 dari 3)
Kita punya

vit|=clnt+k
Demikian

yz(t):

yl(tV]:tfl. Dan karenanya kita dapat mendapatkan istilah
kedua,y, yaitu

yz(t)ztfllnt. Oleh karena itu solusi umum untuk
persamaan diferensial adalah

yltl=c,t '+ t ' Int
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RANGKUMAN

Bentuk umum Persamaan Differensial linear order dua dengan
koefisien konstan adalah : ay+by'+ cy =1f() dengan a, b dan ¢
konstanta. Bila f(x)=0 maka ay+by'+cy = disebut persamaa
differensial linear order dua homogen, sedang bila f(x|'=0 maka
disebut persamaan differensial linear order dua tak homogen.
Fungsi f (x,y) disebut homogen dengan derajad n dalam variable

— variabelnya jika f (AX Ay ):)\n,f (X N ) . Persamaan
M (x,y)dx+N(x,y)dy=0 disebut homogen jika M (x,y) dan
(x,y) hohogen dengan derajad sama. Untuk persamaan homogen
dilakukan substitusi y=vx - dy =vdx+xdv .Dengan
substitusi ini persamaan homogen dibah menjadi bentuk variable
— variable terpisah x dan v.

Persamaan diferensial tidak homogen adalah PD yang
mempunyai  bentuk  (ax+by+c)dx+(px+qy+r)dy=0...(i),
dengan a,b,c, p,q,danr adalah konstanta.

koefisien konstan dinyatakan dalam bentuk umum

dny dn—ly dn—Zy dy

P +P +P +...+P,_,—~—+P,y=0
Cdxt tdx™t PdxT? Y
Atau

(pOD”+p1D”‘1+P2 D" *+..+P, D+P,|y=0.

Jika F (D) dapat difaktorkan, maka m;,m,,m,,...,m  disebut
akar-akar persamaan karakteristik.

Persamaan karakteristik f(m|=0 setelah ditentukan akar-akarnya,
untuk menentukan selesaian umum persamaan:

dny dn—ly dn—2y dy
p +P +P +...+P,_,—+P,y=0.
" tax™t P ax? ' dx J

Metode koefisien tak tentu penyelesaian khusus Persamaan
Diferensial linier tak homogen dengan koefisien konstanta
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Untuk dapat menentukan pemisalan yang sesuai harus dicari
terlebih dahulu solusi persamaan homogennya

Metode koefisien tak tentu hanya digunakan jika fungsi f|x|
diruas kanan adalah berupa polinom, fungsi trigono, fungsi
eksponen atau penjumlahan/perkalian dari ketiga fungsi kolom
pertama pada tabel diatas

Beberapa Aturan pada metode koefisien tak tentu:

1. Aturan dasar :
Bila r(x| merupakan salah satu fungsi seperti dalam tabel,
maka pilih bentuk Y, yang sesuai dan merupakan
kombinasi linier dengan konstanta tak tentu. Turunan r (x|
harus bebas linier pula.

2. Aturan Penjumlahan :
Bila r(x)merupakan penjumlahan, maka pilih y, yang
merupakan penjumlahan fungsi yang sesuai.

3. Aturan Modifikasi :

Bila r(xJadalah solusi dari persamaan homogen, maka
pilihan dapat dimodifikasi seperti berikut, Kalikan pilihan
pada kolom 2 dengan X, atau X, tergantung dari apakah
pada kolom 3 berupa akar tunggal atau akar-akar ganda
dari persamaan homogen.
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DISKUSI KELOMPOK

1. Tentukan persamaan diferensial homogen dari
(x+y)dx+xdy =0
Jawab
Mlx,y|=x+y
M(tx,ty)=tx+ty:t(x+y):t.M(x,y)
(x+xz|dx+x|zdx+xdz|=0
(1+z)xdx+---+..."'dz:0
todx+..."dz=0
j-x_dx+ @:f 0=Llnx+%ln(1+22)=lnC

2Inx+In(1+2z|=2InC
In...+In(1+2z)=Inc?
In...+(1+2z|]=Inc
Lo e2z)=c
6
LLTE2xy=c
2. Selesaikan persamaan diferensial tak homogeny dibawah
ini!
(3x+3 y+6|dx+[x+y+2|dy=0

Jawab

(3x+3 y+6|dx+[x+y+2|dy=0

ambilm=3

(3 x+3 y+6|dx+|x+y+2|dy=0bagidengan(x+y+2)
...dx+dy=0

I...dx+_f...:C

..t...=C

3. Tentukan persamaan umum diferensial
(d*+9d%) y=0

Jawab:
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Persamaan  karakteristik  PD di atas adalah
(m‘“+,_,m“‘)y:0, akar-akarnya adalah m_=m_ =0, dan
ms,=....

Diperoleh selesaian umum ( D*+4 Dz) y=0

y=|C_+C_|+|C_cos...+C_sin...|

2

d’y _gdy

. Tentukan penyelesaian umum dari PD — +8y=0
dx dx
Jawab:
Persamaan karakteristik dari PD tersebut
adalah m~—...m+...=0. Dengan  memfaktorkannya
menjadi (m—...)(m—...)=0,  kita  dapatkan  akar
karakteristiknya m=...atau m=.... Karena m;#m,,

maka solusi umum PD tersebut adalah
y:C18m1X+C2 emzx

y=C,e"+C,e"

Jadi, penyelesaian umum PD ini adalah

y=C,e"+C,e"

X

5.y —4y +3y=e”

Jawab:
Persamaan ~ karakteristiknya
r’—...r+..=0,lr—...llr—.]=0

Sehingga didapat r;=... danr,=...

Kemudian masukan dipersamaan diatas: .................
Ae +...Ae " +...Ae=e"

...Ae"=e"

A=...

Jadi solusi umum PD di atas adalah; e
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y=C,e"+C,e"+...e"
6.y —4y —5y=3¢"
Jawab:

Solusi homogen:

y”—...y'—...y=0
r'—...r—...=0
(r—...)r+...]=0
r=...danr=...

$=Cre +Coe”

Solusi partikular:
y,=Ae"
y'p=...Ae"'
y',=...Ae"
Substitusikan

LAe = | Aev]—... Ae
LAet—. Ae—.. Ae=...

Ae=...e”

Maka y ,=—e"
Solusi umum:
Y=Yty
y,=C,e"+C,e"—e"

e

e



7. Tentukan penyelesaian partikular dari y '+y —2 y=x>1
Jawab
Misal y=y,=ax’+bx+c, maka y'=2ax+b dan
y=2a

Substitusikan y, y', dan y" ke PD didapat
2a+2ax+b—2(ax2+ bx+c):x2
—2ax’+[2a—...)x+...+b—=2c=X’

8.y +3y —2y=5

Jawab

Persamaan karakteristik:
m*+3m+2=0
m+1)(m+2|=0
m=—1V m=-2

Solusi ( ;) untuk persamaan diferensial diatas:
(y,,):clefx+c2efzx

subsitusikan
0+3:0+2A=5

A==

. —X vee
Jadi, y=c,e "+c,e+—

9.Selesaikan persamaan berikut y ' —4 y —3y=10¢ *"

Jawab:
Turunan e %* adalah ke **

Maka y,=ke **
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" —2x " —2x
y,=—2ke ""dan y,=4ke

dke *—4|—2ke *|+3ke **=...;

10.y +5y +6y=0

Jawab
rx..Jrx...]=0
r1=—2 atau r2=—3
y=...t..
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LATIHAN MANDIRI

Selesaikan persamaan diferensial berikut ini :

1.y”+2y’+10 y=4,5cos xx —sin x
2.y“+2y’+2y=—2cos2x—4sin2x
3.y”+4y’+8 y=4cosx+7sinx
4.y ”+ y=cosec x+x

5.y“+9y=sec3x
6.y”-2y’—4y’—-2y’=1-8x3

7.y“+2y’+4 y=—4cosd4x—4sin4x
8.y"+4y=e—4x

9.y”+5y’+5 y=3cosx+4sin x

]_Od_y_M:O

dx X

1, P _x+y

dx x

dy _4x+3y
“dx 2x+y
dy _—4y+3x

13.—==
dx 2x+y

14.y —4y'+3y=10e
15.y”+4 y:8x2
16.y”—y'—2y:10cosx

17.y =3y +2 y=4 x+e**
18. y”+_y:secx

12
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dy ,dy
19.9Y 4D 14 y=0
dx*  dx Y

20.[D*~16)y=0
21.m"*-16=0
22. Misalkan y 1(x| dany 2(x| adalah penyelesaian
y +plxly+qlx| y=0
a) Buktikan bahwa determinan Wronskinya
' ' — pdx
W:y1y2+y2y1:(3ej ’
b)  Tentukan nilai c, sehingga y 1(x| dan y 2(x| bebas linier.

23. Tentukan apakah himpunan {ex,e_

linear pada (—o0, )

X

} adalah dependen secara

24. Tentukan apakah himpunan |1—x,1+x,1—3x| adalah
dependen linear pada (— o0, ).

25. Tentukanlah solusi umum untuk y'*¥~‘jika diketahui bahwa
dua solusinya adalah y, [x|=sin3xdan y,x|=cos2x
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MODUL 8

REDUKSI ORDER

Capaian Kompetensi Uraian Materi

Mahasiswa mampu

Mampu memahami konsep | memahami konsep determinan
determinan dan wornski dan kebebasan linear
mengaplikasikannya. wornskian, serta
mengaplikasikannya.




MODUL 8
REDUKSI ORDER

8.1 Kegiatan Pembelajaran 1 Kebebasan Linear

Wornskian

Representasi solusi umum persamaan diferensial linear
homogen orde kedua sebagai kombinasi linear dua solusi yang
wornskiannya tidak nol berelasi dengan konsep kebebasan linear
dua buah fungsi. Dua buah fungsi f dan g dikatakan saling bebas
linear dalam suatu internal jika terdapat dua buah konstan k; dan
k, sedemikian rupa sehingga,

k1f(x)+kzg(x):0

untuk setiap x dalam interval terkait.

Teorema 1

Jika f dan g adalah fungsi yang terdiferensialkan dalam interval
buka I dan W(f,g)(x,)#0 untuk satu titik x,€ I, maka f dan g
saling bebas linear. Sebaliknya jika f dan g tidak bebas linear,
maka W(f,g)(xo)=0 untuk setiap titik x€I. Jika Y, dan Y,
adalah solusi persamaan diferensialL|y|=y +p|x| y+q[x)y=0,

dengan p dan q kontinyu dalam interval buka I, maka Wornskian
W(y,,y,) x| diberikan oleh :

W (yy,y,|(x|=cexp[~ [ plxldx]
dengan c¢ suatu konstanta yang hanya bergantung pada Yy, dan y,
Bukti :

Misalkan Y, dan Y, memenuhi :

y +plx]y+qlx)y,=0



}’2”+p[X]y’+Q(X)Y1:O

Selanjutnya persamaan yang pertama dikalikan dengan Yy,
persamaan ke dua kalinya dengan Y; yang kemudian kedua
kalinya dijumlahkan, diperoleh :

( } - {y} rsub {2} {y} rsub {1} rsup {

YiY2 )"‘P(}’l}’i_}’z}’i =0

Misalnya W (x|=¢

Wippllx,  maka Wyl Om@ oo
sehingga :
W +pW=0

Terlihat bahwa persamaan W +pW =0 adalah persamaan
diferensial linear orde pertama dan persamaan yang terpisahkan,
sehingga solusinya dengan mudah dapat ditentukan. Solusi
persamaan W + pW =0 tersebut dapat ditulis sebagai :

Wy, y,|[x|=cexp[— [ plx|dx]
dengan ¢ adalah konstanta.
Contoh 8.1.1
Solusi umum PD homogen:(D2—3D+2|y=0

adalahy=c, e*+c,e*" dan solusi khusus PD:
|D2—D3+2|Y=4x2adalah2x2+6 x+7, maka solusi umum PD
lengkap atau tak homogennya dari

|D2-3D+2| y=4x’adalah y=c,e*+c,e*"+2 x’+6x
Contoh 8.1.2

2%, 5e% e ** tak bebas lineer pada suatu selang karena dapat
ditentukan konstanta €,,C,, €3 yang tidak semua nol sehingga:
c1(2e3x)+c2(5e3x)+c3(e74x =0 dengan ¢,=—5,¢,=2,c,=0

Contoh 8.1.3

e*dane® adalah bebas linier karena
¢yl ex)+c2(xex) =0 hanya jikac,=0,c,=0



8.2 Kegiatan Pembelajaran 2 Determinan Wornski

Misalkan fi,f5,...,f, kumpulan n buah fungsi yang
semuanya dan turunan-turunnya sampai dengan turunan yang ke
n—1 kontinunya pada selang a<x<b. Wronksi dari [, [,,.-->f,
dihitung pada x dinyatakan oleh W(f,,f,...,fa;X) dan
ditentukan sebagai determinan :

Wi(fifoof,

=¢

Tiap fungsi yang muncul dalam determinan ini dihitung pada x.

Contoh 8.2.1
Diketahui f,(x|=x dan f,|X |=cosx. Cari W (f1,f2,..., ).
Penyelesaian :

Dari defenisi di atas dan fungsi-fungsi yang telah diketahui, maka
dapat dihitung sebagai berikut :

Wi
{—x’sin x—2 xcos x

Misalkan bahwa y,,Y;,..-,Y, merupakan n buah penyelesaian
persamaan diferensial. Misalkan juga bahwa fungsi-fungsi
tersebut bebas linear pada selang definisi persamaan diferensial
ini. Dikatakan bahwa fungsi-fungsi ini membentuk himpunan
fundamental (atau sistem fundamental) penyelesaian diferensial
tersezbut. Sebagai contoh fungsi cos x dan fungsi sin x
merupakan suatu himpunan fundamental penyelesaian persamaan
diferensial y’ *¥~*. Juga fungsi e* e * membentuk suatu himpunan
fundamental penyelesaian persamaan diferensial y! ™.

Contoh 8.2.2

Tentukan Determinan Wornski (Wornskian) untuk fungsi-fungsi
berikut.



a. {sm3x cos3 x|
b. {x x° x31
Penyelesaian :

a Wlxl= sin 3 xcos 3 x
\ 3cos3x—3sin3 x

{—3sin’3x—3cos°3 x
-—3

XXZX3
b. WixI=|12x3
026x

$12x°+0+2x°—0-6X"—6x"—6 X
i2x
Contoh 8.2.3
Tunjukkan himpunan fungsi | 1—x,1+x,1—3 x| adalah tak bebas

linear untuk semua nilai x !
Penyelesaian :

a. Kita dapat menunjukkan dengan memilih konstanta C1,
C2, C3 vyang tidak semuanya nol, sehingga
C1(1—-x)+C2(1+x)+C3(1-3x)=0, jika ditentukan
Cl=1, C2=-1, C3=0 maka 1-x—1-x+0=0,
sehingga himpunan fungsi |1—x,1+x,1—3 x| adalah tak
bebas linear.

b. Kita juga dapat menghitung determinan wornski-nya,
yaitu :

1-x 1+x 1-3x

W= =0
-1 1 -3

Terbukti bahwa wornski-nya ¢ 0 berarti himpunan fungsi

{1—x ,14x,1-3 x} tak bebas linear untuk semua x.

Contoh 8.2.4



Tentukan apakah himpunan {x,sinx} adalah independen secara
linear pada (—o0,0).

Penyelesaian :
Wronskiannya adalah

X sinx
1 cosx

W(x)z =X COoSXx—sin x

Fungsi ini tidak mempunyai nilai nol untuk semua x dalam selang
(—o0,00) sehingga membentuk suatu himpunan yang independen
secara linear.

Contoh 8.2.5

Diketahui y,=1, y,=e" dan y,=e°". Tentukan apakah fungsi
tersebut adalah linear independen menggunakan determinan
wornski.

Penyelesaian :

Wronskiannya adalah

1 e e
Wixl=lo e 2€**
0 e 4e*

Ll1.e*. 4e¥)+0+0—0+e*. 2% .1]+0
L4e’ =26
(2e*"

Jadi y,,Y, dan Y5 adalah linear independen.



Contoh 8.2.6

Tentukan determinan wornski (wornskian) untuk fungsi-fungsi
berikut :

a. |2x,3x|
b. [sin2x,cos2x|
Penyelesaian :

2
2X X

a. W(x]: 2 9y

(',(2x.2x)—(2.x2)
L4 X —2x°
2

62X

in2x cos2 x
W lx|=| s
b. (X] 2cos2x —2sin2x

(—2sin"2x—2cos 2 x

L—2(sin22 x—C0s°2 x)

=2

8.3 Kegiatan Pembelajaran 3 Wornskian

Solusi umum adalah :

y (t) :Cle—bt/2a+ Czte—bt/ZG
Jadi setiap solusi adalah kombinasi linear dari :

—bt

yilt}=e,y,(t)i e



Wornskian dari dua solusi adalah :

—bt —bt

e2a ;m te 2@ ;m
W(ylx))2>(t) A ieza 1—bt— e
2a 2a
—bt —bt
e |1—Lblye 0)
2a
—bt
Le?* #0

untuk semua t. Jadi, Y;,Y, bentuk solusi mendasar ditetapkan
untuk persamaan.

Contoh 8.3.1
Mempertimbangkan masalah nilai awal
P Ay} AL} +y=0, y left (O right ) =1, {y} / {,} left (O right) =¢
Dengan asumsi eksponensial mengarah ke persamaan :
Y(t|=e" o r’+2r+1=0
o [r+17=0
er=—1
Jadi solusi,
Y(t)=c,t '+cyte
Menggunakan kondisi awal :
:"'Czﬁ} - c=1,c,=2

Demikian, Y [t|=e '+2te "'



-~
L 3

=
—
bed
Lad
=
i
L=

d

Grafik 8.3.1
Contoh 8.3.2

Mempertimbangkan masalah nilai awal

}-{y} A {,} +0,25y=0,y left (0 right ) = {1} over {2¢

Dengan asumsi eksponensial mengarah ke persamaan :

2

:0<_,r:1

1
Ylt|=e" o r’—r+0,25=0 o [ r—= =
() e r—r (r 5 >

Jadi solusi,

¢ ¢
Y(t|=c, e’ +c,te?

Menggunakan kondisi awal :



1CI+c—l c—2c—_—1
e 27 H 1~ 5

-

i i
Demikian, Y(t)ZZeZ—lte2

2
2
1
ool 1 2 3 4 5 5
1
.
Grafik 8.3.2
Contoh 8.3.3

Mempertimbangkan masalah nilai awal :

} - {y} A {,} +0,25y=0,y left (0 right ) =2, {y} A {,} left (0 right ) = {3} over {2 ¢

y

Dengan asumsi eksponensial mengarah ke persamaan
Y(t|=e" o r’~r+0,25=0 < ¢

Jadi solusi,

t t

Y(t|=c,e’+c,te?

Menggunakan kondisi awal :



1CI+c =3—2 c,=2,c =1
2cz 2 2 1 y+2 2

,..
[~

Demikian, Y[t):265+%te2

Contoh 8.3.4

Temukan solusi dari masalah awal

} - {y} A {,} +0,25y=0,y left (0 right ) =2, {y} A {,} left (0 right ) = {1} over {3 ¢

y

Persamaan Karekteristiknya adalah

r’—r+0,25 y=0
) 1 ) ) )
Jadi akar-akarnya adalah r, #r,= 5 Jadi, solusi umum dari

persamaan diferensial adalah

t t

y=c,e’+c,e’
Kondisi awal pertama mengharuskan
yl0]=¢c,=2

Untuk memenuhi kondisi awal kedua, pertama kita membedakan
kedua persamaan tersebut dan kemudian menetapkan t=0. Ini
memberikan

, 1 1
y(O):EC1+C2:§
) —2 ) C o .
Jadi, ¢,= ER Jadi solusi dari masalah nilai awal ini adalah
t t
= 2 =
:2 2«2
y=2e 36
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vi(0)=2: y =22 + 17

Grafik 8.3.3
Contoh 8.3.4
Selesai y '+5 y +6 y=0 dengan y(0|=2dan
ylo|=3
Penyelesaian :
y=e
y=R"
y =r‘e"
Subtitusikan ke Persamaan :y +5 y'+6 y=0
o r’e™+5R™ +6e=0
Diperoleh persamaan karakteristik : r’+5r+6=0
\r+2](r+3]=0
r=—2ataur=-—3

Jadi, y'=e7** dan y*=¢ " adalah penyelesaian.
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Fundamental sehingga penyelesaian umum :

y:C1Y1+CZYZ:C1e_zx"'cze_ax
Lalu, subtitusikan x=0 dan y=2, didapat

c,+c,=2

Dengan menurunkan penyelesaian umum dan mensubstitusikan
x=0 dan y'=3, diperoleh

—2c¢,—3¢,=3

Dengan menyelesaikan kedua persamaan tersebut maka diperoleh
¢,=9 dan c¢,=—7. Jadi, penyelesaian khususnya adalah

y=9e *—7e >
Contoh 8.3.5

Temukan solusi umum dari y"'+5 y'+6 y=0 dengan y|0/=0 dan
ylol=1

Penyelesaian :

Substitusikan y=¢™ diperoleh :

Persamaan karakteristik : r’+5r+6=0
Akar-akar karakteristik : r=—3 danr=—2
Persamaan umumnya adalah y=c,e > +c,e”**
y0/=05 ¢, +¢,=0 i (1)
yl0)=1 - -3c¢,—2¢,=1..ccuuuc. (2)

Dari persamaan (1) dan (2) diperoleh ¢,=—1 dan ¢,=1

13



Jadi, diperoleh solusi sebagai berikut : y=—¢ **+¢ "

RANGKUMAN

1. Determinan wornski adalah himpunan fungsi f1,[5,---,f ,
dengan kumpulan n buah fungsi yang semuanya yang
mempunyai turunan sampai dengan turunan yang ke n—1.

2. Himpunan fungsi bersifat bebas linier pada suatu selang
jika determinan #0 dan bersifat tak bebas linier pada
suatu selang jika determinan ¢ 0.

3. Bentuk dari determinan wornski adalah

W(fifoeeosf,

=6

4. Wronskian dari dua fungsi atau lebih adalah apa yang
dikenal sebagai penentu, yang merupakan fungsi khusus
yang digunakan untuk membandingkan objek matematika
dan membuktikan fakta tertentu.

5. Solusi umum adalah :

—bt/2 —bt/2
yltl=c,e™™* 4 c, te ">

6. Wornskian dari dua solusi adalah :

EEZI =bt te;};( —bt
W(.Yp)’z)(t) Cieh l_bt 2a
2a 2a
=bt —bt
Le?t 1—£ +e 2% ()
2a
—bt
Le? £0

7. Persamaan diferensial Linear Homogen Orde 2 menjadi
dasar penyelesaian persamaan diferensial orde n.

8. Fungsi bebas linear apabila masing-masingnya tidak dapat
ditulis sebagai kombinasi linear dari persamaan-
persamaan yang lain.
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DISKUSI KELOMPOK

1.

Tentukan determinan wornski (wornskian) untuk fungsi-
fungsi berikut :

a. {xZ,x ,xﬂ‘
b. 12x,—x|
Penyelesaian :
2 4
X ... X
a. Wix=|.. 3x* ..
6x 12x
(36X°+8 X+~ 4. 424X
(36 x°+...—30x"+24 X
$12x°—...
_12x —x|_ _ _
b. Wix|= =..—[(=2x|=..+2x=...
. Tentukan determinan wornski (wornskian) untuk fungsi-
fungsi berikut :
a. lcosBx sin3 x|
b. e, xe"]
c. {x,e,e d
Penyelesaian :
cos3x sin3x
Wix|=
& % 3cos3x
(cos3x.3cos3x—|...].sin3x



... 4+3sin’3x
b...

4x 4x
e xe

b. Wix|=
(X) 4e4x

0. |axe¥ et | —4e*.. ]

. 8 8
L4 xe’ +...—4xe™”

6.,

X 2x
’ X e
c. WIx|=|... e 2

0
(x|, —2e¥|—4e¥ +e*

ixl...)—3e*

L2 xe**—

Le**(2x—3]

3. Tentukan solusi umum dari nilai’ awal
y '+4y —5y=0dengan y|0/=3dan y'(0|=2

Penyelesaian :

Persamaan karakteristik : r’+4r—5=0
Akar-akar karakteristik : r=...danr=...

—5x

Persamaan umumnya adalah y=c,e*+c,e

y[0]=3 5 c+¢, =3, (1)

berikut
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yl0)=2 5 ¢,—5€,=2 oo, )

Dari persamaan (1) dan (2) diperoleh ¢;=... dan C,=...

—5x
Jadi, diperoleh solusi sebagai berikut : y= % e +% e
Selesaikan y" +7 y +9 y=0

Penyelesaian :

Persamaan Karakteristiknya

=6 m+9=(m—3)(m—---|=0
Mempunyai dua akar yang sama yaitu :

m,=m,=m=3

. . 3 3
Jadi solusi umumnya adalah y=c, e’ +c,e’"

. Diketahui y,=2t—1, y,=t’+5, dany,=4t—7.

Tentukan apakah fungsi tersebut merupakan linear
independen menggunakan determinan wornski.

Penyelesaian :

2t—1 °+5 4t—7
W(yl’yZ’y?,): 2t 4
0 2
L0+0+(4t—=7](...)2]-0+...|
14](2]+0
$16t—...—(16t—8|

b...

Jadi, ¥,,Y,,dany; adalah linear independen.

. Tentukan solusi umum untuk y +7 y'+12 y=0

Penyelesaian :
Persamaan Karakteristik



m*+7m+12=(m+3|(m+4|=0

Mempunyai dua akr -3 dan -4. Karena ¢ ° dan ¢ * adalah
solusi yang berdiri sendiri, maka solusi umum untuk
persamaan differensial tersebut adalah y=c,e **+c,e **

Carilah solusi umum dari y +2y—3y=0 dengan
y|0/=2dan y'[0)=8

Penyelesaian :
Persamaan karakteristik : r’+2r—3=0
Akar-akar karakteristik : r=...danr=...

-3
Persamaan umumnya adalah y=c,e*+c,e ™"

yl0|=2 5 ¢+, =2 (1)
y[0/=8 - ¢;=3¢,=8 ..o )

Dari persamaan (1) dan (2) diperoleh ¢,=... dan C,=...
Jadi, diperoleh solusi sebagai berikut : y= _73 ex+% e_3X

. Tunjukkan himpunan fungsi [2—x,2+x,2—3x| adalah
tak bebas linear untuk semua nilai x.

Penyelesaian :
2—x ... 2—-3x
wixl=|-1 ... -3
0
b =

Terbukti bahwa wornskinya ¢... berarti himpunan fungsi
2—x,2+x,2—3x| tak bebas linear untuk semua x.
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9. Tentukan solusi umum dari y —4 y+3y=0 dengan
y[\O)Z—ldany'(\O]:l

Penyelesaian :
Persamaan karakteristik : r’—4r+3=0
Akar-akar karakteristik : r=...danr=...

3
Persamaan umumnya adalah y=c,e*+c,e’"

ylOl=—1-c#c,==1 . (1)
yl0]=15c#3¢,=1 i, )
Dari persamaan (1) dan (2) diperoleh ¢,;=... dan ¢,=...

Jadi, diperoleh solusi sebagai berikut : y=—2¢*+¢**

10. Tentukan solusi umum persamaan difrensial berikut :
y +5y —6y=0
Penyelesaian :
Akar-akar persamaan Karakteristik pada PD di atas
adalah:
m’+5m—6=0
im+1)(m+6)=0
m,=1danm,=—6
Doa solusi bebas linier PD adalah :
y,[x|=e*dan y,[x)=e*
Jadi solusi umum PD adalah :
ylx|=c e +c,e ™™



LATIHAN MANDIRI

1.

Buktikan himpunan fungsi berikut bebas linear!

a. e'cosx,e'sinx

b. x,xe",x’e"

C. C0S2Xx,xcCos2x

d e e

Misalkan y; (x) dan Yy, (x) adalah penyelesaiannya

y +plx|y+qlx|y=0

a. Buktikan bahwa determinan wronskynya
W:yl’yz’zcef —pdx

b. Tentukan nilai ¢, sehingga yl(x) dan yz(x) bebas linier
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10.

11.

12.

13.

14.
15.

21

Tentukan apakah himpunan {e* e *} adalah dependen
secara linear pada (—0,00).

Apakah himpunan {x°,x,1] dependen secara linear pada
(_ 0,0 )

Tentukan apakah himpunan {1—x,1+x,1-3x| adalah
dependen secara linear pada (—o0,0).

Tentukan penyelesaian umum PD berikut :

a. 3y —y=0
b. 3y*~5y+4y=0
c. 3y'—y=0

Tentukan determinan wornski (wornskian) untuk fungsi-
fungsi berikut :

a. { X xex}

b. {e—z x’ e—x}

c. |cosx,sinx|

Tentukanlah solusi umum dari masalah nilai awal berikut
y +9y=0.

Tentukan apakah himpunan {x*, 4 x>,6 x°} adalah tak bebas
atau dependen secara linear pada (—o0,00).

Tunjukkan bahwa himpunan fungsi berikut tak bebas linier!
a. 2x,—Xx

b. x*,4x°

Tentukan apakah himpunan {e*,e¢**,e**} adalah bebas atau
independen secara linear pada (— o0, 00).

Tunjukkan bahwa himpunan fungsi berikut bebas linier!

a. sinxcos x

b. xsinx,sinx

c. e*sinx,e’*cosx

Gambarlah dan temukan solusi dari masalah nilai awal
berikut ini 16y '—8y'+145y=0 dengan y(0|=—2 dan
y'( 0/=1.

Tentukan penyelesaian dari persamaan x*y' — 4 xy +6 y=0.

Carilah solusi umum dari persamaan :

a. y —8y+16y=0

b. y —4y+4y=0



DAFTAR INDEKS

B
Berderajat Sama
Bilangan Real

D
Determinan
Derivatif
Diferensial

E
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FEksak
Eksistensi
Eksplisit

Eksponensial

Fenomena
Fungsi

Fungsi Homogen

Gejala

Himpunan

Homogen

Implisit
Independen
Integral

Interval

Karakteristik

Kasustik
Keradioaktifan
Ketunggalan

Koefisien Pertumbuhan
Kompleks

Konstan
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Konstanta

Kontinu

Linear

Metode

Metode Kualitatif
Metode Analitik
Metode Numerik

Nilai awal
Nilai batas

Numerik

Orde

Parsial

Persamaan

Persamaan diferensial
Persamaan Diferensial Biasa
Persamaan Diferensial
Parsial

Populasi

Produk

Substitusi
Solusi Khusus/Partikulir
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Solusi Singular
Solusi Umum
Syarat Awal
Syarat Batas

Teorema
Tereduksi
Transformasi

Turunan

Variabel
Variabel Terpisah

Wornskian

GLOSARIUM
BERELASI

Terjadinya hubungan antara anggota suatu himpunan dengan
anggota himpunan yang lain.

BILANGAN REAL

Bilangan yang bisa dituliskan dalam bentuk desimal, seperti 2,4.
DEPENDEN LINEAR

Tak bebas linear yang semua nilainya adalah nol.
DETERMINAN

Nilai yang dapat dihitung dari wunsur suatu matriks
persegi.871773339... atau 3,25678.
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DERAJAT

Derajat (secara lengkap, derajat busur), biasanya disimbolkan
dengan °, adalah ukuran sudut yang dapat dibentuk pada sebuah
bidang datar, menggambarkan 1,360 dari sebuah putaran penuh.
Artinya, besar 1 derajat adalah satu juring pada lingkaran yang
dibagi menjadi 360 buah juring yang besarnya sama.

DERIVATIF

Salah satu cabang kalkulus dalam matematika yang mempelajari
bagaimana nilai suatu fungsi berubah menurut perubahan input
nilainya.

DIFERENSIAL

Persamaan diferensial adalah persamaan matematika untuk fungsi
satu variabel atau lebih, yang menghubungkan nilai fungsi itu
sendiri dan turunannya dalam berbagai orde.

DOMAIN

Sembarang subset terbuka yang terhubung dari ruang vektor
berdimensi-terbatas.

EKSPONENSIAL

Salah satu fungsi yang paling penting dalam matematika. Materi
eksponen menyajikan persamaan yang melibatkan bilangan
berpangkat.

EKSAK
Pasti atau Tidak dapat diubah-ubah.

EKSPLISIT

Persamaan sederhana yang hampir semua unsur — unsur di dalam
persamaan itu telah diketahui (tersurat).

FENOMENA

Rangkaian peristiwa serta bentuk keadaan yang dapat diamati dan
dinilai lewat kaca mata ilmiah atau lewat disiplin ilmu tertentu.

FORMULA
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Ekspresi memberitahu komputer pada operasi matematika untuk
melakukan menghitungan pada nilai tertentu.

FUNGSI

Sekelompok aktivitas yang tergolong pada jenis.

HOMOGEN

Terdiri atas jenis, macam, sifat, watak dan sebagainya yang sama.
INTEGRAL

Integral adalah bentuk operasi matematika yang menjadi invers
(kebalikan) dari sebuah operasi turunan dan limit dari jumlah atau
suatu luas daerah tertentu.

INTEGRAL KHUSUS

Suatu proses integral dari bentuk perkalian dan pembagian
dengan unsur yang satu merupakan turunan dari unsur lainnya.

INTERVAL

Suatu himpunan bilangan real dengan sifat bahwa setiap bilangan
yang terletak di antara dua bilangan dalam himpunan itu juga
termasuk ke dalam himpunan.

KOMBINASI

Sebuah cara menggabungkan beberapa objek dari suatu
kumpulan tanpa memperhatikan urutannya.

KOMBINASI LINEAR

Penjumlahan hasil kali anggota himpunan pasangan berurutan.
KONSTANTA

Suatu nilai tetap; berlawanan dengan variabel yang berubah-ubah.
KONTINU

Fungsi yang bila dijelaskan secara intuitif, perubahan kecil
dalam masukannya berakibat perubahan kecil pula pada keluaran.

KOEFISIEN
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Faktor pengali dalam sebuah ekspresi (atau dari sebuah deret
aritmatika).

KOMPLEKS

Bilangan yang dinotasikan oleh, dimana a dan b adalah bilangan
real, dan i adalah suatu bilangan imajiner di mana j*=—1.

KUADRAT

Suatu akar dari bilangan x sama dengan bilangan r sedemikian
sehingga r’=x.

KUALITATIF
Sekumpulan nilai numerik berbeda dan mempunyai arti.
LINIER

Sebuah persamaan aljabar, yang tiap sukunya mengandung
konstanta, atau perkalian konstanta dengan variabel tunggal.

METODE ANALITIK

Metode ini menghasilkan dua bentuk solusi yaitu bentuk eksplisit
dan implisit.

METODE KUALITATIF

Solusi PDB didapatkan dengan perkiraan pada pengamatan
pola medan gradien.

METODE NUMERIK

Solusi yang diperoleh dari metode ini adalah solusi hampiran
(solusi pendekatan).

METODE PEMISAH VARIABEL

Salah satu metode untuk menyelesaikan sebuah persamaan
diferensial orde satu dengan cara menulis variable yang sejenis
pada ruas persamaan yang berbeda.

NUMERIK

Sebuah  simbol atau  kumpulan dari simbol yang
merepresentasikan sebuah bilangan.
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ORDE
Pangkat tertinggi dari sebuah koefisien diferensial.
OSILASI TEREDAM

Benda yg pada mulanya mulai bergetar atau beosilasi bisa berenti
karena mengalami hambatan atau gaya gesekan.

PECAHAN

Istilah dalam matematika yang terdiri dari pembilang dan
penyebut.

PEUBAH

Besaran yang bervariasi atau besaran yang dapat mengambil
salah satu dari suatu himpunan nilai tertentu (dalam matematika).

RELASI

Suatu aturan yang memasangkan anggota himpunan satu ke
himpunan lain.

TURUNAN

Bagaimana suatu besaran berubah akibat perubahan besaran
lainnya.

VARIABEL

Nilai yang dapat berubah dalam suatu cakupan soal atau
himpunan operasi yang diberikan.

WORNSKIAN

Fungsi yang dapat bersifat bebas dan tidak bebas secara linear.
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