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KATA PENGANTAR 

Segala puji dan syukur hanya bagi Tuhan Yesus 

Kristus, oleh karena anugerah-Nya yang melimpah, 

kemurahan dan kasih setia yang besar akhirnya penyusun 

dapat menyelesaikan Buku Materi Pembelajaran (BMP) 

“KALKULUS II”. 

BMP ini disusun sebagai buku ajar matakuliah 

Kalkulus II di Prodi Teknik Elektro, Fakultas Teknik 

Universitas Kristen Indonesia, Jakarta. BMP ini terdiri dari 

dua belas modul yang secara keseluruhan memiliki bobot 4 

sks, dimana masing-masing modul akan memperlihatkan 

pokok-pokok penting yang harus dipahami mahasiswa. 

Dalam membantu pembaca untuk memahami semua materi 

tersebut, BMP ini dilengkapi dengan contoh soal dan 

penyelesaiaannya, serta latihan soal. 

Penyusunan Buku Materi Pembelajaran ini tentu 

tidak terlepas dari dukungan berbagai pihak, baik berupa 

dukungan materi maupun moril. Penyusun menyadari 

bahwa BMP ini jauh dari kata sempurna dan banyak 

kekurangan sehingga penyusun membutuhkan kritik dan 

saran yang bersifat positif untuk menyempurnakan BMP 

ini. Semoga BMP ini dapat bermanfaat bagi para pembaca 

dan pada umumnya mahasiswa. 

Akhir kata penyusun mengucapkan terimakasih dan 

salam untuk kita semua. 

          Jakarta, 01 Januari 2024 

Penyusun, 

Stepanus, ST., MT. 
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Penjelasan Bagi Mahasiswa: 

1. Bacalah Buku Materi Pembelajaran ini dengan seksama mulai dari kata 

pengantar sampai dengan latihan soal, kemudian pahami seluruh materi yang 

termuat di dalamnya. 

2. Bacalah dengan seksama tujuan akhir untuk mengetahui apa yang akan 

diperoleh setelah mempelajari materi ini. 

3. Buku Materi Pembelajaran ini memuat informasi tentang apa yang harus 

Anda lakukan untuk mencapai tujuan antara pembelajaran. 

4. Pelajari dengan seksama materi tiap kegiatan belajar, jika ada informasi 

yang kurang jelas atau mengalami kesulitan dalam mempelajari setiap 

materi, sebaiknya berkonsultasi pada pengajar. 

5. Perhatikan langkah-langkah dalam melakukan pekerjaan dengan benar untuk 

mempermudah dalam memahami suatu proses pekerjaan. 

6. Kerjakan soal-soal dalam cek kemampuan untuk mengukur sampai sejauh 

mana pengetahuan yang telah Anda miliki. 

7. Selesaikan semua latihan soal yang terdapat di dalam modul ini agar 

pemahaman Anda berkembang dengan baik. 

8. Setiap mempelajari satu sub kompetensi, Anda harus mulai dari menguasai 

pengertian-pengertian dalam uraian materi, melaksanakan tugas-tugas dan 

mengerjakan latihan soal. 

9. Dalam menyelesaikan latihan soal, Anda tidak diperkenankan berdiskusi 

dengan teman Anda sebelum selesai mengerjakan latihan soal dan diskusi 

kelompok. 

10. Membahas hasil pekerjaan Anda dengan teman sekelas dalam bentuk 

kelompok dan kerjakan soal diskusi kelompok.

PETUNJUK PENGGUNAAN BUKU MATERI 
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CAPAIAN PEMBELAJARAN LULUSAN: SIKAP, PENGETAHUAN, KETERAMPILAN UMUM, 

DAN KETERAMPILAN KHUSUS 

Capaian pembelajaran lulusan Program Studi Teknik Elektro yang dibebankan pada mata kuliah Kalkulus II adalah: 

Sikap: 

S5 
Menghargai keanekaragaman budaya, pandangan, agama, dan kepercayaan, serta pendapat atau temuan 

orisinalorang lain. 

S9 Menunjukkan sikap bertanggungjawab atas pekerjaan di bidang keahliannya secara mandiri 

S11 
Rendah hati, berbagi dan peduli, disiplin, professional dan bertanggung jawab serta berintegritas dalam 

melaksanakan tugas yang dipercayakan 

 

Keterampilan Umum: 

KU1 Mampu menerapkan pemikiran logis, kritis, sistematis, dan inovatif dalam konteks pengembangan atau 

implementasi ilmu pengetahuan dan teknologi yang memperhatikan dan menerapkan nilai humaniora yang sesuai 

dengan bidang keahliannya 

KU2 Mampu menunjukkan kinerja mandiri, bermutu, dan terukur. 
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KU6 Mampu memelihara dan mengembangkan jaringan kerja dengan pembimbing, kolega, sejawat baik di dalam 

maupun di luar lembaganya. 

KU7 Mampu bertanggungjawab atas pencapaian hasil kerja kelompok dan melakukan supervisi dan evaluasi terhadap 

penyelesaian pekerjaan yang ditugaskan kepada pekerja yang berada di bawah tanggung-jawabnya 

KU8 Mampu melakukan proses evaluasi diri terhadap kelompok kerja yang berada dibawah tanggung jawabnya, dan 

mampu mengelola pembelajaran secara mandiri. 

KU9 Mampu mendokumentasikan, menyimpan, mengamankan dan menemukan kembali data untuk menjamin 

kesahihan dan mencegah plagiasi. 

 

Keterampilan Khusus: 

KK1 Mampu menerapkan pengetahuan matematika, ilmu pengetahuan alam (engineering principle), teknologi informasi 

dan komunikasi untuk menyelesaikan permasalahan rekayasa komplek di bidang energi listrik dan Kontrol 

KK2 Mampu mendesain komponen, sistem dan/atau proses untuk memenuhi kebutuhan yang diharapkan di dalam 

batasan-batasan realistis, misalnya hukum, ekonomi, lingkungan, sosial, politik, kesehatan dan keselamatan, 

keberlanjutan serta untuk mengenali dan/atau memanfaatkan potensi sumber daya lokal dan nasional dengan 

wawasan global 

KK6 Mampu berkomunikasi secara efektif baik lisan maupun tulisan serta mampu bekerja dalam tim 
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Pengetahuan: 

P1 Menguasai pengetahuan matematika level universitas termasuk kalkulus integral diferensial, aljabar linier, variabel 

kompleks, serta probabilitas dan statistik 

 

Capaian Pembelajaran Mata Kuliah (CPMK) 

CPMK1 Mampu menyelesaikan fungsi variabel banyak, memahami dan menghitung turunan parsial fungsi dua 

variabel/tiga variabel, turunan parsial 

CPMK2 Mampu mengaplikasikan bidang tangent, garis normal, nilai ekstrem, aproksimasi 

CPMK3 Mampu memahami dan menyelesaikan Integral lipat dua: koordinat kartesius/koordinat polar 

CPMK4 Mampu menghitung integral lipat tiga 

CPMK5 Mampu menyelesaikan persamaan deferensial linier orde 1 

CPMK6 Mampu menyelesaikan persamaan deferensial linier dengan koefisien konstan 
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secara mandiri  

S11 
Rendah hati, berbagi dan peduli, disiplin, professional dan bertanggung jawab, 

serta berintegritas dalam melaksanakan tugas yang dipercayakan 

KU1 Mampu menerapkan pemikiran logis, kritis, sistematis, dan inovatif dalam 

konteks pengembangan atau implementasi ilmu pengetahuan dan teknologi yang 

memperhatikan dan menerapkan nilai humaniora yang sesuai dengan bidang 

keahliannya 

KU2 Mampu menunjukkan kinerja mandiri, bermutu, dan terukur. 

KU6 Mampu memelihara dan mengembangkan jaringan kerja dengan pembimbing, 

kolega, sejawat baik di dalam maupun di luar lembaganya. 

KU7 Mampu bertanggungjawab atas pencapaian hasil kerja kelompok dan melakukan 

supervisi dan evaluasi terhadap penyelesaian pekerjaan yang ditugaskan kepada 

pekerja yang berada di bawah tanggung-jawabnya 

KU8 Mampu melakukan proses evaluasi diri terhadap kelompok kerja yang berada 

dibawah tanggung jawabnya, dan mampu mengelola pembelajaran secara 

mandiri. 

KU9 Mampu mendokumentasikan, menyimpan, mengamankan, dan menemukan 

kembali data untuk menjamin kesahihan dan mencegah plagiasi. 

KK1 Mampu menerapkan pengetahuan matematika, ilmu pengetahuan alam 

(engineering principle), teknologi informasi dan komunikasi untuk menyelesaikan 

permasalahan rekayasa komplek di bidang energi listrik dan kontrol 

KK2 Mampu mendesain komponen, sistem dan atau proses untuk memenuhi kebutuhan 
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yang diharapkan di dalam batasan-batasan realistis, misalnya hukum, ekonomi, 

lingkungan, sosial, politik, kesehatan dan keselamatan, keberlanjutan serta untuk 

mengenali dan/atau memanfaatkan potensi sumber daya lokal dan nasional 

dengan wawasan global  

KK6 Mampu berkomunikasi secara efektif baik lisan maupun tulisan serta mampu 

bekerja dalam tim  

P1 Menguasai pengetahuan matematika level universitas termasuk kalkulus integral 

diferensial, aljabar linier, variable kompleks, serta probabilitas dan statistik 

Capaian Pembelajaran Mata Kuliah (CPMK) 

CPMK1 Mampu menyelesaikan fungsi variabel banyak, memahami dan menghitung 

turunan parsial fungsi dua variabel/tiga variabel, turunan parsial 

CPMK2 Mampu mengaplikasikan bidang tangent, garis normal, nilai ekstrem, aproksimasi 

CPMK3 Mampu memahami dan menyelesaikan Integral lipat dua: koordinat 

kartesius/koordinat polar 

CPMK4 Mampu menghitung integral lipat tiga 

CPMK5 Mampu menyelesaikan persamaan deferensial linier orde 1 

CPMK6 Mampu menyelesaikan persamaan deferensial linier dengan koefisien konstan 

Deskripsi Singkat 

MK 

Pada mata kuliah ini dipelajari matematika lanjut mahasiswa dibekali konsep berpikir matematis 

dalam menyelesaikan masalah-masalah rekayasa, pemodelan dan lain-lain dalam keteknikan yang 

berkaitan dengan aplikasi tentang fungsi variable banyak, turunan parsial, integral lipat dua dan tiga, 

dan penyelesaian persamaan deferensial dengan variabel dapat dipisah, homogen, linier, Bernoulli, 

exact, faktor integrasi, contoh aplikasi Persamaan deferensial linier order 2 dengan koefisien konstan, 
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Persamaan deferensial linier order n ≥ 3 dengan koefisien konstan. Contoh aplikasi, khususnya 

rangkaian listrik. Persamaan deferensial linier order 2 dengan koefisien variabel. 

Bahan Kajian 1. Fungsi variabel banyak, Turunan parsial fungsi dua variabel/tiga variabel, turunan parsial ke- n ≥ 

2, turunan parsial fungsi implisit, fungsi majemuk, increment total dan diferensial total 

2. Aplikasi: bidang tangent, garis normal, nilai ekstrem, aproksimasi Δw ≈ dw 

3. Integral lipat dua: koordinat kartesius/koordinat polar. Contoh penggunaan: mencari luas, massa, 

rapat massa, titik berat 

4. Integral lipat tiga dalam koordinat kartesius dan kordinat polar, kordinat silinder dan kordinat bola 

beserta contoh penggunaannya 

5. Persamaan deferensial linier order 1variabel dapat dipisah, homogen, exact, faktor integrasi, 

Persamaan deferensial Bernoulli, contoh aplikasi khususnya rangkaian listrik 

6. Persamaan deferensial linier order 2 dengan koefisien konstan, Persamaan deferensial linier order 

n ≥ 3 dengan koefisien konstan 

Pustaka Utama: 

1. Spiegel Murray, R., Koko Martono, (1989), Matematika Lanjutan Untuk Insinyur dan Ilmuwan, 

Erlangga 

2. Purcell Edwin J., (2006), Calculus, 9th Ed., Prentice Hall 

3. Erwin Kreyszig, (2006), Advanced Engineering Mathematics, Student Solutions Manual and Study 

Guide, 9th Ed., John Wiley 

Penunjang: 
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(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) 

1-3 Mampu 

menyelesaikan 

fungsi variabel 

banyak, 

memahami dan 

menghitung 

turunan parsial 

fungsi dua 

variabel/tiga 

variabel, turunan 

parsial 

Fungsi variabel 

banyak, Turunan 

parsial fungsi dua 

variabel/tiga 

variabel, turunan 

parsial ke- n ≥ 2, 

turunan parsial 

fungsi implisit, 

fungsi majemuk, 

increment total 

dan diferensial 

total 

 

Bentuk: 

Kuliah 

Metode: 

Ceramah, 

Diskusi, 

Responsi, 

Tugas 

 

KPB 

:2x(2x50

) 

 

KPT 

:2x(2x60

) 

 

KM: 

2x(2x60) 

 

(680) 

Mahasiswa 

mendengarka

n, berdiskusi, 

mengejarkan 

latihan dan 

quiz 

Ketepata

n 

1. Ketepatan 

penyelesaia

n turunan 

parsial dua 

variable 

atau lebih 

2. Ketepatan 

penyelesaia

n turunan 

parsial 

fungsi 

implisit 

3. Ketepatan 

penyelesaia

n turunan 

parsial 

fungsi 

majemuk 

4. Ketepatan 

4 % 
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penyelesaia

n 

increment 

total dan 

diferensial 

total 

4 Mampu 

mengaplikasikan 

bidang tangent, 

garis normal, 

nilai ekstrem, 

aproksimasi  

Aplikasi: bidang 

tangent, garis 

normal, nilai 

ekstrem, 

aproksimasi Δw 

≈ dw 

 

Bentuk: 

Kuliah 
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Ceramah, 

Diskusi, 

Responsi, 

Tugas 

 

KPB 
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) 

 

KPT 

:2x(2x60

) 

 

KM: 

1x(2x60) 

 

(680) 

Mahasiswa 
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n, berdiskusi, 
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n 
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titik 
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atau minimum 

4 % 
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koordinat 
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mendengarka

Ketepata

n 

1. Ketepatan 

penyelesa

7 % 
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menyelesaikan 

Integral lipat dua: 

koordinat 

kartesius/koordin

at polar. 

kartesius/koordin

at polar. Contoh 

penggunaan: 

mencari luas, 

massa, rapat 

massa, titik berat 

 

Kuliah 
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Ceramah, 
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KPB 
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KPT 

:3x(2x60
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3x(2x60) 
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n, berdiskusi, 

mengejarkan 

latihan dan 

quiz 
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integral 

lipat dua 

2. Ketepatan 

penyelesa
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3. Ketepatan 

penyelesa

ian 

mencari 

massa 

4. Ketepatan 
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ian 

mencari 

rapat 

massa 

5. Ketepatan 

penyelesa
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Mampu 

menghitung 

integral lipat tiga 

Integral lipat tiga 

dalam koordinat 

kartesius dan 

kordinat polar, 

kordinat silinder 

dan kordinat bola 

beserta contoh 

penggunaannya 

 

Bentuk: 

Kuliah 
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Ceramah, 

Diskusi, 

Responsi, 

Tugas 

 

KPB 

:2x(2x50

) 

 

KPT 

:2x(2x60

) 

 

KM: 

1x(2x60) 

 

(680) 

Mahasiswa 

mendengarka

n, berdiskusi, 

mengejarkan 

latihan dan 

quiz 

Ketepata

n 

1. Ketepatan 

penyelesaia

n integral 

dalam 

kordinat 

kartesius 

2. Ketepatan 

penyelesaia

n integral 

dalam 

kordinat 

polar 

3. Ketepatan 

penyelesaia

n integral 

7 % 
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dalam 

kordinat 

silinder 

4. Ketepatan 

penyelesaia

n integral 

dalam 

kordinat 

bola 
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menyelesaikan 

persamaan 

deferensial linier 

orde 1 
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deferensial linier 
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faktor integrasi, 
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deferensial 

Bernoulli, contoh 

aplikasi 

khususnya 
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:3x(2x60

) 
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3x(2x60) 

Mahasiswa 

mendengarka
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penyelesaian 

PD linier 

dengan 

variabel yang 

mudah dipisah 
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penyelesaian 

PD homogen 

3. Ketepatan 

4% 
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rangkaian listrik  
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PD exact 
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faktor 

integrasi 
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penyelesaian 

PD Bernoulli 
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order 2 dengan 

koefisien 

konstan, 
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deferensial linier 

order n ≥ 3 

dengan koefisien 
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Responsi, 
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:3x(2x50
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KPT 

:3x(2x60
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Mahasiswa 

mendengarka
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mengejarkan 

latihan dan 

quiz 

Ketepata
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1. Ketepatan 

penyelesaian 

jawab umum 

PD linier 

homogen dan 

tak homogen 

order 2 dengan 

koefisien 

konstan 

2. Ketepatan 

4% 



xxiii 

 

3x(2x60) 

 

(1020) 

penyelesaian 

jawab umum 

PD linier 

homogen dan 

tak homogen 

order n ≥ 3 

dengan 

koefisien 

konstan 

 

16      Evaluasi Akhir Semester 35 % 
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SISTEM PENILAIAN 
 

I. PERSYARATAN UMUM 

A. Kehadiran: 

1. Jumlah kuliah tatap muka per semester yang harus dihadiri oleh mahasiswa/i adalah 16 pertemuan. 

2. Batas toleransi kehadiran mahasiswa/i 75 % dari total jumlah pertemuan. 

3. Kriteria ketidakhadiran mahasiswa/i adalah: S (sakit) ditandai dengan surat keterangan dokter, I (Ijin) ditandai 

dengan surat ijin resmi, dan A (Alpa), maksimal 4x pertemuan kelas. 

4. Mahasiswa aktif dan parsitipatif mengikuti ibadah keluarga besar UKI dan tidak diperkenankan melakukan kegiatan 

lain selama ibadah berlangsung. 

5. Toleransi keterlambatan perkuliahan (dosen + mahasiswa/i) setiap tatap muka adalah 15 menit. Jika setelah 15 

menit dosen + mahasiswa/i    

       tidak hadir maka perkuliahan dibatalkan. (kecuali ada persetujuan atau ada masalah tertentu). 

B. Perkualiahan: 

1. Mata kuliah yang dilaksanakan mahasiswa berbasis KKNI. 

2. Mata kuliah berbasis KKNI dinilai/dievaluasi per topik yang telah tuntas 

3. Persentase penilaian/evaluasi ditentukan oleh dosen yang bersangkutan sesuai kompetensi MK dan capaian 

pembelajaran.  

4. Tidak diperkenankan meninggalkan kelas selama perkuliahan tanpa ijin oleh dosen. 

5. Mahasiswa tidak diijinkan membuka HP saat proses belajar mengajar berlangsung tanpa ijin oleh dosen. 

6. Mahasiswa memakai busana yang sopan. 

7. Tidak membuat kegaduhan selama proses pembelajaran berlangsung. 
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C. Kejahatan akademik: plagiarisme Menurut Peraturan Menteri Pendidikan RI Nomor 17 Tahun 2010: 

“Plagiat adalah perbuatan sengaja atau tidak sengaja dalam memperoleh atau mencoba memperoleh kredit atau nilai 

untuk suatu karya ilmiah, dengan mengutip sebagian atau seluruh karya dan atau karya ilmiah pihak lain yang diakui 

sebagai karya ilmiahnya, tanpa menyatakan sumber secara tepat dan memadai.” (Permendik No 17 Tahun 2010 dan 

Panduan Anti Plagiasime terlampir). 

Sanksi sesuai Permendik No 17 Tahun 2010 Pasal 12: 

1. teguran; 

2. peringatan tertulis; 

3. penundaan pemberian sebagian hak mahasiswa; 

4. pembatalan nilai satu atau beberapa mata kuliah yang diperoleh mahasiswa; 

5. pemberhentian dengan hormat dari status sebagai mahasiswa; 

6. pemberhentian tidak dengan hormat dari status sebagai mahasiswa; atau 

7. pembatalan ijazah apabila mahasiswa telah lulus dari suatu program. 

 

II. PERSYARATAN KHUSUS (disesuaikan dengan penilaian dari dosen pengampu) 

Tugas dan Tanggung jawab mahasiswa/i 

Pada setiap tatap muka mahasiswa/i diwajibkan berpartisipasi aktif dalam proses perkuliahan melalui hal-hal berikut 

1. Kuis/Tugas: mahasiswa wajib mempersiapkan diri dan mengikuti kuis regular yang diadakan setiap tatap muka. 

Materi kuis diambil dari materi yang dibahas setiap tatap muka hari itu, jawaban ditulis tangan pada buku tugas (log 

book) 

2. Mahasiswa/i wajib berpartisipasi aktif dalam diskusi yang diadakan dalam setiap tatap muka sesuai kebutuhan 

materi perkuliahan (lihat RPS). 
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III.  SISTEM PENILAIAN  

1. Rubrik penilaian kognitif (kuis, UTS, UAS) Contoh 

No Kualitas Jawaban Bobot 

1.  Mampu menuliskan metode yang digunakan 10 % 

2.  Jika langkah 1 benar dapat melakukan perhitungan dengan benar 40 % 

3.  Jika langkah 2 benar, dan mendapat hasil akhir yang benar  50 % 

Nilai tiap soal quis/tugas, UTS, UAS: jumlah bobot x 100 

 

2. Rubrik penilaian sikap 

No Pernyataan Selalu 

(SL) 

(4) 

Sering 

(SR) 

(3) 

Kadang–

Kadang (KK) 

(2) 

Tidak 

Pernah (TP) 

(1) 

1 Keaktifan dalam diskusi     

2 Kedisiplinan     

3 Ketepatan waktu mengumpulkan penyelesai quiz/tugas      

4 Dst     

 Akhir Penilai sikap = (Jumlah nilai/jumlah pernyataan) x 25 
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3. Bobot Penilaian 

No Aspek Indikator Nilai Bobot Nilai x Bobot 

1 Kemampuan Kognitif Quiz/Tugas ke 1  4 %  

Quiz/Tugas ke 2  4 %  

Quiz/Tugas ke 3  7 %  

UTS  30 %  

Quiz/Tugas ke 4  7 %  

Quiz/Tugas ke 5  4 %  

Quiz/Tugas ke 6  4 %  

UAS  35 %  

2 Sikap Sikap  5 %  

Jumlah 100 %  
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4. Skala nilai akhir dalam huruf dan angka: 

Nilai Akhir (NA) Nilai Huruf (NH) Nilai Mutu (NM) 

80,0-100,0 A 4,0 

75,0-79,0 A- 3,7 

70,0-74,9 B+ 3,3 

65,0-69,9 B 3,0 

60,0-64,9 B- 2,7 

55,0-59,9 C 2,3 

50,0-54,9 C- 2,0 

45,0-49,9 D 1,0 

<44,9 E 0 

   

Terima kasih atas kerja sama dan kerja keras mahasiswa sekalian.  

Jakarta,  01 Januari 2024 

Mengetahui,                                                 Disusun Oleh 

Ketua Program Studi,                                   Dosen Pengampu, 

   
Ir. Bambang Widodo, MT                             Stepanus, ST, MT
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MODUL 1 

TURUNAN PARSIAL FUNGSI DUA VARIABEL / 

TIGA VARIABEL 

 

I. Pendahuluan 

1. Deskripsi Singkat Modul I 

Definisi turunan parsial, misalkan f fungsi dua variabel x 

dan y. Jika y dijaga agar tetap konstan, katakanlah y = y0, 

maka f (x, y0) adalah fungsi satu variabel x. Turunannya 

di x = x0 disebut Turunan Parsial f terhadap x di (x0, y0) 

dan dinyatakan oleh fx (x0, y0), dengan notasi: 

 fx(x0 , y0) = lim
∆𝑥→0

𝑓(𝑥0 + ∆𝑥 , 𝑦0) −  𝑓(𝑥0 , 𝑦0)

∆𝑥
 

Dengan cara yang sama, turunan parsial f terhadap y di 

(x0, y0) dinyatakan oleh fy (x0, y0), dengan notasi: 

 fy(x0 , y0) = lim
∆𝑦→0

𝑓(𝑥0 , 𝑦0 + ∆𝑦) −  𝑓(𝑥0 , 𝑦0)

∆𝑦
 

2. Capaian Pembelajaran Lulusan 

Mahasiswa diharapkan dapat menyelesaikan turunan 

parsial dua variabel atau lebih. 

3. Kemampuan Akhir 

Mahasiswa diharapkan mampu menyelesaikan turunan 

parsial fungsi dua variabel atau tiga variabel. 

4. Persyaratan Kompetensi 

Kegiatan Proses Belajar (KPB): 2x(2x50) 

Kegiatan Pembelajaran Terstruktur (KPT): 2x(2x60) 

Kegiatan Mandiri (KM): 2x(2x60) 
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5. Kegunaan Modul 

Setelah mempelajari Modul I, mahasiswa diharapkan 

dapat menyelesaikan turunan parsial dua variabel atau 

lebih 

6. Materi Pokok dan Sub Materi Pokok 

a. Turunan parsial pertama fungsi dua variabel 

b. Turunan parsial kedua fungsi dua variabel 

c. Increment total dan diferensial total 

II. Kegiatan Pembelajaran 

Kegiatan Pembelajaran 1 

1. Judul Kegiatan Pembelajaran 

Turunan Parsial Pertama Fungsi Dua Variabel 

 

2. Kemampuan Akhir (KA) dan Sub Kemampuan Akhir 

Kemampuan Akhir: Kemampuan matematis yang meliputi 

ketepatan penyelesaian turunan parsial fungsi majemuk 

(fungsi dua variabel atau lebih). 

Sub kemampuan Akhir: Kemampuan matematis yang 

terstruktur yang berkaitan dengan penyelesaian turunan 

parsial fungsi majemuk (fungsi dua variabel atau lebih). 

3. Uraian, Contoh dan Ilustrasi 

*) Dalam Kalkulus 1 

Fungsi satu variabel 

 

y = f (x) 

Turunannya:  
𝜕𝑦

𝜕𝑥
   

 

z = f (x) 

    Turunannya:   
𝜕𝑧

𝜕𝑥
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     z = f (y) 

    Turunannya:   
𝜕𝑧

𝜕𝑦
 

 

Rumus-rumus turunan pada Kalkulus 1 & 2: 

 

1. y = c  (c konstan) 

y’ = 0 

 

2. y = xn 

y’ = n xn-1 

 

3. y = sin x 

y’ = cos x 

 

4. y = cos x 

y’ = - sin x 

 

5. y = tan x 

y’ = sec2x 

 

6. y = sin (ax + b) 

y’ = a cos (ax + b) 

 

7. y = cos (ax + b) 

y’ = -a sin (ax + b) 

 

8. y = tan (ax + b) 

y’ = a sec2(ax + b) 

 

9. y = ex 

y’ = ex 
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10. y = e-x 

y’ = -e-x 

 

11. y = eax 

y’ = a eax 

 

12. y = ln x 

y’ = 
1

𝑥

 

 

Beberapa aturan / sifat Turunan antara lain: 

 

1. 𝑦 = 𝑈(𝑥) ± 𝑉(𝑥) 𝑎𝑡𝑎𝑢 𝑦 = 𝑈 ± 𝑉 

𝑦′ = 𝑈′ ± 𝑉′ 

 

2. 𝑦 = 𝑐 𝑢 (𝑐 𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛) 

𝑦′ = 𝑐 𝑢′ 

 

3. 𝑦 = 𝑈.𝑉  

𝑦′ = 𝑈′. 𝑉 + 𝑈.𝑉′ 

 

4. 𝑦 =
𝑈

𝑉
 

𝑦′ =
𝑈′. 𝑉 − 𝑈.𝑉′

𝑉2
 

 

Contoh (1) 

 

 a) 𝑦 = 2𝑥2 + 3𝑥 + 5 

     Turunannya: 

                
𝜕𝑦

𝜕𝑥
= 4𝑥 + 3 + 0 
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𝑏) 𝑧 = sin 𝑦 

               Turunannya:  

                
𝜕𝑧

𝜕𝑦
= cos 𝑦  

 

c) Carilah turunan dari: 

     𝑦 = sin 𝑥 + 𝑒𝑥 

    Jawab: 

    
𝜕𝑦

𝜕𝑥
= cos 𝑥 + 𝑒𝑥 

 

*) Dalam Kalkulus 2 

Kalkulus fungsi dua variabel: 

z = f (x, y) => Bentuk eksplisit 

 

Contoh fungsi 2 variabel: 

𝑧 =  𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2 + 6𝑥 + 7𝑦 + 9 

𝑧 = sin(𝑥2 + 𝑦2)  

 

Mencari turunan dari z = f (x, y) 

=> turunan bentukya ada 2 macam: 

└> Turunan ke 𝑥 =  
𝜕𝑧

𝜕𝑥
 

└> Turunan ke 𝑦 =  
𝜕𝑧

𝜕𝑦
 

Cara mencarinya sebagai berikut: 

(i) 
𝜕𝑧

𝜕𝑥
 dari z = f (x, y) 

dicari dengan menganggap y sebagai konstan 

(yang bukan x dianggap konstan) 
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(ii) 
𝜕𝑧

𝜕𝑦
 dari z = f (x, y) 

dicari dengan menganggap x sebagai konstan 

(yang bukan y dianggap konstan) 

 

Contoh (2) 

 

𝑧 =  𝑥2 + 𝑦3 + 5𝑥 − 7𝑦 + 8 

 

Carilah: 

 

a) 
𝜕𝑧

𝜕𝑥
  

 

b) 
𝜕𝑧

𝜕𝑦
  

 

Jawab: 

 

a) 
𝜕𝑧

𝜕𝑥
= 2𝑥 + 0 + 5 − 0 + 0  

 

               
𝜕𝑧

𝜕𝑥
= 2𝑥 + 5 

 

b) 
𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 0 + 3𝑦2 + 0 − 7 + 0 

 

            
𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 3𝑦2 − 7 

 

Contoh (3) 

 

𝑧 = ln 𝑥 + sin 𝑦 + 3𝑥 − 5𝑦 + 1 
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Carilah: 

 

a) 
𝜕𝑧

𝜕𝑥
  

 

b) 
𝜕𝑧

𝜕𝑦
  

 

Jawab: 

 

a) 
𝜕𝑧

𝜕𝑥
=

1

𝑥
+ 0 + 3− 0 + 0  

 

               
𝜕𝑧

𝜕𝑥
=

1

𝑥
+ 3 

 

b) 
𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 0 + cos𝑦 + 0 − 5 + 0 

 

            
𝜕𝑧

𝜕𝑦
= cos𝑦 − 5 

 

Contoh (4) 

 

 𝑧 =  𝑥2𝑦3 

 

Carilah: 

 

a) 
𝜕𝑧

𝜕𝑥
 

 

b) 
𝜕𝑧

𝜕𝑦
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Jawab: 

 

a) 
𝜕𝑧

𝜕𝑥
= 2𝑥𝑦3 

 

b) 
𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 𝑥23𝑦2 

        = 3𝑥2𝑦2 

 

Contoh (5) 

 

 𝑧 =
𝑥2

𝑦3
 

 

Carilah: 

 

a) 
𝜕𝑧

𝜕𝑥
 

 

b) 
𝜕𝑧

𝜕𝑦
 

 

Jawab: 

 

a)  
𝜕𝑧

𝜕𝑥
=

2𝑥

𝑦3
 

 

b) 𝑧 = 𝑥2𝑦−3 

 

                 
𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 𝑥2(−3 𝑦−4)  

                      = −3 𝑥2𝑦−4 

                      = −
3𝑥2

𝑦4
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Contoh (6) 

 

 Jika z = x2 sin(xy2) 

 

 Carilah: 

 

 a)  
𝜕𝑧

𝜕𝑥
 

 

b) 
𝜕𝑧

𝜕𝑦
 

Jawab: 

 

a) misal u = x2 

  u’ = 2x 

 

dan v = sin(xy2) 

      v’ = y2 . cos(xy2) 

                   

                  
𝜕𝑧

𝜕𝑥
= 𝑈′. 𝑉 + 𝑈.𝑉′ 

= 2x . sin(xy2) + x2 . y2 . cos(xy2) 

 

   = 2x sin(xy2) + x2y2 cos(xy2) 

 

b) 
𝜕𝑧

𝜕𝑦
 = x2 cos(xy2) . 2xy 

 

         = 2 x3y cos(xy2) 

 

4. Rangkuman 

1. 𝑦 = 𝑈(𝑥) ± 𝑉(𝑥) 𝑎𝑡𝑎𝑢 𝑦 = 𝑈 ± 𝑉 

𝑦′ = 𝑈′ ± 𝑉′ 
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2. 𝑦 = 𝑐 𝑢 (𝑐 𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛) 

𝑦′ = 𝑐 𝑢′ 

 

3. 𝑦 = 𝑈. 𝑉  

𝑦′ = 𝑈′. 𝑉 + 𝑈. 𝑉′ 

 

4. 𝑦 =
𝑈

𝑉
 

𝑦′ =
𝑈′. 𝑉 − 𝑈. 𝑉′

𝑉2
 

 

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek 

Diketahui u = x3 y2 z – 2 x2 y3 + 3 y2 z3 – 4 x4 z2 

    Carilah: 

a) 
𝜕𝑢

𝜕𝑥
 

b) 
𝜕𝑢

𝜕𝑦
 

c) 
𝜕𝑢

𝜕𝑧
 

d) 
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
 

e) 
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
 

f) 
𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
 

g) 
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

h) 
𝜕2𝑢

𝜕𝑦𝜕𝑥
 

i) 
𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑧
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j) 
𝜕2𝑢

𝜕𝑧𝜕𝑥
 

k) 
𝜕2𝑢

𝜕𝑦𝜕𝑧
 

l) 
𝜕2𝑢

𝜕𝑧𝜕𝑦
 

m) 
𝜕3𝑢

𝜕𝑥3
 

n) 
𝜕3𝑢

𝜕𝑦3
 

o) 
𝜕3𝑢

𝜕𝑧3
 

 

6. Evaluasi Pembelajaran 

Diketahui u = x3 y2 z – 2 x2 y3 + 3 y2 z3 – 4 x4 z2 

Carilah: 

a) 
𝜕3𝑢

𝜕𝑥2𝜕𝑦
 

b) 
𝜕3𝑢

𝜕𝑥2𝜕𝑧
 

c) 
𝜕3𝑢

𝜕𝑦2𝜕𝑥
 

d) 
𝜕3𝑢

𝜕𝑦2𝜕𝑧
 

e) 
𝜕3𝑢

𝜕𝑧2𝜕𝑥
 

f) 
𝜕3𝑢

𝜕𝑧2𝜕𝑦
 

g) 
𝜕3𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦𝜕𝑧
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7. Umpan Balik 

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada 

pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal 

yang diberikan, kemudian dilanjutkan dengan diskusi 

tentang jawaban maupun perbaikan dari setiap soal-soal 

yang diberikan. 

III. Kegiatan Pembelajaran 2 

1. Judul Kegiatan Pembelajaran 

Turunan Parsial Kedua Fungsi Dua Variabel 

 

2. Kemampuan Akhir (KA) dan Sub Kemampuan 

Akhir 

Kemampuan Akhir: Kemampuan matematis yang 

meliputi ketepatan penyelesaian turunan parsial fungsi 

majemuk (fungsi dua variabel). 

Sub kemampuan Akhir: Kemampuan matematis yang 

terstruktur yang berkaitan dengan penyelesaian turunan 

parsial fungsi majemuk (fungsi dua variabel). 

3. Uraian, Contoh dan Ilustrasi 

*) Turunan parsial ke-2 dari z = f (x, y) 

Ingat pada Kalkulus 1:     z = f (x) 

 

Turunan ke-1: 
𝑑𝑧

𝑑𝑥
 

 

Turunan ke-2: 
𝑑

𝑑𝑥
(
𝑑𝑧

𝑑𝑥
) =

𝑑2𝑧

𝑑𝑥2
 

 

Turunan ke-3: 
𝑑

𝑑𝑥
(
𝑑2𝑧

𝑑𝑥2
) =

𝑑3𝑧

𝑑𝑥3
 … dst 
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*) Kalkulus 2 

 

z = f (x, y) 

 => turunan parsialnya 

 ke x →
𝜕𝑧

𝜕𝑥
 ke x →

𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑧

𝜕𝑥
)  = 

𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
 

 

ke y →
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑧

𝜕𝑥
) = 

𝜕2𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑥
 

ke y →
𝜕𝑧

𝜕𝑦
 ke x →

𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑧

𝜕𝑦
)  = 

𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
     

ke y →
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑧

𝜕𝑦
) = 

𝜕2𝑧

𝜕𝑦2
 

        ↓                    ↓ 

Turunan Parsial ke 1  Turunan Parsial ke 2

       

Kesimpulan terlihat  
𝜕2𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑥
=

𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

 

Contoh (7) 

 

 Diketahui 𝑧 = 𝑥3 + 𝑦4 + 5𝑥2 − 6𝑦3 + 7𝑥 + 8𝑦 − 1 

 

Carilah turunan parsial ke 2 nya! 

 

i) 
𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
 

 

ii) 
𝜕2𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑥
 

 

iii) 
𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
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iv) 
𝜕2𝑧

𝜕𝑦2
 

 

Jawab: 

Dicari dahulu turunan parsial ke 1 = 
𝜕𝑧

𝜕𝑥
 dan 

𝜕𝑧

𝜕𝑦
 

 

            
𝜕𝑧

𝜕𝑥
= 3𝑥2 + 10𝑥 + 7  

 

              
𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 4𝑦3 − 18𝑦2 + 8  

 

Turunan parsial ke 2 nya: 

 

(i) 
𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
=

𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑧

𝜕𝑥
) 

 

       =
𝜕

𝜕𝑥
(3𝑥2 + 10𝑥 + 7) 

 

       = 6𝑥 + 10 

 

(ii) 
𝜕2𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑧

𝜕𝑥
) 

 

         =
𝜕

𝜕𝑦
(3𝑥2 + 10𝑥 + 7) 

 

(iii)
𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
=

𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑧

𝜕𝑦
) 

 

           =
𝜕

𝜕𝑥
(4𝑦3 − 18𝑦2 + 8) 
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(iv) 
𝜕2𝑧

𝜕𝑦2
 =

𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑧

𝜕𝑦
) 

 

        =
𝜕

𝜕𝑦
(4𝑦3 − 18𝑦2 + 8) 

 

        = 12𝑦2 − 36𝑦 

 

            Terbukti 
𝜕2𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑥
=

𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

 

Contoh (8) 

 

            Carilah turunan parsial ke-2 dari 𝑧 = 𝑥4𝑦6 

 

Jawab: 

 

Dicari dahulu turunan parsial ke-1: 

 
𝜕𝑧

𝜕𝑥
= 4𝑥3𝑦6  

 
𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 6𝑥4𝑦5  

 

Turunan parsial ke-2: 

 

(i) 
𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
=

𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑧

𝜕𝑥
) 

 

       =
𝜕

𝜕𝑥
(4𝑥3𝑦6) 

 

       = 12𝑥2𝑦6 
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(ii) 
𝜕2𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑧

𝜕𝑥
) 

 

         =
𝜕

𝜕𝑦
(4𝑥3𝑦6) = 24𝑥3𝑦5 

 

(iii)
𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
=

𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑧

𝜕𝑦
) 

 

          =
𝜕

𝜕𝑥
(6𝑥4𝑦5) 

 

          = 24𝑥3𝑦5  

 

(iv)  
𝜕2𝑧

𝜕𝑦2
=

𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑧

𝜕𝑦
) 

 

        =
𝜕

𝜕𝑦
(6𝑥4𝑦5) 

 

        = 30𝑥4𝑦4  

 

            Terbukti 
𝜕2𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑥
=

𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

 

*) Secara serupa dapat dicari turunan parsial dari fungsi 3 

variabel 

𝜔 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

 

 Turunan parsial (ke 1): 

 

 
𝜕𝜔

𝜕𝑥
;  
𝜕𝜔

𝜕𝑦
;  
𝜕𝜔

𝜕𝑧
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Turunan parsial (ke 2): 

 

 
𝜕2𝜔

𝜕𝑥2
;  
𝜕2𝜔

𝜕𝑦2
;  
𝜕2𝜔

𝜕𝑧2
;  
𝜕2𝜔

𝜕𝑦𝜕𝑥
;  
𝜕2𝜔

𝜕𝑧𝜕𝑥
;  
𝜕2𝜔

𝜕𝑧𝜕𝑦
 

 

Contoh (9) 

 

𝜔 = 𝑥2 + 𝑦3 + 𝑧4 + 𝑥3𝑦2𝑧 

 

Carilah turunan parsialnya (ke 1 dan ke 2)! 

 

Jawab: 

 

(1) 
𝜕𝜔

𝜕𝑥
  (yang bukan x dianggap konstan) 

 

                   
𝜕𝜔

𝜕𝑥
= 2𝑥 + 0 + 0 + 3𝑥2𝑦2𝑧 

 

                          = 2𝑥 + 3𝑥2𝑦2𝑧 

 

(2) 
𝜕𝜔

𝜕𝑦
 (yang bukan y dianggap konstan) 

 

                   
𝜕𝜔

𝜕𝑦
= 0 + 3𝑦2 +  0 + 2𝑥3𝑦𝑧 

 

                          = 3𝑦2 + 2𝑥3𝑦𝑧 

 

(3) 
𝜕𝜔

𝜕𝑧
 (yang bukan z dianggap konstan) 

 

                   
𝜕𝜔

𝜕𝑧
= 0 + 0 + 4𝑧3 + 𝑥3𝑦2 
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           = 4𝑧3 + 𝑥3𝑦2 

 

Cara mencari turunan parsial ke 2 nya: 

 

*) 
𝜕2𝜔

𝜕𝑥2
=

𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝜔

𝜕𝑥
) 

 

                          =
𝜕

𝜕𝑥
(2𝑥 + 3𝑥2𝑦2𝑧) 

 

                          = 2 + 6𝑥𝑦2𝑧 

  

*) 
𝜕2𝜔

𝜕𝑦𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝜔

𝜕𝑥
) 

 

                           =
𝜕

𝜕𝑦
(2𝑥 + 3𝑥2𝑦2𝑧) 

 

                           = 6𝑥2𝑦𝑧 

  

 *) 
𝜕2𝜔

𝜕𝑧𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑧
(
𝜕𝜔

𝜕𝑥
) 

 

                           =
𝜕

𝜕𝑧
(2𝑥 + 3𝑥2𝑦2𝑧) 

 

                           = 3𝑥2𝑦2 

  

 *) 
𝜕2𝜔

𝜕𝑦2
=

𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝜔

𝜕𝑦
) 

 

                          =
𝜕

𝜕𝑦
(3𝑦2 + 2𝑥3𝑦𝑧) 
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                          = 6𝑦 + 2𝑥2𝑧 

 

 *) 
𝜕2𝜔

𝜕𝑧𝜕𝑦
=

𝜕

𝜕𝑧
(
𝜕𝜔

𝜕𝑦
) 

 

                           =
𝜕

𝜕𝑧
(3𝑦2 + 2𝑥3𝑦𝑧) 

 

                           = 2𝑥3𝑦 

 

*) 
𝜕2𝜔

𝜕𝑧2
=

𝜕

𝜕𝑧
(
𝜕𝜔

𝜕𝑧
) 

 

           =
𝜕

𝜕𝑧
(4𝑧3 + 𝑥3𝑦2) 

 

           = 12𝑧2 

 

4. Rangkuman 

z = f (x, y) 

 => turunan parsialnya 

 ke x →
𝜕𝑧

𝜕𝑥
 ke x →

𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑧

𝜕𝑥
)  = 

𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
 

 

ke y →
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑧

𝜕𝑥
) = 

𝜕2𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑥
 

ke y →
𝜕𝑧

𝜕𝑦
 ke x →

𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑧

𝜕𝑦
)  = 

𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
     

ke y →
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑧

𝜕𝑦
) = 

𝜕2𝑧

𝜕𝑦2
 

        ↓                    ↓ 

Turunan Parsial ke 1  Turunan Parsial ke 2
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Kesimpulan terlihat  
𝜕2𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑥
=

𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

 

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek 

Jika z = x2 sin(xy2) 

Carilah: 

a) 
𝜕𝑧

𝜕𝑥
 

b) 
𝜕𝑧

𝜕𝑦
 

c) 
𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
 

 

6. Evaluasi Pembelajaran 

Jika z = x2 sin(xy2) 

Carilah: 

a) 
𝜕2𝑧

𝜕𝑦2
 

b) 
𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

c) 
𝜕2𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑥
 

 

7. Umpan Balik 

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada 

pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal 

yang diberikan, kemudian dilanjutkan dengan diskusi 

tentang jawaban maupun perbaikan dari setiap soal-soal 

yang diberikan. 
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IV. Kegiatan Pembelajaran 3 

1. Judul Kegiatan Pembelajaran 

Increment Total Dan Diferensial Total 

 

2. Kemampuan Akhir (KA) dan Sub Kemampuan 

Akhir 

Kemampuan Akhir: Kemampuan matematis yang 

meliputi ketepatan penyelesaian increment total dan 

diferensial total. 

Sub kemampuan Akhir: Kemampuan matematis yang 

terstruktur yang berkaitan dengan penyelesaian 

increment total dan diferensial total. 

 

3. Uraian, Contoh dan Ilustrasi 

*) Increment / perubahan total & Diferensial total 

Misal ada z = f (x , y) 

Jika variabel x mengalami perubahan sebesar ∆x 

dan variabel y mengalami perubahan sebesar ∆y 

maka z akan mengalami perubahan total sebesar ∆z 

Dari z = f (x,y) 

z + ∆z = f (x + ∆x , y + ∆y) 

 

Perubahan total: 

∆z =  f (x +  ∆x  , y +  ∆y) –  f (x, y)  

 

atau dapat ditulis: 

                   ∆z = f (x + ∆x , y + ∆y) – f (x , y + ∆y) + f (x , y + ∆y) 

– f (x,y) 
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=
f (x + ∆x ,   y +  ∆y)–  f (x ,   y +  ∆y)

∆x
∆x 

 

+
f (x ,   y +  ∆y) –  f (x, y)

∆y
∆y 

 

Diferensial total 𝑑𝑧 =
𝜕𝑧

𝜕𝑥
∆x +

𝜕𝑧

𝜕𝑦
∆y  

 

Catatan: 

Untuk nilai ∆x dan ∆y yang cukup kecil maka 𝑑𝑧 ≈ ∆z 

(nilai dz mendekati nilai ∆z). 

Hal tersebut diatas dapat digunakan untuk menghitung ∆z 

dengan pendekatan dz. 

 

Contoh (10) 

 

Carilah nilai pendekatan dari √(4,05)2 + (2,93)2 

 

Jawab: 

 

√(4,05)2 + (2,93)2 

= √(4 + 0,05)2 + (3 − 0,07)2 

 

Bentuk: √(𝑥 + ∆x)2 + (𝑦 + ∆y)2  

dengan x = 4; ∆x = 0,05 

 y = 3; ∆y = -0,07 

 

Dimisalkan 𝑧 = √𝑥2 + 𝑦2 

                                       = √42 + 32 
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                                       = 5 

            𝑧 + ∆z = √(𝑥 + ∆𝑥)2 + (𝑦 + ∆𝑦)2 

 

    = √(4,05)2 + (2,93)2  

 

 √(4,05)2 + (2,93)2 ≈ 𝑧 + 𝑑z 

                                                    ≈ 5 + 𝑑𝑧 

              

             Dihitung 𝑑z dengan Rumus: 

 

             𝑑z =
𝜕𝑧

𝜕𝑥
∆𝑥 +

𝜕𝑧

𝜕𝑦
∆𝑦  

 

Dari 𝑧 = √𝑥2 + 𝑦2 

atau 𝑧 = (𝑥2 + 𝑦2)
1
2⁄  

 

didapat →
𝜕𝑧

𝜕𝑥
=

1

2
(𝑥2 + 𝑦2)−

1
2⁄  . (2𝑥) 

                         =
𝑥

√𝑥2 + 𝑦2
 

 

                         =
𝑥

5
 

 

                         =
4

5
 

 

→
𝜕𝑧

𝜕𝑦
=
1

2
(𝑥2 + 𝑦2)−

1
2⁄  . (2𝑦) 

 

           =
𝑦

√𝑥2 + 𝑦2
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           =
𝑦

5
 

 

           =
3

5
 

 

∴ 𝑑𝑧 =
𝜕𝑧

𝜕𝑥
 ∆𝑥 +

𝜕𝑧

𝜕𝑦
 ∆𝑦 

 

   𝑑𝑧 = (
4

5
) (0,05) + (

3

5
) (−0,07) 

 

                                      = 0.04 − 0,042 

 

                                      = −0,002 

 

 ∴ √(4,05)2 + (2,93)2 = 𝑧 + ∆𝑧 

                                                        ≈ 𝑧 + 𝑑𝑧 

                                                        = 5 − 0,002 

                                                        = 4,998 

 

*) Dengan Cara Serupa untuk fungsi 3 Variabel  

U = f (x, y, z) 

 

U + du = f(x + ∆x, y + ∆y, z + ∆z)  

 

du = f(x + ∆x, y + ∆y, z + ∆z) − f(x, y, z)  

 

du =
𝜕𝑈

𝜕𝑥
∆𝑥 +

𝜕𝑈

𝜕𝑦
∆𝑦 +

𝜕𝑈

𝜕𝑧
∆𝑧   

 

untuk ∆𝑥, ∆𝑦, ∆𝑧 cukup kecil maka 𝑑𝑢 ≈ ∆𝑢 
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Contoh (11) 

 

𝑈 = √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 

 ∆𝑢 = √(x + ∆x)2 + (y + ∆y)2 + (z + ∆z)2 − 

√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2  

 

Sedangkan du =
𝜕𝑈

𝜕𝑥
∆𝑥 +

𝜕𝑈

𝜕𝑦
∆𝑦 +

𝜕𝑈

𝜕𝑧
∆𝑧  

 

 𝑈 = (𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2)
1
2⁄   

 

             →
𝜕𝑈

𝜕𝑥
=
1

2
 

2𝑥

√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
 

 

                          =
𝑥

√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
 

 

Dengan cara serupa: 

 

→
𝜕𝑈

𝜕𝑦
=
1

2
 

2𝑦

√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
 

 

             =
𝑦

√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
 

 

→
𝜕𝑈

𝜕𝑧
=
1

2
 

2𝑧

√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
 

 

             =
𝑧

√𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
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                ∴ 𝑑𝑢 =
1

√𝑥2+𝑦2+𝑧2
[x. ∆x + y. ∆y + z. ∆z]  

 

*) Mencari turunan parsial fungsi implisit 

 

 z = f (x, y) => fungsi eksplisit 

 

 Bentuk implisitnya: F (x, y, z) = 0 

 

*) Mencari turunan parsial dari fungsi implisit 

F (x, y, z)  =  0  

 
𝜕𝑧

𝜕𝑥
=? ;  

𝜕𝑧

𝜕𝑦
=?  

 

Caranya sebagai berikut: 

 

𝜕𝑧

𝜕𝑥
= −

𝜕𝐹
𝜕𝑥⁄

𝜕𝐹
𝜕𝑧⁄

 

} dengan 
𝜕𝐹

𝜕𝑧
≠ 0 

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= −

𝜕𝐹
𝜕𝑦⁄

𝜕𝐹
𝜕𝑧⁄

 

Contoh (12) 

 

Diketahui Fungsi implisit: 

 

 𝑥2 + 2𝑦2 + 3𝑧2 − 5 = 0 

 

Carilah: 
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a) 
𝜕𝑧

𝜕𝑥
 

b) 
𝜕𝑧

𝜕𝑦
  

 

c) 
𝜕𝑦

𝜕𝑥
 

 

Jawab: 

 

 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 

 

             𝑥2 + 2𝑦2 + 3𝑧2 − 5 = 0 

  

𝜕𝐹

𝜕𝑥
= 2𝑥 

 

𝜕𝐹

𝜕𝑦
= 4𝑦 

 

𝜕𝐹

𝜕𝑧
= 6𝑧 

 

            a) 
𝜕𝑧

𝜕𝑥
= −

𝜕𝐹
𝜕𝑥⁄

𝜕𝐹
𝜕𝑧⁄

 

 

                       = −
2𝑥

6𝑧
 

 

                       = −
𝑥

3𝑧
  

 

b) 
𝜕𝑧

𝜕𝑦
= −

𝜕𝐹
𝜕𝑦⁄

𝜕𝐹
𝜕𝑧⁄
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                       = −
4𝑦

6𝑧
 

         = −
2𝑦

3𝑧
  

 

c) 
𝜕𝑦

𝜕𝑥
= −

𝜕𝐹
𝜕𝑥⁄

𝜕𝐹
𝜕𝑦⁄

 

 

                        = −
2𝑥

4𝑦
= −

𝑥

2𝑦
 

 

Contoh (13) 

 

Diketahui Fungsi implisit: 

 

 𝑥2𝑦3𝑧4 = 1 

 

Carilah: 

 

2. 
𝜕𝑧

𝜕𝑥
  

 

b) 
𝜕𝑧

𝜕𝑦
 

 

c) 
𝜕𝑥

𝜕𝑦
 

 

 Jawab:  

 

             𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0   

 

             𝑥2𝑦3𝑧4 − 1 = 0 
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𝜕𝐹

𝜕𝑥
= 2𝑥𝑦3𝑧4 

 

 
𝜕𝐹

𝜕𝑦
= 3𝑥2𝑦2𝑧4 

 

 
𝜕𝐹

𝜕𝑧
= 4𝑥2𝑦3𝑧3 

 

 a) 
𝜕𝑧

𝜕𝑥
= −

𝜕𝐹
𝜕𝑥⁄

𝜕𝐹
𝜕𝑧⁄

 

 

                       = −
2𝑥𝑦3𝑧4

4𝑥2𝑦3𝑧3
 

 

                       = −
𝑧

2𝑥
 

 

 b) 
𝜕𝑧

𝜕𝑦
= −

𝜕𝐹
𝜕𝑦⁄

𝜕𝐹
𝜕𝑧⁄

 

 

                        = −
3𝑥2𝑦2𝑧4

4𝑥2𝑦3𝑧3
 

 

= −
3𝑧

4𝑦
 

 

 c) 
𝜕𝑥

𝜕𝑦
= −

𝜕𝐹
𝜕𝑦⁄

𝜕𝐹
𝜕𝑥⁄

 

 

                       = −
3𝑥2𝑦2𝑧4

2𝑥𝑦3𝑧4
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                       = −
3𝑥

2𝑦
 

       

 

4. Rangkuman 

Dari z = f (x,y) 

z + ∆z = f (x + ∆x , y + ∆y) 

 

Perubahan total: 

∆z =  f (x +  ∆x  , y +  ∆y) –  f (x, y)  

 

atau dapat ditulis: 

∆z  = f (x + ∆x , y + ∆y) – f (x , y + ∆y) + f (x , y + ∆y) 

– f (x,y) 

           

=
f (x + ∆x ,   y +  ∆y)–  f (x ,   y +  ∆y)

∆x
∆x 

 

+
f (x ,   y +  ∆y) –  f (x, y)

∆y
∆y 

 

Diferensial total 𝑑𝑧 =
𝜕𝑧

𝜕𝑥
∆x +

𝜕𝑧

𝜕𝑦
∆y  

 

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek 

1) Diketahui f (x, y) = x ey – sin 
𝑥

𝑦
 + x3 y2 

Carilah: 

a) 
𝜕𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥
 

b) 
𝜕𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦
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c) 
𝜕2𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥2
 

d) 
𝜕2𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦2
 

e) 
𝜕2𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

f) 
𝜕2𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦𝜕𝑥
 

 

2) Jika diberikan fungsi: 

T (w, x, y, z) = z 𝑒w
2 +x2 + y2  

Carilah: 

a) 
𝜕𝑇

𝜕𝑥
 

b) 
𝜕𝑇

𝜕𝑦
 

c) 
𝜕𝑇

𝜕𝑧
 

d) 
𝜕𝑇

𝜕𝑤
 

e) 
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
 

f) 
𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
 

g) 
𝜕2𝑇

𝜕𝑧2
 

h) 
𝜕2𝑇

𝜕𝑤2 

i) 
𝜕2𝑇

𝜕𝑥𝜕𝑦
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j) 
𝜕2𝑇

𝜕𝑦𝜕𝑧
 

k) 
𝜕2𝑇

𝜕𝑧𝜕𝑤
 

l) 
𝜕2𝑇

𝜕𝑥𝜕𝑧
 

m) 
𝜕2𝑇

𝜕𝑦𝜕𝑧
 

 

6. Evaluasi Pembelajaran 

Turunan Parsial f terhadap x di (x0, y0) dan dinyatakan 

oleh fx (x0, y0), dengan notasi: 

 

 fx(x0 , y0) = lim
∆𝑥→0

𝑓(𝑥0 + ∆𝑥 , 𝑦0) −  𝑓(𝑥0 , 𝑦0)

∆𝑥
 

 

Dengan cara yang sama, turunan parsial f terhadap y di 

(x0, y0) dinyatakan oleh fy (x0, y0), dengan notasi: 

 

 fy(x0 , y0) = lim
∆𝑦→0

𝑓(𝑥0 , 𝑦0 + ∆𝑦) −  𝑓(𝑥0 , 𝑦0)

∆𝑦
 

 

7. Umpan Balik 

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada 

pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal 

yang diberikan, kemudian dilanjutkan dengan diskusi 

tentang jawaban maupun perbaikan dari setiap soal-soal 

yang diberikan. 
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V. Penutup 

1. Rangkuman Modul 

Modul satu ini memuat rangkuman materi yang 

tercantum pada rangkuman kegiatan pembelajaran 1, 2 

dan 3. Modul satu ini menuntun mahasiswa memahami 

materi Turunan Parsial Fungsi Dua Variabel/Tiga 

Variabel secara mandiri maupun kelompok. 

Selanjutnya dilakukan assessment yaitu dengan 

melakukan kuis pada materi yang telah dipelajari. 

2. Petunjuk Jawaban Evaluasi Kegiatan Pembelajaran 

Jawaban dari evaluasi tidak dicantumkan, dikarenakan 

setiap permasalahan dapat diselesaiakan dengan 

jawaban yang terbuka. 

 

3. Daftar Istilah 

Parsial : Sebagian; Tidak Lengkap 

Inplisit : Tersirat; Tidak dinyatakan dengan jelas 

Eksplisit : Jelas; Dinyatakan secara terbuka 

 

4. Referensi 

1) Ayres, F. Jr. (1972). Differential equations. 

Schaum’s Outline Series. 

2) Piskunov, M. (1969). Differential and integral 

calculus. MIR Publishers. 

3) Ayres, F. Jr. (1972). Calculus. Schaum’s Outline 

Series. 

4) Spiegel, M. R. (1989). Advanced mathematics for 

engineers & scientists. Schaum’s Outline Series. 

5) Spiegel, M. R., & Koko, M. (1989). Matematika 

lanjutan untuk insinyur dan ilmuwan. Erlangga. 
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6) Purcell, E. J. (2006). Calculus (9th ed.). Prentice 

Hall. 

7) Kreyszig, E. (2006). Advanced engineering 

mathematics: Student solutions manual and study 

guide (9th ed.). John Wiley. 

8) Croft, A., Davison, R., & Hargreaves, M. (2000). 

Engineering mathematics. Addison Wesley. 

9) Ayres, F. Jr. (1972). Differential equations. 

McGraw-Hill. 

10) Spiegel, M. R. (1991). Kalkulus lanjutan. Erlangga. 
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MODUL 2 

NILAI EKSTRIM (MAKSIMUM / MINIMUM) 

FUNGSI DUA VARIABEL 

 

I. Pendahuluan 

1. Deskripsi Singkat Modul II 

Pengantar Konsep Ekstrim dan relative (Maksimum-

Minimum) fungsi dua peubah real dirancang dengan cara 

yang sama seperti ekstrim satu peubah real. Peranan 

selang buka pada fungsi satu peubah diganti dengan 

daerah bidang yang dibatasi oleh suatu lengkungan 

tertutup yang bentuk sederhananya adalah cakram terbuka 

di bidang. 

Seperti halnya dengan fungsi satu peubah yang 

sederhana, proses menentukan ekstrim relative untuk 

fungsi dua peubah dimulai dengan mencari titik kritis. Uji 

titik kritis tresebut dapat diperiksa dengan cara 

membandingkan nilai fungsinya terhadap nilai 

disekitarnya atau dengan uji turunan parsial ke dua. 

2. Capaian Pembelajaran Lulusan 

Mahasiswa diharapkan dapat mencari nilai ekstrim 

(maksimum/minimum) dari fungsi dua variabel. 

 

3. Kemampuan Akhir 

Mahasiswa diharapkan mampu mencari nilai ekstrim 

(maksimum/minimum) dari fungsi dua variabel. 
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4. Persyaratan Kompetensi 

Kegiatan Proses Belajar (KPB): 2x(2x50) 

Kegiatan Pembelajaran Terstruktur (KPT): 2x(2x60) 

Kegiatan Mandiri (KM): 1x(2x60) 

5. Kegunaan Modul 

Setelah mempelajari Modul II, mahasiswa diharapkan 

dapat mencari nilai ekstrim (maksimum/minimum) dari 

fungsi dua variabel. 

 

6. Materi Pokok dan Sub Materi Pokok 

Mencari nilai ekstrim (maksimum/minimum) dari fungsi 

dua variabel. 

 

II. Kegiatan Pembelajaran 1 

1. Judul Kegiatan Pembelajaran 

Mencari Nilai Ekstrim (Maksimum / Minimum) Dari 

Fungsi 2 Variabel Z = F (X,Y) 

 

2. Kemampuan Akhir (KA) dan Sub Kemampuan Akhir 

Kemampuan Akhir: Kemampuan matematis yang 

meliputi ketepatan penyelesaian dalam mencari nilai 

ekstrim (maksimum/minimum) dari fungsi dua variabel. 

Sub kemampuan Akhir: Kemampuan matematis yang 

terstruktur yang berkaitan dengan turunan parsial dua 

variable atau lebih. 

3. Uraian, Contoh dan Ilustrasi 

(Pada Kalkulus I sudah diajarkan mencari nilai 

Diferensial dari fungsi 1 variabel y = f (x)) 

*) Cara mencari nilai ekstrim dari Z =  f (x, y)  
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Langkah 1: 

Mencari titik-titik kritisnya dengan turunan parsial ke-1 

𝜕𝑍

𝜕𝑥
= 0

𝜕𝑍

𝜕𝑦
= 0

→ diperoleh satu atau lebih dari satu titik kritis 

 

 
Gambar 2. 1. Grafik Kurva 3 Dimensi (3D) 

Langkah 2: 

Mencari turunan parsial ke-2 

 

𝜕2𝑍

𝜕𝑥2
menggunakan A 

𝜕2𝑍

𝜕𝑦𝜕𝑥
atau 

𝜕2𝑍

𝜕𝑥𝜕𝑦
menggunakan B  

𝜕2𝑍

𝜕𝑦2
menggunakan C  

 

→ dicari AC − B2  

 

Langkah 3: 

 

Diselidiki untuk setiap titik-titik kritisnya. 
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Kemungkinannya: 

1. Jika AC − B2 > 0 & A < 0 → terjadi maksimum 

2. Jika AC − B2 > 0 & A > 0 → terjadi minimum 

3. Jika AC − B2 < 0 → tidak terjadi ekstrim 

4. Jika AC − B2 = 0 → dapat terjadi maksimum 

atau minimum 

 

Contoh (1) 

 

Selidiki apakah 

 

𝑍 = 𝑥2 − 𝑥𝑦 + 𝑦2 + 3𝑥 − 2𝑦 + 1 

 

mempunyai titik maksimum atau minimum, berapa 

nilainya! 

 

Jawab: 

 

Langkah 1:  

Mencari titik-titik kritisnya: 

 

𝜕𝑍

𝜕𝑥
= 0

𝜕𝑍

𝜕𝑦
= 0

 

Dari 

𝑍 = 𝑥2 − 𝑥𝑦 + 𝑦2 + 3𝑥 − 2𝑦 + 1 

 

didapat  
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↳
𝜕𝑍

𝜕𝑥
= 2𝑥 − 𝑦 + 3 

↳
𝜕𝑍

𝜕𝑦
= −𝑥 + 2𝑦 − 2 

 {

𝜕𝑍

𝜕𝑥
= 0

𝜕𝑍

𝜕𝑦
= 0

 

 

 {
2𝑥 − 𝑦 + 3 = 0
−𝑥 + 2𝑦 − 2 = 0

 

 

 {
2𝑥 − 𝑦 = −3
−𝑥 + 2𝑦 = 2

 

 

        (
2 −1
−1 2

)(𝑥
𝑦
) = (−3

2
) 

 

(
𝑥

𝑦
) = (

2 −1
−1 2

|
−3
2
)
B
1(
1
2
) 

~
( 1 −

1
2

−1 2
|−
3
2
2
) 

 

B21(1) 
~

(
1 −

1
2

0
3
2

|
−
3
2
1
2

) 

 

B
2(
2
3
) 

~
(1 −

1
2

0 1
|
−
3
2
1
3

) 

 

 
B
12(

1
2
)  

~
(
1 0
−1 1

|
−
4
3
1
3

) 

Titik kritisnya: 
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(x, y) = (−
4

3
,
1

3
) 

 

 

 

Langkah 2:  

Mencari Turunan Parsial kedua: 

 

𝐴 =
𝜕2𝑍

𝜕𝑥2
  

 

   𝐵 =
𝜕2𝑍

𝜕𝑦𝜕𝑥
  

 

𝐶 =
𝜕2𝑍

𝜕𝑦2
 

Dari 

 
𝜕𝑍

𝜕𝑥
= 2𝑥 − 𝑦 + 3 

didapat: 

𝐴 =
𝜕2𝑍

𝜕𝑥2
  

𝐴 = 2 

𝐵 =
𝜕2𝑍

𝜕𝑦𝜕𝑥
  

𝐵 = −1 

Dari  

 
𝜕𝑍

𝜕𝑦
= −𝑥 + 2𝑦 − 2 
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didapat: 

𝐶 =
𝜕2𝑍

𝜕𝑦2
= 2 

 Mencari 𝐴𝐶 − 𝐵2 

 

                        = (2)(2) − (−1)2  

 

= 4 – 1 = 3 > 0 

 

 Langkah 3:  

 

𝐴𝐶 − 𝐵2 = 3 > 0 

 ↳ Terjadi Minimum di titik kritis (−
4

3
,
1

3
) 

 

Karena 𝐴 = 2 > 0 

 

Nilai Minimum: 

 

 𝑍𝑚𝑖𝑛 = 𝑥1
2 − 𝑥1𝑦1 + 𝑦1

2 + 3𝑥1 − 2𝑦1 + 1 

 

𝑍𝑚𝑖𝑛 = (−
4

3
)
2

− (−
4

3
) (
1

3
) + (

1

3
)
2

+ 3(−
4

3
) − 2 (

1

3
)

+ 1 

 

=
16

9
+
4

9
+
1

9
− 4 −

2

3
+ 1 

 

=
16 + 4 + 1 − 36 − 6 + 9

9
 

= −
12

9
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= −
4

3
 

 

Contoh (2) 

 

Carilah nilai ekstrim dari 

 

 𝑍 = 𝑥3 + 𝑦3 − 3𝑥𝑦  

 

Jawab: 

 

Langkah 1: 

Mencari titik-titik kritis 

 

𝜕𝑍

𝜕𝑥
= 0

𝜕𝑍

𝜕𝑦
= 0

 

 

(I) 3𝑥2 − 3𝑦 = 0

(II) 3𝑦2 − 3𝑥 = 0
 

 

(I)
(II)

3𝑦 = 3𝑥2

 3𝑥 = 3𝑦2
 

 

(I)                  𝑦 = 𝑥2 

 

(II)              𝑦2 = 𝑥 

     (𝑥2)2 = 𝑥 

   𝑥4 − 𝑥 = 0 

𝑥(𝑥3 − 1) = 0 
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𝑥 = 0 → 𝑥1 = 0 

𝑦1 = 𝑥1
2 → 𝑦1 = 0 

(𝑥1, 𝑦1) = (0,0)  

                𝑥 = 1 → 𝑥1 = 1 

              𝑦1 = 𝑥1
2 → 𝑦1 = 1 

             (𝑥1, 𝑦1) = (1,1)  

 

Langkah 2: 

 

Dari  
𝜕𝑍

𝜕𝑥
= 3𝑥2 − 3𝑦 

didapat 

 𝐴 =
𝜕2𝑍

𝜕𝑥
 

 𝐴 = 6𝑥 

 𝐵 =
𝜕2𝑍

𝜕𝑦𝜕𝑥
 

 𝐵 = −3  

 

Dari 
𝜕𝑍

𝜕𝑦
= 3𝑦2 − 3𝑥 

didapat 

𝐶 =
𝜕2𝑍

𝜕𝑦2
 

𝐶 = 6𝑦 

Mencari 𝐴𝐶 − 𝐵2 
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                                        = (6𝑥)(6𝑦)−(−3)2 

       𝐴𝐶 − 𝐵2 = 36𝑥𝑦 − 9  

 

 

Langkah 3: 

Untuk setiap titik-titik kritis (0,0) dan (1,1) dicari 𝐴𝐶 −

𝐵2 

(I) Untuk titik kritis  (𝑥1, 𝑦1) = (0,0) 

→ 𝐴𝐶 − 𝐵2 = 36𝑥1𝑦1 − 9 

                      = 0 − 9 

                      = −9 < 0 

→ tidak terjadi ekstreme → bukan titik ekstreme 

(II) Untuk titik kritis  (𝑥2, 𝑦2) = (1,1) 

→ 𝐴𝐶 − 𝐵2 = 36𝑥2𝑦2 − 9 

                      = 36 − 9 

                      = 27 > 0 

→ terjadi ekstreme 

 

𝐴 = 6𝑥 

A = 6 > 0 terjadi Minimum di titik kritis (1.1) 

 

𝑍𝑚𝑖𝑛 = 𝑥2
3 + 𝑦2

3 − 3𝑥2𝑦2 

= 13 + 13 − 3(1)(1) 

= −1 

 

 Contoh (3) 

Mencari nilai ekstreme dari 

 

             𝑍 = 𝑥𝑦(10 − 𝑥 − 𝑦)  

↳ 𝐷𝑖𝑢𝑏𝑎ℎ 𝑍 = 10𝑥𝑦 − 𝑥2𝑦 − 𝑥𝑦2 
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𝜕𝑍

𝜕𝑥
= 10𝑦 − 2𝑥𝑦 − 𝑦2 

 

𝜕𝑍

𝜕𝑦
= 10𝑥 − 𝑥2 − 2𝑥𝑦 

 

Langkah 1: 

Mencari titik-titik kritis 

 

 

𝜕𝑍

𝜕𝑥
= 0

𝜕𝑍

𝜕𝑦
= 0

 

 

(I)10𝑦 − 2𝑥𝑦 − 𝑦2

(II)10𝑥 − 𝑥2 − 2𝑥𝑦 
 

 

(I)   𝑦(10 − 2𝑥 − 𝑦) = 0  

(II) 𝑥(10 − 𝑥 − 2𝑦) = 0 

 

               (I)  (10 − 2𝑥 − 𝑦) = 0   

               (II) (10 − 𝑥 − 2𝑦) = 0 

 

Jika ingin menggunakan SPL Non Homogen 

 

−2𝑥 − 𝑦 = −10
−𝑥 − 2𝑦 = −10

  

 

𝑎𝑡𝑎𝑢 {
2𝑥 + 𝑦 = 10
𝑥 + 2𝑦 = 10

 

 

(
2 1
1 2

|
10
10
)
B12 
~
(
1 2
2 1

|
10
10
)
B21(−2) 
~

(
1 2
0 −3

|
10
−10

)
B
2(−

1
3
)  

~
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(
1 2
0 1

|
10
10
3
)
B12(−2)  
~

(
1 0
0 1

|

10
3
10
3

) 

 

→ 𝑥 =
10
3

→ 𝑦 =
10
3

 

Titik kritisnya (𝑥1, 𝑦1) = (
10

3
,
10

3
) 

Didapat nilai maksimum 

 

𝑍 = 𝑥𝑦(10 − 𝑥 − 𝑦) 

 

𝑍 = (
10

3
)(
10

3
)(10 −

10

3
−
10

3
) 

 

= (
10

3
)
3

=
1000

27
 

 

*) Turunan / Turunan parsial dari fungsi … (Fungsi dari 

fungsi) 

 

(I) Jika Z = f (x, y) sedangkan x = g(t); y = h(t) → 1 

variabel t 

 

 Z = f (g(t), h(t)) → Z fungsi 1 variabel t 

 

Turunannya turunan biasa: 
𝑑𝑍

𝑑…
 

(bukan turunan parsial) 

 

(II) Jika Z = f (x, y) sedangkan x = g (u, v); y = h (u, 

v) → 2 variabel 
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Z = f (g(u, v), h(u,v)) → Z fungsi dua variabel u 

dan v 

 

Turunannya turunan parsial: 
𝜕𝑍

𝜕𝑢
;  
𝜕𝑍

𝜕𝑣
 

 

Dari (I) Cara mencari  
𝑑𝑍

𝑑𝑡
=

𝜕𝑍

𝜕𝑥
.
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+

𝜕𝑍

𝜕𝑦
.
𝑑𝑦

𝑑𝑡
 

 

Dari (II) Cara mencari  

𝜕𝑍

𝜕𝑢
=

𝜕𝑍

𝜕𝑥
 
𝜕𝑥

𝜕𝑢
+

𝜕𝑍

𝜕𝑦
 
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑍

𝜕𝑣
=

𝜕𝑍

𝜕𝑥
 
𝜕𝑍

𝜕𝑣
+

𝜕𝑍

𝜕𝑦
 
𝜕𝑦

𝜕𝑣

 

 

Contoh 1 

 

𝑍 = 𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑥 + 3𝑦 − 1 

   

Ditanya: 
𝑑𝑍

𝑑𝜃
 (turunan biasa) 

 

 Jawab: 

   
𝑑𝑍

𝑑𝜃
=

𝜕𝑍

𝜕𝑥
 
𝜕𝑥

𝜕𝜃
+

𝜕𝑍

𝜕𝑦
 
𝜕𝑦

𝜕𝜃
  

 

 Dari 𝑍 = 𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑥 + 3𝑦 − 1 

 

didapat →
𝜕𝑍

𝜕𝑥
= 2𝑥 + 2 

↳  
𝜕𝑍

𝜕𝑦
= 2𝑦 + 3  

  

Dari 𝑥 = sin 𝜃 didapat  
𝑑𝑥

𝑑𝜃
= cos𝜃 
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Dari 𝑥 = cos 𝜃 didapat  
𝑑𝑦

𝑑𝜃
= −sin 𝜃 

 

𝑑𝑦

𝑑𝜃
 = (2𝑥 + 2) cos𝜃 + (2𝑦 + 3)(−sin 𝜃) 

= (2 sin 𝜃 + 2) cos𝜃 + (2 cos𝜃 + 3)(−sin 𝜃) 

= 2 sin 𝜃 cos𝜃 + 2 cos 𝜃 − 2 cos𝜃 sin 𝜃 −3sin 𝜃 

= 2 cos 𝜃 −3sin 𝜃 

 

Contoh (2) 

 

Z = 2x + 3y + 5 ,  x = uv ,  y = 2u + 3v 

 

 Ditanya: 
𝜕𝑍

𝜕𝑢
,
𝜕𝑍

𝜕𝑣
 

 

 Jawab: Dari (i) 
𝜕𝑍

𝜕𝑢
=

𝜕𝑍

𝜕𝑥
 
𝜕𝑥

𝜕𝑢
+

𝜕𝑍

𝜕𝑦
 
𝜕𝑦

𝜕𝑢
 

 

   (ii) 
𝜕𝑍

𝜕𝑣
=

𝜕𝑍

𝜕𝑥
 
𝜕𝑥

𝜕𝑣
+

𝜕𝑍

𝜕𝑦
 
𝜕𝑦

𝜕𝑣
 

 

  Dari Z = 2x + 3y + 5 
𝜕𝑍

𝜕𝑥
= 2 

 

     
𝜕𝑍

𝜕𝑦
= 3 

 

  Dari x = uv 
𝜕𝑥

𝜕𝑢
= 𝑣 

 

    
𝜕𝑥

𝜕𝑣
= 𝑢 

   

  Dari y = 2u + 3v 
𝜕𝑦

𝜕𝑢
= 2 
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𝜕𝑦

𝜕𝑣
= 3 

 

(1) 
𝜕𝑍

𝜕𝑢
= (2)(𝑣) + (3)(2) 

  = 2𝑣 + 6 

 

(2) 
𝜕𝑍

𝜕𝑣
= (2)(𝑢) + (3)(3) 

  = 2𝑣 + 9 

 

*) Turunan parsial fungsi implisit F (x, y, z) = 0 

 

𝜕𝑍

𝜕𝑥
= −

𝜕𝐹
𝜕𝑥
𝜕𝐹
𝜕𝑍

 
𝜕𝑍

𝜕𝑦
= −

𝜕𝐹
𝜕𝑦
𝜕𝐹
𝜕𝑍

 
𝜕𝑍

𝜕𝑡
≠ 0  

 

Contoh: 

 

Cari 
𝜕𝑍

𝜕𝑥
 dan 

𝜕𝑍

𝜕𝑦
  

 

dari: 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 9 

 

Jawab: 

 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 → 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 9 = 0 

    

  
𝜕𝐹

𝜕𝑥
= 2𝑥 ; 

 

  
𝜕𝐹

𝜕𝑦
= 2𝑦 ; 
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𝜕𝐹

𝜕𝑧
= 2𝑧 

 

∴
𝜕𝑍

𝜕𝑥
= −

2𝑥

2𝑍
= −

𝑥

𝑧
 

 

∴
𝜕𝑍

𝜕𝑦
= −

2𝑦

2𝑍
= −

𝑦

𝑧
 

 

Contoh (3) 

Diketahui bilangan riil … 10 

Pecahlah / bagilah bilangan 10 + … menjadi tiga bilangan riil 

… sedemikian rupa sehingga hasil kalinya maksimum 

 

10  

(𝐼) > 0 (𝐼𝐼) > 0 (𝐼𝐼𝐼) > 0 (𝐼)(𝐼𝐼)(𝐼𝐼𝐼) > 0 

 1 1 8 𝑧 = (1)(1)(8) = 8 

2 3 5 𝑧 = (2)(3)(5) = 30 

7 2 1 𝑧 = (7)(2)(1) = 14 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 

5 3 2  

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 

(𝑎) (𝑏) (𝑐) 𝑧 = 𝑎𝑏𝑐 = 𝑚𝑎𝑥 

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 

6 1 3  

4 3 3 𝑧 = (4)(3)(3) = 36 
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(𝑥) > 0 (𝑦) > 0 (10 − 𝑥 − 𝑦) > 0 
𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)
↳ dicari maksimumnya 

   

 

Langkah 3. 

  

Diselidiki untuk setiap titik-titik kritisnya 

   

Kemungkinan-kemungkinannya 

1. Jika 𝐴𝐶 − 𝐵2 > 0 & 𝐴 < 0 → terjadi maksimum 

2. Jika 𝐴𝐶 − 𝐵2 > 0 & 𝐴 > 0 → terjadi minimum 

3. Jika 𝐴𝐶 − 𝐵2 < 0 → tidak terjadi ekstreme 

4. Jika 𝐴𝐶 − 𝐵2 = 0 →

⋯dapat terjadi maksimum ataupun minimum 

 

*) Turunan parsial dari fungsi 3 variabel U = f (x, y, z) 

 

𝑈 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) → 𝑡𝑢𝑟𝑢𝑛𝑎𝑛 𝑝𝑎𝑟𝑠𝑖𝑎𝑙  

 

↳ 𝑘𝑒 𝑥 ⟶
𝜕𝑈

𝜕𝑥
 (𝑠𝑒𝑙𝑎𝑖𝑛 𝑥 𝑑𝑖𝑎𝑛𝑔𝑔𝑎𝑝 𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛) 

 

↳ 𝑘𝑒 𝑦 →
𝜕𝑈

𝜕𝑦
 (𝑠𝑒𝑙𝑎𝑖𝑛 𝑦 𝑑𝑖𝑎𝑛𝑔𝑔𝑎𝑝 𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛) 

 

↳ 𝑘𝑒 𝑧 →
𝜕𝑈

𝜕𝑧
 (𝑠𝑒𝑙𝑎𝑖𝑛 𝑧 𝑑𝑖𝑎𝑛𝑔𝑔𝑎𝑝 𝑘𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛) 

 

Contoh (1) 𝑈 = 𝑥2𝑦3𝑧4 + 3𝑥 − 5𝑦 + 6𝑧2 + 8 

 

𝜕𝑈

𝜕𝑥
= 2𝑥𝑦3𝑧4 + 3 
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𝜕𝑈

𝜕𝑦
= 3𝑥2𝑦2𝑧4 − 5 

 

𝜕𝑈

𝜕𝑧
= 4𝑥2𝑦3𝑧3 + 12𝑧 

 

Mencari turunan parsiil ke 2 pada dasarnya seperti pada 

2 dari fungsi 2 variabel 

 

(i) Dari 
𝜕𝑈

𝜕𝑥
 didapat  

 

↳ 𝑘𝑒 𝑥 →
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑈

𝜕𝑥
) =  

𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
 

 

↳ 𝑘𝑒 𝑦 →
𝜕𝑈

𝜕𝑦
(
𝜕𝑈

𝜕𝑥
) =

𝜕2𝑈

𝜕𝑦𝜕𝑥
 

 

↳ 𝑘𝑒 𝑧 →
𝜕𝑈

𝜕𝑧
(
𝜕𝑈

𝜕𝑥
) =

𝜕2𝑈

𝜕𝑧𝜕𝑥
 

 

(ii) Dari 
𝜕𝑈

𝜕𝑦
  

↳ 𝑘𝑒 𝑥 →
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑈

𝜕𝑦
) =

𝜕2𝑈

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

 

↳ 𝑘𝑒 𝑦 →
𝜕𝑈

𝜕𝑦
(
𝜕𝑈

𝜕𝑦
) =

𝜕2𝑈

𝜕𝑦2
 

 

↳ 𝑘𝑒 𝑧 →
𝜕𝑈

𝜕𝑧
(
𝜕𝑈

𝜕𝑦
) =

𝜕2𝑈

𝜕𝑧𝜕𝑦
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(iii) Dari 
𝜕𝑈

𝜕𝑍
  

↳ 𝑘𝑒 𝑥 →
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑈

𝜕𝑧
) =

𝜕2𝑈

𝜕𝑥𝜕𝑧
 

 

↳ 𝑘𝑒 𝑦 →
𝜕𝑈

𝜕𝑦
(
𝜕𝑈

𝜕𝑧
) =

𝜕2𝑈

𝜕𝑦𝜕𝑧
 

 

↳ 𝑘𝑒 𝑧 →
𝜕𝑈

𝜕𝑧
(
𝜕𝑈

𝜕𝑧
) =

𝜕2𝑈

𝜕𝑧2
 

 

…: 
𝜕2𝑈

𝜕𝑦𝜕𝑥
=
𝜕2𝑈

𝜕𝑥𝜕𝑦
 ;  

 

 
𝜕2𝑈

𝜕𝑧𝜕𝑥
=
𝜕2𝑈

𝜕𝑥𝜕𝑧
 ;   

 

𝜕2𝑈

𝜕𝑦𝜕𝑧
=
𝜕2𝑈

𝜕𝑧𝜕𝑦
 

 

Pada Kalkulus 1 

 

∫(𝑥2 + 3𝑥 − 1)𝑑𝑥

2

1

= ∫ (𝑥2 + 3𝑥 − 1)𝑑𝑥

𝑥=2

𝑥=1

 

 

= (
1

3
𝑥3 +

3

2
𝑥2 − 𝑥)│

𝑥 = 2

𝑥 = 1
 

 

= (
8

3
+ 6 − 2) − (

1

3
+
3

2
− 1) 

 

= …  
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𝐂𝐨𝐧𝐭𝐨𝐡 (𝟐) 

 

Cari 
𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
 ;  
𝜕2𝑈

𝜕𝑦𝜕𝑥
 ;   

𝜕2𝑈

𝜕𝑧𝜕𝑥
 ;   

𝜕2𝑈

𝜕𝑧𝜕𝑦
 dari Contoh (1) 

Jawab: 

Dari Contoh (1) 
𝜕𝑈

𝜕𝑥
= 2𝑥𝑦3𝑧4 + 3  

 

 ↳ (𝑖)
𝜕2𝑈

𝜕𝑥2
=

𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑈

𝜕𝑥
) 

 

=
𝜕

𝜕𝑥
(2𝑥𝑦3𝑧4 + 3) 

 

= 2𝑦3𝑧4 

 

 ↳ (𝑖𝑖)
𝜕2𝑈

𝜕𝑦𝜕𝑥
=

𝜕𝑈

𝜕𝑦
(
𝜕𝑈

𝜕𝑥
) 

 

=
𝜕𝑈

𝜕𝑦
(2𝑥𝑦3𝑧4 + 3) 

 

= 6𝑥𝑦2𝑧4 

 

 ↳ (𝑖𝑖𝑖)
𝜕2𝑈

𝜕𝑧𝜕𝑥
=

𝜕𝑈

𝜕𝑧
(
𝜕𝑈

𝜕𝑥
) 

 

 =
𝜕𝑈

𝜕𝑧
(2𝑥𝑦3𝑧4 + 3) 

 

= 8𝑥𝑦3𝑧3 

 

 ↳ (𝑖𝑣)
𝜕2𝑈

𝜕𝑧𝜕𝑦
=

𝜕𝑈

𝜕𝑧
(
𝜕𝑈

𝜕𝑦
) 
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 =
𝜕𝑈

𝜕𝑧
(3𝑥2𝑦2𝑧4 − 5) = 12𝑥2𝑦2𝑧3 

 

*) Integral dari fungsi 2 variabel f (x, y) dan fungsi 3 

variabel f (x, y, z) 

a. Integral dari fungsi 2 variabel f(x, y) 

berbentuk integral lipat dua ∬  

b. Integral dari fungsi 3 variabel f(x, y, z) 

berbentuk integral lipat tiga ∭  

 

Prasyarat: 

Paham integral 1 variabel 

𝑓(𝑥) → ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥… ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

 

*) Integral dari fungsi 2 variabel f(x, y) menggunakan 

∬ → … 

… dua kali 

 

Dimulai contoh-contoh menghitung double integral 

dari f (x, y) 

 

𝐂𝐨𝐧𝐭𝐨𝐡 (𝟏) 

 

∫∫(2𝑥𝑦 + 𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑦

4

3

𝑑𝑥

2

1

 

 

jika ditulis secara lebih lengkap menjadi 
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∫{∫(2𝑥𝑦 + 𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑦

4

3

}𝑑𝑥

2

1

= ∫ { ∫ (2𝑥𝑦 + 𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑦

𝑦=4

𝑦=3

}𝑑𝑥

𝑥=2

𝑥=1

 

yang dihitung terlebih 

dahulu yang di dalam 

kurung 

∫ (2𝑥𝑦 + 𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑦 → Jika menggunakan 𝑑𝑦

𝑦=4

𝑦=3

 

→ 𝑦 sebagai variabel  

 

integral dalam variabel y Selain y dianggap konstan 

 

= (𝑥𝑦2 + 𝑥2𝑦 +
1

3
𝑦3)│

𝑦 = 4

𝑦 = 3
 

 

= (16𝑥 + 4𝑥2 +
64

3
) − (9𝑥 + 3𝑥2 + 9) 

 

= 7𝑥 + 𝑥2 +
37

3
 

 

∴ ∫ { ∫ (2𝑥𝑦 + 𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑦

𝑦=4

𝑦=3

}𝑑𝑥

𝑥=2

𝑥=1

 

 

= ∫ (7𝑥 + 𝑥2 +
37

3
)𝑑𝑥

𝑥=2

𝑥=1

→ variabelnya x 
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= (
7

2
𝑥2 +

1

3
𝑥3 +

37

3
𝑥)│

2

1
 

 

= (
28

2
+
8

3
+
74

3
) − (

7

2
+
1

3
+
37

3
) 

 

Dari (I) Cara mencari  
𝑑𝑍

𝑑𝑡
=

𝜕𝑍

𝜕𝑥
.
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+

𝜕𝑍

𝜕𝑦
.
𝑑𝑦

𝑑𝑡
 

 

Dari (II) Cara mencari  

𝜕𝑍

𝜕𝑢
=

𝜕𝑍

𝜕𝑥
 
𝜕𝑥

𝜕𝑢
+

𝜕𝑍

𝜕𝑦
 
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑍

𝜕𝑣
=

𝜕𝑍

𝜕𝑥
 
𝜕𝑍

𝜕𝑣
+

𝜕𝑍

𝜕𝑦
 
𝜕𝑦

𝜕𝑣

 

 

Contoh: 

Carilah nilai ekstrem dari persamaan berikut 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥3 + 2𝑥𝑦 − 𝑦2 

Jawab: 

titik kritis 

𝑓𝑥(𝑥, 𝑦) = 3𝑥
2 + 2𝑦 = 0 

𝑓𝑦(𝑥, 𝑦) = 2𝑥 − 2𝑦 = 0 

melalui eliminasi kedua fungsi tersebut 𝑓𝑥(𝑥, 𝑦) dan 𝑓𝑦(𝑥, 𝑦) 

didapat 

3𝑥2 + 2𝑥 = 0 

𝑥(3𝑥 + 2) = 0 

maka 

𝑥 = 0 ;  𝑦 = 0 → 𝐴(0,0) 
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atau 

𝑥 = −
2

3
 ;  𝑦 = −

2

3
 → 𝐵 (−

2

3
,−
2

3
) 

𝐷(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑥𝑥(𝑥, 𝑦)𝑓𝑦𝑦(𝑥, 𝑦) − 𝑓𝑥𝑦
2 (𝑥, 𝑦) 

𝑓𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) = 6𝑥 

𝑓𝑦𝑦(𝑥, 𝑦) = −2 

𝑓𝑥𝑦(𝑥, 𝑦) = 2 

𝐷(𝑥, 𝑦) = −12𝑥 − 22 = −12𝑥 − 4 

Titik 𝐴(0,0) 

𝐷(𝐴) ⟹ 𝐷(0,0) = −12 ⋅ 0 − 22 = −4 < 0 

𝐷 < 0 → 𝐴(0,0) titik pelana 

Titik 𝐵 (−
2

3
, −

2

3
) 

𝐷(𝐵) ⟹ 𝐷 (−
2

3
, −
2

3
) = −12 (−

2

3
) − 22 

= −12 (−
2

3
) − 4 

= 4 

𝐷 (−
2

3
, −
2

3
) = 4 > 0 

  𝑓𝑥𝑥 (−
2

3
,−
2

3
) = 6 (−

2

3
) 

= −4 < 0 

𝑓(𝐵) → nilai maks relatif 
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substitusikan nilai ke dalam persamaan 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥3 + 2𝑥𝑦 − 𝑦2 

∴   𝑓 (−
2

3
, −
2

3
) = (−

2

3
)
3

+ 2(−
2

3
) (−

2

3
) − (−

2

3
)
2

 

=
4

27
 

Contoh: 

Carilah nilai ekstrem dari persamaan berikut ini 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥3 + 3𝑥𝑦 + 𝑦3 

Jawab: 

titik kritis 

𝑓𝑥(𝑥, 𝑦) = 3𝑥
2 + 3𝑦 = 0 

𝑓𝑦(𝑥, 𝑦) = 3𝑥 + 3𝑦2 = 0 

berdasarkan eliminasi dari kedua persamaan tersebut di atas, 

didapat 

3𝑥3 − 3𝑦3 = 0 

𝑥 = 𝑦  

substitusikan ke dalam persamaan sebelumnya 

3𝑥2 + 3𝑥 = 0 

3𝑥(𝑥 + 1) = 0 

maka didapat 

𝑥 = 0; 𝑦 = 0 → 𝐴(0,0) 
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atau 

𝑥 = −1; 𝑦 = −1 → 𝐵(−1,−1) 

𝑓𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) = 6𝑥 

𝑓𝑦𝑦(𝑥, 𝑦) = 6𝑦 

𝑓𝑥𝑦(𝑥, 𝑦) = 3 

𝐷(𝑥, 𝑦)  = 𝑓𝑥𝑥(𝑥, 𝑦)𝑓𝑦𝑦(𝑥, 𝑦) − 𝑓𝑥𝑦
2 (𝑥, 𝑦) 

 = 36𝑥𝑦 − 9 

Titik 𝐴(0,0) → 𝐷(𝐴) ⟹ 𝐷(0,0) = 36 ⋅ 0 ⋅ 0 − 9 = −9 < 0 

↳ titik pelana 

Titik 𝐵(−1,−1) 

𝐷(𝐵) ⟹ 𝐷(−1,−1) = 36(−1)(−1) − 9 = 27 > 0 

𝑓𝑥𝑥(−1, −1)   = 6(−1) 

 = −6 < 0 

nilai maksimum relatif 

∴ 𝑓(𝑥, 𝑦)    = 𝑥3 + 3𝑥𝑦 + 𝑦3 

 = (−1)3 + 3(−1)(−1)+ (−1)3   

 = 1 

4. Rangkuman 

untuk setiap titik-titik kritisnya. 

Kemungkinannya: 

a. Jika AC − B2 > 0 & A < 0 → 𝑡𝑒𝑟𝑗𝑎𝑑𝑖 𝑚𝑎𝑘𝑠𝑖𝑚𝑢𝑚 

b. Jika AC − B2 > 0 & A > 0 → 𝑡𝑒𝑟𝑗𝑎𝑑𝑖 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑢𝑚 

c. Jika AC − B2 < 0 → 𝑡𝑖𝑑𝑎𝑘 𝑡𝑒𝑟𝑗𝑎𝑑𝑖 𝑒𝑘𝑠𝑡𝑟𝑖𝑚 
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d. Jika AC − B2 = 0 

↳ 𝑑𝑎𝑝𝑎𝑡 𝑡𝑒𝑟𝑗𝑎𝑑𝑖 𝑚𝑎𝑘𝑠𝑖𝑚𝑢𝑚 𝑎𝑡𝑎𝑢 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑢𝑚 

 

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek 

Tentukan titik-titik ekstrim dan jenisnya, serta harga 

maksimum atau minimum fungsi dua variabel berikut: 

𝑧 = 𝑥2𝑦2(2𝑥 + 4𝑦 + 1) 

 

6. Evaluasi Pembelajaran 

Tentukan titik-titik ekstrim dan jenisnya, serta harga 

maksimum atau minimum fungsi dua variabel berikut: 

𝑧 = (𝑥 − 𝑦)(1 − 𝑥𝑦) 

7. Umpan Balik 

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada 

pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal 

yang diberikan, kemudian dilanjutkan dengan diskusi 

tentang jawaban maupun perbaikan dari setiap soal-soal 

yang diberikan. 

 

III. Kegiatan Pembelajaran 2 

1. Judul Kegiatan Pembelajaran 

Contoh Latihan Soal & Pembahasan 

 

2. Kemampuan Akhir (KA) dan Sub Kemampuan Akhir 

Kemampuan Akhir: Kemampuan matematis yang meliputi 

ketepatan penyelesaian dalam mencari nilai ekstrim 

(maksimum/minimum) dari fungsi dua variabel. 

Sub kemampuan Akhir: Kemampuan matematis yang 

terstruktur yang berkaitan dengan turunan parsial dua 

variable atau lebih. 



62 

 

3. Uraian, Contoh dan Ilustrasi 

Contoh (1): 

Tentukan titik-titik ekstrim dan jenisnya, serta harga 

maksimum atau minimum dari fungsi dua variabel berikut 

ini: 

𝑧 = 𝑥3 + 𝑦3 − 3𝑥𝑦 

Jawab: 

Syarat ekstrim: 

𝜕𝑧

𝜕𝑥
= 0 dan 

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 0  

𝜕𝑧

𝜕𝑥
= 3𝑥2 − 3𝑦 = 0 

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 3𝑦2 − 3𝑥 = 0 → 𝑥 = 𝑦2 

3(𝑦2)2 − 3𝑦 = 0 

3𝑦4 − 3𝑦 = 0 → 3𝑦(𝑦3 − 1) = 0 

3𝑦 = 0 → 𝑦 = 0 → 𝑥 = 0 

𝑦3 − 1 = 0 → 𝑦 = 1 → 𝑥 = 1 

∴ Jadi, titik kritis (0,0) dan (1,1) 

 

Syarat titik kritis menjadi titik ekstrim jika dipenuhi: 

(𝑥0, 𝑦0) > 0 

⇒
𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
⋅
𝜕2𝑧

𝜕𝑦2
− (

𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
)

2

= 6𝑥 ⋅ 6𝑦 − (−3)2 
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di (0,0) =  0–  9 <  0, jadi titik (0,0) bukan merupakan titik 

ekstrim 

di (1,1) =  6 ⋅ 1 ⋅ 6 ⋅ 1–  9 >  0, jadi titik (1,1) merupakan 

titik ekstrim 

Jenis ekstrim maksimum atau minimum menggunakan 

ketentuan / ditentukan dengan: 

𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
 di (1,1) = 6 ⋅ 1 = 6 > 0 

maka, (1,1) merupakan titik ekstrim minimum 

Harga fungsi minimum: 

𝑍𝑚𝑖𝑛   = 𝑥
3 + 𝑦3 − 3𝑥𝑦 

   = 1 + 1 − 3 

= −1 

Contoh (2): 

Tentukan titik-titik ekstrim dan jenisnya, serta harga maksimum 

atau minimum dari fungsi dua variabel berikut ini: 

𝑧 = 𝑥3 + 3𝑥𝑦2 − 15𝑥 − 12𝑦 

Jawab: 

Syarat ekstrim: 

𝜕𝑧

𝜕𝑥
= 0 dan 

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 0 

𝜕𝑧

𝜕𝑥
= 3𝑥2 + 3𝑦2 − 15 = 0 → 𝑥2 + 𝑦2 − 5 = 0 

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 6𝑥𝑦 − 12 = 0 → 𝑥 =

2

𝑦
→ (

2

𝑦
)
2

+ 𝑦2 − 5 = 0 
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4

𝑦2
+ 𝑦2 − 5 = 0 → 4 + 𝑦4 − 5𝑦2 = 0 

𝑦4 − 5𝑦2 + 4 = 0 

(𝑦2 − 4)(𝑦2 − 1) = 0 

𝑦2 − 4 = 0 → 𝑦1 = 2 dan 𝑦2 = −2 → 𝑥1 = 1 dan 𝑥2 = −1 

𝑦2 − 1 = 0 → 𝑦3 = 1 dan 𝑦4 = −1 → 𝑥3 = 2 dan 𝑥4 = −2 

Jadi, titik-titik kritis: (1,2), (−1,−2), (2,1), dan (−2, −1) 

Syarat titik kritis menjadi titik ekstrim jika dipenuhi: 

(𝑥0, 𝑦0) > 0 

⟹
𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
⋅
𝜕2𝑧

𝜕𝑦2
− (

𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
)

2

= 6𝑥 ⋅ 6𝑥 − (6𝑦)2 

di (1,2) =  36 −  36 ⋅ 22 <  0 

jadi titik (1,2) bukan merupakan titik ekstrim 

di (−1, −2) =  36(−1)2 −  36 ⋅ (−2)2 <  0 

jadi titik (-1,-2) bukan merupakan titik ekstrim 

di (2,1) =  36 ⋅ 22 −  36(1)2 >  0 

jadi titik (2,1) merupakan titik ekstrim 

di (−2, −1) =  36 ⋅ (−2)2 −  36(−1)2 >  0 

jadi titik (-2,-1) merupakan titik ekstrim. 

Jenis ekstrim maksimum atau minimum menggunakan ketentuan 

dengan: 

𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
 di (2,1) = 6 ⋅ 2 = 12 > 0 
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maka (2,1) merupakan titik ekstrim minimum 

Harga fungsi minimum: 

𝑍𝑚𝑖𝑛 = 𝑥
3 + 3𝑥𝑦2 − 15𝑥 − 12𝑦 

   = 23 + 3 ⋅ 2 ⋅ 12 − 15(2) − 12(1) 

 = −28 

𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
 di (−2,−1) = 6(−2) = −12 < 0 

maka (-2,-1) merupakan titik ekstrim maksimum 

Harga fungsi maksimum: 

𝑍𝑚𝑎𝑘𝑠 = 𝑥
3 + 3𝑥𝑦2 − 15𝑥 − 12𝑦 

  = (−2)3 + 3(−2)(−1)2 − 15(−2) − 12(−1) 

  = 28 

4. Rangkuman 

Mencari nilai ekstrim (maksimum/minimum) dari fungsi 2 

variabel Z = F (X,Y) 

Cara mencari niali ekstrim dari Z =  f (x, y)  

Langkah 1: 

 

Mencari titik-titik kritisnya dengan turunan parsial ke-1 

 

𝜕𝑍

𝜕𝑥
= 0

𝜕𝑍

𝜕𝑦
= 0

→ diperoleh satu atau lebih dari satu titik kritis 
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Langkah 2: 

Mencari turunan parsial ke-2 

 

𝜕2𝑍

𝜕𝑥2
menggunakan A 

𝜕2𝑍

𝜕𝑦𝜕𝑥
atau 

𝜕2𝑍

𝜕𝑥𝜕𝑦
menggunakan B  

𝜕2𝑍

𝜕𝑦2
menggunakan C  

  

→ dicari AC − B2  

 

Langkah 3: 

 

Diselidiki untuk setiap titik-titik kritisnya. 

 

Kemungkinannya: 

1. Jika AC − B2 > 0 & A < 0 → 𝑡𝑒𝑟𝑗𝑎𝑑𝑖 𝑚𝑎𝑘𝑠𝑖𝑚𝑢𝑚 

2. Jika AC − B2 > 0 & A > 0 → 𝑡𝑒𝑟𝑗𝑎𝑑𝑖 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑢𝑚 

3. Jika AC − B2 < 0 → 𝑡𝑖𝑑𝑎𝑘 𝑡𝑒𝑟𝑗𝑎𝑑𝑖 𝑒𝑘𝑠𝑡𝑟𝑖𝑚 

4. Jika AC − B2 = 0 

↳ 𝑑𝑎𝑝𝑎𝑡 𝑡𝑒𝑟𝑗𝑎𝑑𝑖 𝑚𝑎𝑘𝑠𝑖𝑚𝑢𝑚 𝑎𝑡𝑎𝑢 𝑚𝑖𝑛𝑖𝑚𝑢𝑚 

 

5. Latihan 

Tentukan titik-titik ekstrim dan jenisnya, serta harga 

maksimum atau minimum fungsi dua variabel berikut: 

𝑧 = 3𝑥3 + 9𝑥𝑦2 − 45𝑥 − 36𝑦 

6. Evaluasi Pembelajaran 

1) Selidiki apakah 

 

𝑍 = 𝑥2 − 𝑥𝑦 + 𝑦2 + 3𝑥 − 2𝑦 + 1 
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mempunyai titik maksimum atau minimum, berapa 

nilainya! 

 

2) Carilah nilai ekstrim dari 

 

𝑍 = 𝑥3 + 𝑦3 − 3𝑥𝑦  

 

7. Umpan Balik 

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada 

pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-

soal yang diberikan, kemudian dilanjutkan dengan 

diskusi tentang jawaban maupun perbaikan dari setiap 

soal-soal yang diberikan. 

 

IV. Penutup 

1. Rangkuman 

Modul ini memuat rangkuman materi yang tercantum 

pada rangkuman kegiatan pembelajaran 1 dan 2. Modul 

ini menuntun mahasiswa memahami materi Nilai 

Ekstrim (Maksimum/Minimum) Fungsi Dua Variabel 

secara mandiri maupun kelompok. Selanjutnya 

dilakukan assessment yaitu dengan melakukan kuis 

pada materi yang telah dipelajari. 

2. Petunjuk Jawaban Evaluasi Kegiatan Pembelajaran 

Jawaban dari evaluasi tidak dicantumkan, dikarenakan 

setiap permasalahan dapat diselesaiakan dengan 

jawaban yang terbuka. 

 

3. Daftar Istilah 

Ekstrim : Tititk maksimum atau minimum pada fungsi 

Implisit : Fungsi yang tak dinyatakan langsung dalam  

satu variabel 
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Kritis : Titik dimana turunan pertama suatu fungsi nol  

atau tidak ada 
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MODUL 3 

INTEGRAL LIPAT DUA (BAGIAN PERTAMA) 

 

I. Pendahuluan 

1. Deskripsi Singkat Modul III 

Integral lipat dua (double integrals) merupakan bentuk 

integral biasa atau tunggal hasil pengintegralan pertama 

harus diintegralkan kembali. Setelah mempelajari modul 

ini, mahasiswa akan mampu menghitung integral lipat dua 

dalam koordinat kartesius yang meliputi: 

3) Integral lipat dua pada daerah persegi panjang 

4) Integral lipat dua pada daerah umum 

5) Menghitung luas antara dua kurva 

2. Capaian Pembelajaran Lulusan 

Mahasiswa diharapkan dapat memahami dan menghitung 

integral lipat dua. 

3. Kemampuan Akhir 

Mahasiswa diharapkan mampu memahami dan 

menghitung integral lipat dua. 

4. Persyaratan Kompetensi 

Kegiatan Proses Belajar (KPB): 3x(2x50) 

Kegiatan Pembelajaran Terstruktur (KPT): 3x(2x60) 

Kegiatan Mandiri (KM): 3x(2x60) 

5. Kegunaan Modul 

Setelah mempelajari Modul II, mahasiswa diharapkan 

dapat memahami dan menyelesaikan integral lipat dua. 

6. Materi Pokok dan Sub Materi Pokok 

Integral lipat dua: koordinat kartesius/koordinat polar. 
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II. Kegiatan Pembelajaran 1 

1. Judul Kegiatan Pembelajaran 

Double Integral 

 

2. Kemampuan Akhir (KA) dan Sub Kemampuan Akhir 

Kemampuan Akhir: Kemampuan matematis yang meliputi 

ketepatan penyelesaian dalam menyelesaikan integral lipat 

dua. 

Sub kemampuan Akhir: Kemampuan matematis yang 

terstruktur yang berkaitan dengan penyelesaian integral 

lipat dua, ketepatan penyelesaian mencari luas. 

 

3. Uraian, Contoh dan Ilustrasi 

Pada Kalkulus 2 

∗ Double integral: 

 Bentuk umumnya 

∬𝑓(𝑥, 𝑦)

𝐿

𝑑𝐿   

ada 2 urutan 𝑑𝐿 

 
↳
↳

𝑑𝐿 = 𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑𝐿 = 𝑑𝑥𝑑𝑦
 

 

Gambar 3. 1. Luasan L dengan Integral Fungsi 2 Variabel 

Gambar 3.1 merupakan integral dari fungsi 2 variabel f(x, 



71 

 

y) pada suatu luasan L. 

 

Pada bidang xy atau xoy 

(*) Cara menghitung double integral 

 

 Beberapa contoh pendahuluan 

 

(1) Akan dihitung bentuk double integral sebagai 

berikut: 

 

∫∫(𝑥2 + 𝑦2)

4

3

𝑑𝑦

2

1

𝑑𝑥 

 

jika ditulis lebih lengkap/jelas sebagai berikut 

 

∫{∫(𝑥2 + 𝑦2)

4

3

𝑑𝑦}𝑑𝑥

2

1

 

→ yang dihitung terlebih dahulu yang ada di 

dalam kurung 

Dihitung terlebih dahulu Integral∫(𝑥2 + 𝑦2)

4

3

𝑑𝑦 

→ variabelnya y 

 

Pada Kalkulus 1 

∫(𝑥2 + 𝑎2)

4

3

𝑑𝑥

→ variabelnya x, (selain x dianggap konstan) 
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= (
1

3
𝑥3 + 𝑎2)│

𝑥 = 4
𝑥 = 3

  

 

= (
1

3
(4)3 + 4𝑎2) − (

1

3
(3)3 + 3𝑎2) 

 

= ⋯  

 

∫(𝑏2 + 𝑦2)

4

3

𝑑𝑦

→ variabelnya y (selain y dianggap konstan) 

= (𝑏2) +
1

3
𝑦3│

𝑦 = 4

𝑦 = 3
 

 

= (4𝑏2 +
1

3
(4)3) − (3𝑏2 +

1

3
(3)3) 

 

(1) 

∫(𝑥2 + 𝑦3)

2

1

𝑑𝑥

→ variabelnya x, y konstan 

∫ (𝑥2 + 𝑦3)

𝑥=2

𝑥=1

𝑑𝑥 

= (
1

3
𝑥3 + 𝑦3𝑥)│

𝑥 = 2

𝑥 = 1
 

 

= (
8

3
+ 2𝑦3) − (

1

3
+ 𝑦3)  

 

(2) 

∫(𝑥2 + 𝑦3)

2

1

𝑑𝑦 → variabelnya y, x konstan 
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∫ (𝑥2 + 𝑦3)

𝑦=2

𝑦=1

𝑑𝑦 = (𝑥2𝑦 +
1

4
𝑦4)│

𝑦 = 2

𝑦 = 1
 

= (2𝑥2 + 4) − (𝑥2 +
1

4
)  

gabungan 

 

(1) ∫ (∫ (𝑥2 + 𝑦3)𝑑𝑦
2

1
)𝑑𝑥

1

0
 

Umumnya ditulis (1) ∫∫(𝑥2 + 𝑦3)𝑑𝑦

2

1

𝑑𝑥

1

0

 

Cara menghitungnya 

Dihitung terlebih dahulu yang di dalam tanda 

kurung 

 

∫(𝑥2 + 𝑦3)𝑑𝑦

2

1

→ variabelnya y 

(x sebagai konstan) 

= ∫ (𝑥2 + 𝑦3)𝑑𝑦

𝑦=2

𝑦=1

 

 

= (𝑥2𝑦 +
1

4
𝑦4)│

𝑦 = 2

𝑦 = 1
 

 

= (2𝑥2 + 4) − (𝑥2 +
1

4
) = 𝑥2 +

15

4
 

 

Jadi,∫∫(𝑥2 + 𝑦3)𝑑𝑦

2

1

𝑑𝑥

1

0
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= ∫ { ∫ (𝑥2 + 𝑦3)𝑑𝑦

𝑦=2

𝑦=1

}𝑑𝑥

𝑥=1

𝑥=0

  

 

= ∫ (𝑥2 +
15

4
)𝑑𝑥

𝑥=1

𝑥=0

→ variabelnya x 

 

= (
1

3
𝑥3 +

15

4
𝑥)│

𝑥 = 1

𝑥 = 0
 

 

= (
1

3
+
15

4
) − (0 − 0) 

 

=
1

3
+
15

4
 

 

=
4 + 45

12
=
49

12
 

 

(2) ∫∫(𝑥2 + 𝑦3)𝑑𝑥

2

1

𝑑𝑦

1

0

= ∫(∫(𝑥2 + 𝑦3)𝑑𝑥

2

1

)𝑑𝑦

1

0

 

 

Dihitung terlebih dahulu yang di dalam tanda kurung 

 

∫(𝑥2 + 𝑦3)𝑑𝑥

2

1

→ variabelya x 

= ∫ (𝑥2 + 𝑦3)𝑑𝑥

𝑥=2

𝑥=1
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= (
1

3
𝑥3 + 𝑥𝑦3)│

𝑥 = 2

𝑥 = 1
 

 

= (
8

3
+ 2𝑦3) − (

1

3
+ 𝑦3) 

 

= 𝑦3 +
7

3
 

 

Jadi ∫∫(𝑥2 + 𝑦3)𝑑𝑥

2

1

𝑑𝑦

1

0

  

 

= ∫ (𝑦3 +
7

3
)𝑑𝑦 → variabel 𝑦

𝑦=1

𝑦=0

 

 

= (
1

4
𝑦4 +

7

3
𝑦)│

𝑦 = 1

𝑦 = 0
 

 

=
1

4
+
7

3
 

 

=
3 + 28

12
 

 

=
31

12
 

 

Catatan: Dari Contoh (1) dan (2) terlihat bahwa urutan 

𝑑𝑦𝑑𝑥  dengan urutan 𝑑𝑥𝑑𝑦  berbeda hasilnya 
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Contoh 𝑎)∫∫(𝑥2𝑦3 + 4)𝑑𝑦

3

2

𝑑𝑥

1

0

 𝑏)∫∫(𝑥2𝑦3 + 4)𝑑𝑥

3

2

𝑑𝑦

1

0

 

 

Jawab: 𝑎) ∫ { ∫ (𝑥2𝑦3 + 4)𝑑𝑦

𝑦=3

𝑦=2

}𝑑𝑥

𝑥=1

𝑥=0

 

 

Dihitung terlebih dahulu ∫ (𝑥2𝑦3 + 4)𝑑𝑦

𝑦=3

𝑦=2

→ variabel 𝑦 

 

= (
1

4
𝑥2𝑦4 + 4𝑦)│

𝑦 = 3

𝑦 = 2
 

 

= (
81

4
𝑥2 + 12) − (4𝑥2 + 8) 

 

=
65

4
𝑥2 + 4 

 

∴ ∫∫(𝑥2𝑦3 + 4)𝑑𝑦

3

2

𝑑𝑥

1

0

= ∫ (
65

4
𝑥2 + 4)𝑑𝑥

𝑥=1

𝑥=0

→ variabel 𝑥 

 

 = (
65

12
𝑥3 + 4𝑥)│

1

0
 

 

=
65

12
+ 4 =

113

12
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Jawab: 𝑏) ∫ { ∫ (𝑥2𝑦3 + 4)𝑑𝑥

𝑦=3

𝑦=2

}𝑑𝑦

𝑥=1

𝑥=0

 

 

Dihitung terlebih dahulu ∫ (𝑥2𝑦3 + 4)𝑑𝑥

𝑦=3

𝑦=2

→ variabel 𝑥 

 

= (
1

3
𝑥3𝑦3 + 4𝑥)│

𝑥 = 3

𝑥 = 2
 

 

= (9𝑦3 + 12) − (
8

3
𝑦3 + 8) 

 

=
19

3
𝑦3 + 4 

 

∴ ∫∫(𝑥2𝑦3 + 4)𝑑𝑥

3

2

𝑑𝑦

1

0

= ∫ (
19

3
𝑦3 + 4)𝑑𝑦

𝑥=1

𝑥=0

→ variabel 𝑦 

 

= (
19

12
𝑦4 + 4𝑦)│

1

0
 

 

=
19

12
+ 4 

 

=
67

12
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𝐂𝐨𝐧𝐭𝐨𝐡:  

 

Selesaikan persamaan berikut ini 

 

∫ ∫𝑑𝑦

𝑥

𝑥2

𝑑𝑥

1

0

 

 

Jawab:  

 

∫{∫𝑑𝑦

𝑥

𝑥2

}𝑑𝑥

1

0

 

Dihitung terlebih dahulu ∫ 𝑑𝑦

𝑥

𝑥2

→ variabel 𝑦 

= ∫ 𝑑𝑦

𝑦=𝑥

𝑦=𝑥2

 

 

= 𝑦│
𝑦 = 𝑥

𝑦 = 𝑥2
 

 

= 𝑥 − 𝑥2 

 

∴ ∫ ∫𝑑𝑦

𝑥

𝑥2

𝑑𝑥

1

0

= ∫(𝑥 − 𝑥2)𝑑𝑥

1

0

→ variabel 𝑥 

 

= ∫ (𝑥 − 𝑥2)𝑑𝑥

𝑥=1

𝑥=0
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= (
1

2
𝑥2 −

1

3
𝑥3)│

1

0
 

 

=
1

2
−
1

3
 

 

=
1

6
 

 

*) Bentuk umum double integral 

 

 

Gambar 3. 2. Grafik Luasan L 

∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐿

𝐿

 

dengan 𝑑𝐿
↗
↘

𝑑𝐿 = 𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑𝐿 = 𝑑𝑥𝑑𝑦
 

(1) Jika menggunakan urutan dL = dy dx 
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∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐿

𝐿

 = ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑦=𝑔1(𝑥)

𝑦=𝑔2(𝑥)

𝑑𝑦

𝑥=𝑏

𝑥=𝑎

𝑑𝑥 

 

= ∫{ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑔1(𝑥)

𝑔2(𝑥)

𝑑𝑦}

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

 

(2) Jika menggunakan urutan dL = dx dy 

 

∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐿

𝐿

  = ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑥=𝑔1(𝑥)

𝑥=𝑔2(𝑥)

𝑑𝑥

𝑦=𝑏

𝑦=𝑎

𝑑𝑦 

 

= ∫{ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑔1(𝑥)

𝑔2(𝑥)

𝑑𝑥}

𝑏

𝑎

𝑑𝑦 

 

*) Beberapa contoh penggunaan 

 Mencari luas dan / dari luasan L 

 

(I) 

 

Gambar 3. 3. Grafik Luasan L dengan 𝑦 = 𝑔1(𝑥) 𝑑𝑎𝑛 𝑔2(𝑥) 
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Secara simbolis ditulis 

𝑙𝑢𝑎𝑠 𝐿 = ∬𝑑𝐿

𝐿

 

→ 𝑈𝑟𝑢𝑡𝑎𝑛 𝑑𝐿 𝑎𝑑𝑎 2 𝑚𝑎𝑐𝑎𝑚
↗
↘

(𝐼) 𝑑𝐿 = 𝑑𝑦𝑑𝑥

(𝐼𝐼) 𝑑𝐿 = 𝑑𝑥𝑑𝑦
 

Anjuran: gunakan arsiran tegak 

Pada gambar (I) di atas: 𝑙𝑢𝑎𝑠 𝐿 = ∬𝑑𝐿

𝐿

 

 

= ∫ ∫ 𝑑𝑦

𝑦=𝑔1(𝑥)

𝑦=𝑔2(𝑥)

𝑑𝑥

𝑥=𝑏

𝑥=𝑎

 

 

= ∫{ ∫ 𝑑𝑦

𝑔1(𝑥)

𝑔2(𝑥)

}

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

 

Dihitung terlebih dahulu ∫ 𝑑𝑦

𝑔1(𝑥)

𝑔2(𝑥)

= 𝑦│
𝑔1(𝑥)

𝑔2(𝑥)
 

= 𝑔1(𝑥) − 𝑔2(𝑥) 

 

∴ 𝑙𝑢𝑎𝑠 𝐿 = ∫{𝑔1(𝑥) − 𝑔2(𝑥)}𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

Sama dengan Rumus luas L 

pada Kalkulus 1 
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(II) 

 

Gambar 3. 4. Grafik Luasan L dengan 𝑥 = 𝑔1(𝑥) 𝑑𝑎𝑛 𝑔2(𝑥) 

 

Anjuran: gunakan arsiran datar 

 

𝑙𝑢𝑎𝑠 𝐿 = ∬𝑑𝐿

𝐿

 

= ∫ ∫ 𝑑𝑥

𝑥=𝑔1(𝑥)

𝑥=𝑔2(𝑥)

𝑑𝑦

𝑦=𝑏

𝑦=𝑎

 

= ∫{ ∫ 𝑑𝑥

𝑔1(𝑥)

𝑔2(𝑥)

}

𝑏

𝑎

𝑑𝑦 

 

Contoh 

Dengan menggunakan integral, hitunglah 

a) luas ∆𝑂𝐶𝐵  

L 

y 

x 
0 

a 

b 



83 

 

b) luas ∆𝑂𝐴𝐶 

Jawab: a) 

Menggunakan Rumus I: 

𝑙𝑢𝑎𝑠 𝐿 = ∫ ∫ 𝑑𝑦

𝑦=𝑔1(𝑥)

𝑦=𝑔2(𝑥)

𝑑𝑥

𝑥=𝑏

𝑥=𝑎

 

lihat gambar: 

 

Gambar 3. 5. Grafik Luasan L berbentuk Segitiga 

dimana dengan 

a = 0 ;  b = 1 

sebagai 𝑦 = 𝑔1(𝑥) adalah garis lurus 𝐵𝐶 

→ Persamaannya 𝑦 = ⋯  ? 

y 

(0,2) 

(1,1) L 
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sebagai 𝑦 = 𝑔2(𝑥) adalah garis lurus O𝐶 → Persamaannya 𝑦 = ⋯  ? 

Salah satu persamaan garis lurus: 
𝑦 − 𝑦1
𝑦2 − 𝑦1

=
𝑥 − 𝑥1
𝑥2 − 𝑥1

 

 

𝐵(0,2) sebagai 𝐵(𝑥1, 𝑦1)
↗ 𝑥1 = 0
↘ 𝑦1 = 2

𝐶(1,1) sebagai 𝐵(𝑥2, 𝑦2)
↗ 𝑥2 = 1
↘ 𝑦2 = 1

 } →
𝑦 − 2

1 − 2
=
𝑥 − 0

1 − 0
 

      
𝑦 − 2

−1
=
𝑥

1
 

   𝑦 − 2 = −𝑥 

Secara serupa didapat 

𝐴𝐶: 𝑦 = 𝑥  

→ sebagai 𝑦 = 𝑔2(𝑥) 

𝐵𝐶 𝑦 = 𝑥 + 2 → sebagai 𝑦 = 𝑔1(𝑥) 

 

Jadi, 𝑙𝑢𝑎𝑠 𝐿1 = 𝑙𝑢𝑎𝑠 ∆𝑂𝐶𝐵 

 

= ∫ ∫ 𝑑𝑦

𝑦=−𝑥+2

𝑦=𝑥

𝑑𝑥

𝑥=1

𝑥=0

 

 

 = ∫{ ∫ 𝑑𝑦

−𝑥+2

𝑥

}𝑑𝑥

1

0

 

 

Dihitung ∫ 𝑑𝑦

−𝑥+2

𝑥

→ variabel 𝑦 

 

= 𝑦│
𝑦 = −𝑥 + 2

𝑦 = 𝑥
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= (−𝑥 + 2) − 𝑥 

 

= −2𝑥 + 2 

 

∴ 𝑙𝑢𝑎𝑠 ∆𝑂𝐶𝐵 = ∫ (−2𝑥 + 2)𝑑𝑥

𝑥=1

𝑥=0

→ variabel 𝑥 

 

(−𝑥2 + 2𝑥)│
1

0
= (−1 + 2) − (−0 + 0) = 1  

Jawab b) Diberikan dua cara 

 

Cara (1) ∆𝑂𝐴𝐶 dipecah jadi 2 

 

Gambar 3. 6. Grafik  y=x ,y=-x+2 

 

∆𝑂𝐴𝐶 = ∆𝑂𝐷𝐶 + ∆𝐷𝐴𝐶 

 

𝑙𝑢𝑎𝑠 ∆𝑂𝐷𝐶 = ∫ ∫ 𝑑𝑦

𝑦=𝑥

𝑦=0

𝑑𝑥

𝑥=1

𝑥=0

 

 

C (1,1) 

A(2,0) 
D 
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Dihitung terlebih dahulu ∫ 𝑑𝑦

𝑦=𝑥

𝑦=0

= 𝑦│
𝑥

0
= 𝑥 

∴ 𝑙𝑢𝑎𝑠 ∆𝑂𝐷𝐶 = ∫𝑥𝑑𝑥

1

0

 

  =
1

2
𝑥2│

1

0
 

  =
1

2
 

𝑙𝑢𝑎𝑠 ∆𝐷𝐴𝐶 = ∫ ∫ 𝑑𝑦

𝑦=−𝑥+2

𝑦=0

𝑑𝑥

𝑥=2

𝑥=1

 

Dihitung terlebih dahulu 

∫ 𝑑𝑦

𝑦=−𝑥+2

𝑦=0

 = 𝑦│
−𝑥 + 2

0
= −𝑥 + 2 

∴ 𝑙𝑢𝑎𝑠 ∆𝐷𝐴𝐶 = ∫(−𝑥 + 2)𝑑𝑥

2

1

 

= (
1

2
𝑥2 + 2𝑥)│

2

1
 

  = (−2 + 4) − (−
1

2
+ 2) =

1

2
 

∴ 𝑙𝑢𝑎𝑠∆𝑂𝐴𝐶 =
1

2
+
1

2
 

= 1  
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Cara (2) 

 

Gambar 3. 7. Grafik x=y dan x=-y+2 

 

Persamaan garis 𝑂𝐶: 𝑦 = 𝑥 𝑎𝑡𝑎𝑢 𝑥 = 𝑦  

Persamaan garis 𝐴𝐶: 𝑦 = −𝑥 + 2 

𝑎𝑡𝑎𝑢 𝑥 = −𝑦 + 2  

∴ 𝑙𝑢𝑎𝑠 ∆𝑂𝐴𝐶 = ∫ ∫ 𝑑𝑥

𝑥=−𝑦+2

𝑥=𝑦

𝑑𝑦

𝑦=1

𝑦=0

 

Dihitung terlebih dahulu ∫ 𝑑𝑥

𝑥=−𝑦+2

𝑥=𝑦

 

 = 𝑥│
𝑥 = −𝑦 + 2

𝑥 = 𝑦
 

= (−𝑦 + 2) − 𝑦 

= −2𝑦 + 2 

∴ 𝑙𝑢𝑎𝑠 ∆𝑂𝐴𝐶 = ∫ (−2𝑦 + 2)𝑑𝑦

𝑦=1

𝑦=0

 

C 

A 
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= (−𝑦2 + 2𝑦)│
1

0
 

= −1+ 2 

= 1  

 

4. Rangkuman 

Double integral: 

 Bentuk umumnya 

∬𝑓(𝑥, 𝑦)

𝐿

𝑑𝐿   

ada 2 urutan 𝑑𝐿 

 
↳
↳

𝑑𝐿 = 𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑𝐿 = 𝑑𝑥𝑑𝑦
 

 

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek 

1) Hitunglah integral berikut dengan mengubahnya 

terlebih dahulu dalam sistem kordinat kutub 

∫ ∫2𝑥𝑦
𝐷

𝑑𝐴 

D adalah luas daerah pada kuadran pertama di antara 

lingkaran berjari-jari 2 dan lingkaran berjari-jari 5 

yang berpusat di titik asal 

 

 

6. Evaluasi Pembelajaran 

Hitunglah integral berikut: 
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𝑎)∫∫(𝑥2𝑦3 + 5)𝑑𝑦

3

2

𝑑𝑥

1

0

 

 

𝑏)∫∫(𝑥2𝑦3 + 6)𝑑𝑥

3

2

𝑑𝑦

1

0

 

 

7. Umpan Balik 

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada 

pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal 

yang diberikan, kemudian dilanjutkan dengan diskusi 

tentang jawaban maupun perbaikan dari setiap soal-soal 

yang diberikan. 

III. Kegiatan Pembelajaran 2 

1. Judul Kegiatan Pembelajaran 

Pembahasan Latihan Integral Lipat Dua 

 

2. Kemampuan Akhir (KA) dan Sub Kemampuan Akhir 

Kemampuan Akhir: Kemampuan matematis yang 

meliputi ketepatan penyelesaian dalam menyelesaikan 

integral lipat dua. 

Sub kemampuan Akhir: Kemampuan matematis yang 

terstruktur yang berkaitan dengan penyelesaian integral 

lipat dua, ketepatan penyelesaian mencari luas. 

3. Uraian, Contoh dan Ilustrasi 

Integral berulang (integral ganda atau integral lipat) 

merupakan materi kalkulus lanjut yang dipelajari secara 

mendalam untuk menganalisis masalah luas dan volume, 

baik pada bidang dua dimensi maupun tiga dimensi. 

Dalam memberikan pemahaman tentang materi tersebut, 
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berikut disajikan beberapa soal dan pembahasan khusus 

terkait dengan integral lipat dua, yaitu integral dengan dua 

simbol sekaligus. 

Contoh: 

Hitunglah 

∫∫(𝑥2 + 2𝑦)

1

0

𝑑𝑥

2

0

𝑑𝑦 

Jawab: 

dengan menggunakan aturan pengintegralan, diperoleh 

∫∫(𝑥2 + 2𝑦)

1

0

𝑑𝑥

2

0

𝑑𝑦 = ∫ [
1

3
𝑥3 + 2𝑥𝑦]

2

0

1

0
𝑑𝑦 

= ∫[(
1

3
+ 2𝑦) − 0]

2

0

𝑑𝑦 

= [
1

3
𝑦 + 𝑦2]

2

0
 

=
2

3
+ 4 − 0 =

14

3
 

Jadi, 

∫∫(𝑥2 + 2𝑦)

1

0

𝑑𝑥

2

0

𝑑𝑦 =
14

3
 

Contoh: 

Hitunglah 
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∫∫
𝑑𝑦 𝑑𝑥

(𝑥 + 𝑦)2

2

1

4

3

 

Jawab: 

Tahap integrasi pertama adalah dengan menganggap x 

sebagai suatu konstanta dan integrasikan terhadap variable 

y (menggunakan teknik substitusi), sehingga diperoleh 

∫∫
𝑑𝑦 𝑑𝑥

(𝑥 + 𝑦)2

2

1

4

3

= −∫[
1

𝑥 + 𝑦
]

4

3

2

1
𝑑𝑥 

= ∫(
1

𝑥 + 1
−

1

𝑥 + 2
)

4

3

𝑑𝑥 

= [ln(𝑥 + 1) − ln(𝑥 + 2)]
4
3

 

= [ln(
𝑥 + 1

𝑥 + 2
)]
4

3
 

= ln
5

6
− ln

4

5
 

= ln
25

24
 

Jadi, 

∫∫
𝑑𝑦 𝑑𝑥

(𝑥 + 𝑦)2

2

1

4

3

= ln
25

24
 

Contoh: 

Hitunglah 
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∫∫(𝑥 + 𝑦)

1

𝑥

𝑑𝑦

1

0

𝑑𝑥 

Jawab: 

dengan menggunakan aturan pengintegralan, diperoleh 

∫∫(𝑥 + 𝑦)

1

𝑥

𝑑𝑦

1

0

𝑑𝑥  = ∫[𝑥𝑦 +
1

2
𝑦2]

1

0

1

𝑥
𝑑𝑥 

= ∫[(𝑥 +
1

2
) − (𝑥2 +

1

2
𝑥2)]

1

0

𝑑𝑥 

= ∫(𝑥 −
3

2
𝑥2 +

1

2
)

1

0

𝑑𝑥 

= [
1

2
𝑥2 −

1

2
𝑥3 +

1

2
𝑥]
1

0
 

=
1

2
 

Jadi, 

∫∫(𝑥 + 𝑦)

1

𝑥

𝑑𝑦

1

0

𝑑𝑥 =
1

2
 

 

 

Contoh: 

Hitunglah 
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∫ ∫ 𝑒𝑥+𝑦

ln 𝑦

0

𝑑𝑥

ln 8

1

𝑑𝑦 

Jawab: 

Gunakan teknik integrasi parsial 

∫𝑢𝑣′ = 𝑢𝑣 −∫𝑢′𝑣  

dengan demikian, didapatkan 

∫ ∫ 𝑒𝑥+𝑦

ln 𝑦

0

𝑑𝑥

ln 8

1

𝑑𝑦 = ∫ [𝑒𝑥+𝑦]
ln 𝑦
0    

ln 8

1

 

= ∫ (𝑒ln 𝑦+𝑦 − 𝑒𝑦)

ln 8

1

𝑑𝑦 

= ∫ (𝑦𝑒𝑦 − 𝑒𝑦)

ln 8

1

𝑑𝑦 

= [𝑦𝑒𝑦 − 2𝑒𝑦]
ln 8
1    

 

gunakan teknik integral parsial 

= [𝑒𝑦(𝑦 − 2)]
ln 8
1    

 

= 𝑒ln 8(ln8 − 2) − (𝑒(1 − 2)) 

= 8(ln8 − 2) + 𝑒 = 8 ln 8 − 16 + 𝑒 

Catatan: 

𝑎 log 𝑏𝑎
= 𝑏| ln 𝑎 = log𝑎𝑒  
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Jadi, 

∫ ∫ 𝑒𝑥+𝑦

ln 𝑦

0

𝑑𝑥

ln 8

1

𝑑𝑦 = 8 ln8 − 16 + 𝑒  

 

Contoh: 

Hitunglah 

∫∫𝑥 sin 𝑦

𝑥

0

𝑑𝑦

𝜋

0

𝑑𝑥 

Jawab: 

dengan menggunakan aturan pengintegralan, diperoleh 

∫∫𝑥 sin 𝑦

𝑥

0

𝑑𝑦

𝜋

0

𝑑𝑥 = ∫[−𝑥 cos𝑦]
𝑥
0

𝜋

0

𝑑𝑥 

= ∫(−𝑥 cos𝑥 + 𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥 

= [−𝑥 sin 𝑥 − cos 𝑥 +
1

2
𝑥2]

𝜋

0
 

Gunakan teknik integral parsial 

= −𝜋 sin 𝜋 − cos 𝜋 +
1

2
𝜋2 − (0 − 1 + 0) = 2 +

1

2
𝜋2 

Jadi, 
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∫∫𝑥 sin 𝑦

𝑥

0

𝑑𝑦

𝜋

0

𝑑𝑥 = 2 +
1

2
𝜋2  

Contoh: 

Hitung nilai integral lipat dua yang ditunjukkan atas R 

∬𝑥𝑦2

𝑅

𝑑𝐴; 𝑅 = {(𝑥, 𝑦): 0 ≤ 𝑥 ≤ 1,−1 ≤ 𝑦 ≤ 1} 

Jawab: 

Sajikan integral lipat dua tersebut beserta batas 

integrasinya sesuai dengan R, kemudian integralkan 

∫ ∫ 𝑥𝑦2
1

0

𝑑𝑥
1

−1

𝑑𝑦 = ∫ 𝑦2 [
1

2
𝑥2]

1

0

1

−1

𝑑𝑦 

= ∫ 𝑦2 (
1

2
)

1

−1

𝑑𝑦 

=
1

2
⋅
1

3
[𝑦3]

1   
−1

 

=
1

6
(1 − (−1)) 

=
1

6
(2) =

1

3
 

Jadi, nilai integral lipat dua tersebut adalah 
1

3
 

 

 

Contoh: 
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Hitung nilai integral lipat dua yang ditunjukkan atas R 

∬(𝑥2 + 𝑦2)

𝑅

𝑑𝐴; 𝑅 = {(𝑥, 𝑦):−1 ≤ 𝑥 ≤ 1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 2} 

Jawab: 

Sajikan integral lipat dua tersebut beserta batas 

integrasinya sesuai dengan R, kemudian integralkan 

∫ ∫ (𝑥2 + 𝑦2)
1

−1

𝑑𝑥
2

0

𝑑𝑦 = ∫ [
1

3
𝑥3 + 𝑥𝑦2]

1

−1

2

0

𝑑𝑦 

= ∫ [
1

3
+ 𝑦2 − (−

1

3
− 𝑦2)]

2

0

𝑑𝑦 

= ∫ (
2

3
+ 2𝑦2)

2

0

𝑑𝑦 

= [
2

3
𝑦 +

2

3
𝑦3]

2

0
 

=
2

3
(2 + 23) − 0 =

20

3
 

Jadi, nilai integral lipat dua tersebut adalah 
20

3
 

 

Contoh: 

Hitung luas daerah yang dibatasi oleh garis 𝑥 + 𝑦 = 2 dan 

2𝑦 = 𝑥 + 4 dengan menggunakan integral lipat dua 

 

Jawab: 
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Garis 𝑥 + 𝑦 = 2 ekuivalen dengan 𝑥 = 2 − 𝑦, sedangkan 

garis 2𝑦 = 𝑥 + 4 ekuivalen dengan 𝑥 = 2𝑦 − 4. Titik 

potong kedua garis tersebut adalah (0, 2). Grafiknya 

adalah sebagai berikut: 

 

Gambar 3. 8. Grafik Luas Daerah yang dibatasi oleh 

x+y=2 dan 2y=x+4 

 

Luas daerah yang dimaksud adalah 

𝐴 =∬𝑑𝐴

𝐷

 

= ∫ ∫ 𝑑𝑥
𝑥=2−𝑦

𝑥=2𝑦−4

2

0

𝑑𝑦 

= ∫ [(2 − 𝑦) − (2𝑦 − 4)]
2

0

𝑑𝑦 

= ∫ (6 − 3𝑦)
2

0

𝑑𝑦 
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= [6𝑦 −
3

2
𝑦2]

2

0
 

= (12 − 6) − 0 = 6 

Jadi, luas daerah yang dimaksud adalah 6 satuan luas 

 

4. Rangkuman 

Integral berulang (integral ganda atau integral lipat) 

merupakan materi kalkulus lanjut yang dipelajari secara 

mendalam untuk menganalisis masalah luas dan volume, 

baik pada bidang dua dimensi maupun tiga dimensi. 

 

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek 

1) Rumuskan integral untuk mencari luas daerah yang 

dibatasi oleh kurva polar 

𝑟 = 3 + 2 sin 𝜃 

yang berada di luar lingkaran r = 2 

 

6. Evaluasi Pembelajaran 

Bentuk umum double integral 

 

∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐿

𝐿

dengan 𝑑𝐿
↗
↘

𝑑𝐿 = 𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑑𝐿 = 𝑑𝑥𝑑𝑦
 

 

Jika menggunakan urutan dL = dy dx, 
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∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐿

𝐿

 = ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑦=𝑔1(𝑥)

𝑦=𝑔2(𝑥)

𝑑𝑦

𝑥=𝑏

𝑥=𝑎

𝑑𝑥 

 

= ∫{ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑔1(𝑥)

𝑔2(𝑥)

𝑑𝑦}

𝑏

𝑎

𝑑𝑥 

 

Jika menggunakan urutan dL = dx dy 

 

∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐿

𝐿

  = ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑥=𝑔1(𝑥)

𝑥=𝑔2(𝑥)

𝑑𝑥

𝑦=𝑏

𝑦=𝑎

𝑑𝑦 

 

= ∫{ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑔1(𝑥)

𝑔2(𝑥)

𝑑𝑥}

𝑏

𝑎

𝑑𝑦 

 

7. Umpan Balik 

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada 

pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal 

yang diberikan, kemudian dilanjutkan dengan diskusi 

tentang jawaban maupun perbaikan dari setiap soal-soal 

yang diberikan. 

 

IV. Penutup 

1. Rangkuman 

Modul ini memuat rangkuman materi yang tercantum 

pada rangkuman kegiatan pembelajaran 1 dan 2. Modul 

ini menuntun mahasiswa memahami materi Integral Lipat 

Dua secara mandiri maupun kelompok. Selanjutnya 
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dilakukan assessment yaitu dengan melakukan kuis pada 

materi yang telah dipelajari. 

2. Petunjuk Jawaban Evaluasi Kegiatan Pembelajaran 

Jawaban dari evaluasi tidak dicantumkan, dikarenakan 

setiap permasalahan dapat diselesaiakan dengan jawaban 

yang terbuka. 

 

3. Daftar Istilah 

Ekivalen : Sama dalam nilai atau fungsi 

Polar : Sistem koordinat dengan jarak dan sudut dari  

titik asal 

Kuadran : Salah satu dari empat bagian pada bidang  

koordinat 
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MODUL 4 

INTEGRAL LIPAT DUA (BAGIAN DUA) 

 

I. Pendahuluan 

1. Deskripsi Singkat Modul IV 

Pada bagian ini akan dibahas perluasan integral 

tertentu ke bentuk integral lipat dua dari fungsi dua 

peubah. Akan dibahas bentuk-bentuk integral lipat dalam 

koordinat kartesius, koordinat kutub, maupun dalam 

koordinat yang lebih umum. Penerapan integral lipat 

diantaranya untuk menghitung luas, volume, pusat massa, 

dan momen inersia. 

Setelah mempelajari modul ini, mahasiswa dapat: 

1) Menghitung integral lipat dua dalam koordinat 

kartesius. 

2) Menghitung integral lipat dua dalam koordinat 

kutub. 

3) Menghitung integral lipat dua dalam koordinat 

yang lebih umum melalui penggantian peubah. 

2. Capaian Pembelajaran Lulusan 

Mahasiswa diharapkan dapat memahami dan menghitung 

integral lipat dua. 

3. Kemampuan Akhir 

Mahasiswa diharapkan mampu memahami dan 

menghitung integral lipat dua. 

4. Persyaratan Kompetensi 

Kegiatan Proses Belajar (KPB): 3x(2x50) 

Kegiatan Pembelajaran Terstruktur (KPT): 3x(2x60) 

Kegiatan Mandiri (KM): 3x(2x60) 
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5. Kegunaan Modul 

Setelah mempelajari Modul IV, mahasiswa diharapkan 

dapat memahami dan menyelesaikan integral lipat dua. 

6. Materi Pokok dan Sub Materi Pokok 

Integral lipat dua: koordinat kartesius/koordinat polar. 

II. Kegiatan Pembelajaran 1 

1. Judul Kegiatan Pembelajaran 

Menghitung Integral Lipat Dua Dalam Koordinat 

Kartesius 

 

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir 

1) Ketepatan penyelesaian integral lipat dua 

2) Ketepatan penyelesaian mencari luas 

 

1. Uraian, Contoh dan Ilustrasi 

*) Double Integral Dalam Koordinat Cartesius 

 

Variabelnya x, y 

 

 
 

Gambar 4. 1. Suatu Luasan L dalam Koordinat 

Cartesius 
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Bentuk umumnya 

∬𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝐿

𝐿

 

adalah integral tertentu dari f (x,y) pada luasan L, 

dimana L adalah luasan pada bidang xy 

dL dapat berbentuk urutan: 

↳ (1) dL = dydx 

↳ (2) dL = dxdy 

 

(1) Jika dL = dydx maka 

  

∬𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝐿

𝐿

= ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑔1(𝑥)

𝑔2(𝑥)

𝑏

𝑎

 

 

  = ∫ { ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦

𝑦=𝑔1(𝑥)

𝑦=𝑔2(𝑥)

}𝑑𝑥

𝑥=𝑏

𝑥=𝑎

 

 

→ lihat L pada gambar (4.2) 

 

(2) Jika dL = dxdy maka 

 

∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐿

𝐿

= ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑔1(𝑦)

𝑔2(𝑦)

𝑏

𝑎

 



105 

 

 

  = ∫ { ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥

𝑥=𝑔1(𝑦)

𝑥=𝑔2(𝑦)

}𝑑𝑦

𝑦=𝑏

𝑦=𝑎

 

→ lihat L pada gambar (4.3) 

 

 

Gambar 4. 2. Grafik Luasan L dengan 

𝑦 = 𝑔1(𝑥) 𝑑𝑎𝑛 𝑔2(𝑥) 

 

 

L 

y 

x 
0 

a 

b 

L 

y 

x 
0 a b 
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Contoh: 

 

Persamaan garis lurus melalui 2 titik (x1, y1) dan (x2, y2) 

adalah:  

 

𝑦 − 𝑦1
𝑦2 − 𝑦1

=
𝑥 − 𝑥1
𝑥2 − 𝑥1

 

 

 

Gambar 4. 3. Grafik y=x dan y=-x+2 

 

(*) Persamaan garis OC: 

O (x1, y1) = (0, 0)  

C (x2, y2) = (1, 1) 

    

𝑦 − 𝑦1
𝑦2 − 𝑦1

=
𝑥 − 𝑥1
𝑥2 − 𝑥1

 

B(0,2) 

A(2,0) 

C(1,1) 
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𝑦 − 0

1 − 0
=
𝑥 − 0

1 − 0
 

                   𝑦 = 𝑥   

(*) Persamaan garis AB: 

A (x1, y1) = (2, 0)  

B (x2, y2) = (0, 2)     

𝑦 − 𝑦1
𝑦2 − 𝑦1

=
𝑥 − 𝑥1
𝑥2 − 𝑥1

 

    
𝑦 − 0

2 − 0
=
𝑥 − 2

0 − 2
 

𝑦

2
=
𝑥 − 2

−2
 

                    𝑦 =
2(𝑥 − 2)

−2
 

                   𝑦 = −𝑥 + 2   

Cara lain mencari persamaan garis lurus yang melalui dua 

titik (a, o) dan (o, b) sebagai berikut: 

 

Gambar 4. 4. Grafik melalui 2 titik (a, o) dan (o, b) 

𝑥

𝑎
+

𝑦

𝑏
= 1   

X 

b 

a 

Y 
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a = 2 ;  b = 2 

𝑥

2
+
𝑦

2
 = 1 

𝑦

2
= 1 −

𝑥

2
 

  𝑦 = 2 − 𝑥  

 

Contoh (1) 

 

Hitung∬(𝑥 + 𝑦)𝑑𝐿

𝐿

 

 

a) Jika L = ∆OCB  

b) Jika L = ∆OAC 

 

Jawab a) 

 

 

 

Gambar 4. 5. Grafik y=x dan y=-x+2 

 

B (0,2) 

C (0,2) 
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Menggunakan (1) 

∬(𝑥 + 𝑦)𝑑𝐿

𝐿

= ∫ ∫ (𝑥 + 𝑦) 𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑦=𝑔1(𝑥)

𝑦=𝑔2(𝑥)

𝑥=𝑏

𝑥=𝑎

 

= ∫ { ∫ (𝑥 + 𝑦) 𝑑𝑦

𝑦=−𝑥+2

𝑦=𝑥

}𝑑𝑥

𝑥=1

𝑥=0

 

  a = 0 𝑔1 = −𝑥 + 2 

  b = 1 𝑔2 = 𝑥 

Dihitung terlebih dahulu 

∫ (𝑥 + 𝑦) 𝑑𝑦

𝑦=−𝑥+2

𝑦=𝑥

→ y sebagai variabel (x sebagai konstan) 

= (𝑥𝑦 +
1

2
𝑦2)│

𝑦 = −𝑥 + 2

𝑦 = 𝑥
 

= [𝑥(−𝑥 + 2) +
1

2
(−𝑥 + 2)2] − [(𝑥2 +

1

2
𝑥2)] 

= (−𝑥2 + 2𝑥) +
1

2
(𝑥2 − 4𝑥 + 4) − (𝑥2 +

1

2
𝑥2) 

= −2𝑥2 + 2 

∴ ∬(𝑥 + 𝑦)𝑑𝐿

𝐿

= ∫ (−2𝑥2 + 2) 𝑑𝑥

𝑥=1

𝑥=0

 

↳ variabelnya x 



110 

 

= (−
2

3
𝑥3 + 2𝑥)│

1

0
 

= −
2

3
+ 2 =

4

3
 

 

Seandainya diselesaikan menggunakan cara (2) dL = dxdy 

L dibagi menjadi L1 dan L2 (lihat gambar) 

 

Gambar 4. 6. Grafik x=-y+2 dan x=y 

∬(𝑥 + 𝑦) 𝑑𝐿

𝐿

=∬(𝑥 + 𝑦) 𝑑𝐿

𝐿1

 +∬(𝑥 + 𝑦) 𝑑𝐿

𝐿2

 

(1) Menghitung∬(𝑥 + 𝑦) 𝑑𝐿

𝐿1

 

      = ∫ ∫ (𝑥 + 𝑦)

𝑥=𝑦

𝑥=0

𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑦=1

𝑦=0

 

 

Dihitung terlebih dahulu 
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∫ (𝑥 + 𝑦)

𝑥=𝑦

𝑥=0

𝑑𝑥 → variabelnya x 

= (
1

2
𝑥2 + 𝑥𝑦)│

𝑥 = 𝑦

𝑥 = 0
  

=
1

2
𝑦2 + 𝑦2 

=
3

2
𝑦2 

∬(𝑥 + 𝑦)𝑑𝐿

𝐿1

= ∫
3

2
𝑦2 𝑑𝑦

𝑦=1

𝑦=0

→ variabelnya y 

=
1

2
𝑦3│

𝑦 = 1

𝑦 = 0
 

=
1

2
 

(2) Menghitung∬(𝑥 + 𝑦)𝑑𝐿

𝐿2

 

 

       = ∫ ∫ (𝑥 + 𝑦)

𝑥=−𝑦+2

𝑥=0

𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑦=2

𝑦=1

 

Dihitung terlebih dahulu 

∫ (𝑥 + 𝑦)

𝑥=−𝑦+2

𝑥=0

𝑑𝑥 → variabelnya x 

= (
1

2
𝑥2 + 𝑥𝑦)│

𝑥 = −𝑦 + 2

𝑥 = 0
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=
1

2
(−𝑦 + 2)2 + (−𝑦 + 2)𝑦 

 

=
1

2
(𝑦2 − 4𝑦 + 4) − 𝑦2 + 2𝑦 

 

= −
1

2
𝑦2 + 2 

 

∬(𝑥 + 𝑦)𝑑𝐿

𝐿2

= ∫ (−
1

2
𝑦2 + 2)

𝑦=2

𝑦=1

𝑑𝑦 → variabel y 

 

= (−
1

6
𝑦3 + 2𝑦)│

2

1
  

 

= (−
8

6
+ 4) − (−

1

6
+ 2) 

 

= −
7

6
+ 2 

 

=
5

6
 

 

∴ Dari (1) dan (2) didapat 

∬(𝑥 + 𝑦) 𝑑𝐿

𝐿

=
1

2
+
5

6
 

                           =
8

6
=
4

3
 

Catatan: Dari contoh (1) lebih baik dari (2) 

 

Jawab b) 
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Jika menggunakan cara (1) 

maka L harus dibagi 2 menjadi L1 dan L2 

 

 

Gambar 4. 7. Grafik y=x dan y=-x+2 

∬(𝑥 + 𝑦) 𝑑𝐿

𝐿

=∬(𝑥 + 𝑦) 𝑑𝐿

𝐿1

+∬(𝑥 + 𝑦) 𝑑𝐿

𝐿2

 

Sedangkan jika menggunakan cara (2) 

maka L tidak perlu dibagi 

*) Persamaan garis OC: y = xdiubah menjadi 𝑥 = 𝑦  

*) Persamaan garis AC 𝑥 = −𝑦 + 2  

A(2,0) 

C(1,1) 

y = x 
y = -x+2 

L1 L2 
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∬(𝑥 + 𝑦) 𝑑𝐿

𝐿

= ∫ ∫ (𝑥 + 𝑦)

𝑥=−𝑦+2

𝑥=𝑦

𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑦=1

𝑦=0

 

Menggunakan cara (2) 

 

Gambar 4. 8. Grafik x=y, x=-y+2 

Dihitung dahulu ∫ (𝑥 + 𝑦)

𝑥=−𝑦+2

𝑥=𝑦

𝑑𝑥 → variabelnya x 

= (
1

2
𝑥2 + 𝑥𝑦)│

𝑥 = −𝑦 + 2

𝑥 = 𝑦
 

= (
1

2
(−𝑦 + 2)2 + (−𝑦 + 2)𝑦) − (

1

2
𝑦2 + 𝑦2) 

=
1

2
(𝑦2 − 4𝑦 + 4) − 𝑦2 + 2𝑦 −

3

2
𝑦2 = −2𝑦2 + 2 

∴ ∬(𝑥 + 𝑦)𝑑𝐿

𝐿

= ∫ (−2𝑦2 + 2)

𝑦=1

𝑦=0

𝑑𝑦 → variabelnya y 

= (−
2

3
𝑦3 + 2𝑦)│

1

0
 

 

C(1,1) 

A(2,0) 
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= −
2

3
+ 2 

 

=
4

3
 

 

Contoh (2) 

Luasan L dibatasi oleh parabola 𝑦 = 𝑥2 dan garis y = x 

 

Hitung∬𝑥𝑦2𝑑𝐿

𝐿

 

 

Pilihan (1) arsiran tegak, dL = dydx 

 

Jawab: 

Perhatikan gambar berikut 

 

 
Gambar 4. 9. Kurva y = x 
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Gambar 4. 10. Kurva 𝑦 = 𝑥2 

 

Gambar 4. 11. Penggabungan Grafik kurva  

𝑦 = 𝑥2 dan 𝑦 = 𝑥 

(1,1) 
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Gambar 4. 12. Grafik Kurva Gabungan 𝑦 = 𝑥 dan  

𝑦 = 𝑥2 

 

∬𝑥𝑦2𝑑𝐿

𝐿

= ∫ ∫ 𝑥𝑦2

𝑦=𝑥

𝑦=𝑥2

𝑑𝑦

𝑥=1

𝑥=0

𝑑𝑥 

Dihitung dahulu 

∫ 𝑥𝑦2

𝑦=𝑥

𝑦=𝑥2

𝑑𝑦 → variabel y 

= (
1

3
𝑥𝑦3)│

𝑦 = 𝑥

𝑦 = 𝑥2
 

=
1

3
𝑥𝑥3 −

1

3
𝑥𝑥6 

=
1

3
𝑥4 −

1

3
𝑥7 

(1,1) 
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∴ ∬𝑥𝑦2𝑑𝐿

𝐿

= ∫ (
1

3
𝑥4 −

1

3
𝑥7) 𝑑𝑥

𝑥=1

𝑥=0

→ variabel x 

= (
1

15
𝑥5 −

1

24
𝑥8)│

1

0
 

=
1

15
−
1

24
 

=
3

120
=
1

40
 

 

Catatan: Jika menggunakan cara (2) dL = dxdy 

 

∬𝑥𝑦2𝑑𝐿

𝐿

= ∫ ∫ 𝑥𝑦2

𝑥=√𝑦

𝑥=𝑦

𝑑𝑥

𝑦=1

𝑦=0

𝑑𝑦 

 

 

Gambar 4. 13. Grafik Kurva Gabungan x=y dan x=√y 

(1,1) 
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Dihitung terlebih dahulu 

∫ 𝑥𝑦2

𝑥=√𝑦

𝑥=𝑦

𝑑𝑥 → variabel x 

  = (
1

2
𝑥2𝑦2)│

𝑥 = √𝑦

𝑥 = 𝑦
 

  =
1

2
𝑦3 −

1

2
𝑦4 

  =
1

2
(𝑦3 − 𝑦4) 

∴ ∬𝑥𝑦2𝑑𝐿

𝐿

= ∫
1

2
(𝑦3 − 𝑦4) 𝑑𝑦

𝑦=1

𝑦=0

→ variabel y 

  =
1

2
 [
1

4
𝑦4 −

1

5
𝑦5]

0

1

 

  =  
1

2
( 
1

4
−
1

5
) 

  =  
1

2
( 
5

20
−
4

20
) =

1

40
 

 

2. Rangkuman 

(1) Jika dL = dydx maka 

  

∬𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝐿

𝐿

= ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑔1(𝑥)

𝑔2(𝑥)

𝑏

𝑎
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  = ∫ { ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑦

𝑦=𝑔1(𝑥)

𝑦=𝑔2(𝑥)

}𝑑𝑥

𝑥=𝑏

𝑥=𝑎

 

 

(2) Jika dL = dxdy maka 

 

∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐿

𝐿

= ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑔1(𝑦)

𝑔2(𝑦)

𝑏

𝑎

 

 

= ∫ { ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥

𝑥=𝑔1(𝑦)

𝑥=𝑔2(𝑦)

}𝑑𝑦

𝑦=𝑏

𝑦=𝑎

 

 

3. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek 

Hitunglah integral berulang berikut: 

a) ∫ ∫ 𝑟2 sin 𝜃
cos𝜃

0
𝑑𝑟

𝜋

2
0

𝑑𝜃 

4. Evaluasi Pembelajaran 

Hitunglah integral berulang berikut: 

a) ∫ ∫ 𝑟2
sin 𝜃

0
𝑑𝑟

𝜋

0
𝑑𝜃 

5. Umpan Balik 

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada 

pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-

soal yang diberikan, kemudian dilanjutkan dengan 

diskusi tentang jawaban maupun perbaikan dari setiap 

soal-soal yang diberikan. 
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III. Kegiatan Pembelajaran 2 

1. Judul Kegiatan Pembelajaran 

Menghitung Integral Lipat Dua Dalam Koordinat 

Kutub / Polar 

 

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir 

1) Ketepatan penyelesaian mencari massa 

2) Ketepatan penyelesaian mencari rapat massa 

3) Ketepatan penyelesaian mencari titik berat 

 

1. Uraian, Contoh dan Ilustrasi 

Dalam Koordinat Cartesian / Koordinat Kartesius 

menggunakan variabel x dan y 

 

 
Gambar 4. 14. Koordinat Cartesius titik P (x,y) 

Dalam Koordinat Polar menggunakan variabel 𝜑 dan 𝜌 

 
Gambar 4. 15. Sudut φ<90° 

    𝜑 

P(x,y) 

𝜌 
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Hubungan antara Koordinat Cartesian dengan Koordinat 

Polar 

 

Gambar 4. 16. Hubungan Koordinat Cartesius dengan 

Koordinat Polar 

cos𝜑 =
𝑥

𝜌
 

      𝑥 = 𝜌 cos 𝜑  

sin 𝜑 =
𝑦

𝜌
 

     𝑦 = 𝜌 sin𝜑  

𝑥2 + 𝑦2 = 𝜌2  

*) Jika luasan L berupa lingkaran atau bagian dari lingkaran, 

maka umumnya integralnya menjadi lebih mudah / 

sederhana jika menggunakan Koordinat Polar. 

 

 

 

 

y 

x 
0 

x 

y 

P(x,y) 

𝜌 

𝜑 
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 Contoh beberapa persamaan dalam koordinat polar 

 

(1)  

 

Gambar 4. 17. Grafik Lingkaran dengan Pusat di θ dengan 

Jari-jari α 

 Persamaannya dalam Koordinat Cartesius 

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎2  (I) 

Dalam Koordinat Polar persamaan lingkaran tersebut 

Menjadi: 

𝜌2 = 𝑎2 

𝜌 = 𝑎  (II) 

Persamaan (I) dan (II) menyatakan luasan / lingkaran yang 

𝜃 
   𝛼  

   𝛼   

 − 𝛼  

 − 𝛼  x 

𝜌 

    (x,y) 
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sama 

 

(2) 

 

Gambar 4. 18. Grafik Lingkaran dengan Pusat di (α,0) 

dengan Jari-jari α 

 Persamaannya: 

1. Dalam Koordinat Cartesian: 

(𝑥 − 𝑎)2 + 𝑦2 = 𝑎2  

𝑥2 − 2𝑎𝑥 + 𝑎2 + 𝑦2 = 𝑎2 

 𝑥2 + 𝑦2 = 2𝑎𝑥  (I)* 

2. Dalam Koordinat Polar menjadi: 

𝜌2 = 2𝑎 𝜌 cos𝜑 

𝜌 = 2𝑎 cos𝜑  (II)* 

*) lingkaran yang sama 
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(3) 

 

Gambar 4. 19. Grafik Lingkaran dengan Pusat di (0,α) 

dengan Jari-jari α 

 Persamaannya: 

1. Dalam Koordinat Cartesian: 

𝑥2 + (𝑦 − 𝑎)2 = 𝑎2  

𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑎𝑦 + 𝑎2 = 𝑎2 

𝑥2 + 𝑦2 = 2𝑎𝑦  (I)* 

2. Dalam Koordinat Polar menjadi: 

𝜌2 = 2𝑎𝜌 sin 𝜑 

𝜌 = 2𝑎 sin 𝜑  (II)*;  

*) lingkaran yang sama 
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*) Bentuk double integral 

 

(I) Dalam koordinat Cartesian (variabel x dan y) 

 

 

Gambar 4. 20. Grafik Luasan L dengan 𝑦 =

𝑔1(𝑥) 𝑑𝑎𝑛 𝑔2(𝑥) 

∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐿

𝐿

= ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)

𝑦=𝑔1(𝑥)

𝑦=𝑔2(𝑥)

𝑑𝑦

𝑥=𝑏

𝑥=𝑎

𝑑𝑥   

Catatan dL =
↗
↘

dydx
atau
dxdy

 

 

(II) Dalam Koordinat Cartesius bentuk double integralnya 

menjadi sebagai berikut: 

 
Gambar 4. 21. Luasan L dengan Sudut φ dan α 

L 

a 𝛼 
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∬𝑓(𝜑, 𝜌)𝑑𝐿

𝐿

= ∫ ∫ 𝑓(𝜑, 𝜌)

𝜌=𝑔1(𝜑)

𝜌=𝑔2(𝜑)

𝜌 𝑑𝜌𝑑𝜑

𝜑=𝑏

𝜑=𝑎

 

Catatan 

Dalam Koordinat Polar 

𝑑𝐿 = 𝜌 𝑑𝜌𝑑𝜑  

Catatan: Rumus Luasan L 

Secara … dapat … 

 

𝑙𝑢𝑎𝑠 𝐿 = ∬𝑑𝐿

𝐿

 

 

I.  Dalam Koordinat Cartesian: 

 

∬𝑑𝐿

𝐿

= ∫ ∫ 𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑦=𝑔1(𝑥)

𝑦=𝑔2(𝑥)

𝑥=𝑏

𝑥=𝑎

 

atau 

∫ ∫ 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑥=𝑔1(𝑦)

𝑥=𝑔2(𝑦)

𝑦=𝑏

𝑦=𝑎

 

 

II.  Dalam Koordinat Polar: 

 

∬𝑑𝐿

𝐿

= ∫ ∫ 𝜌

𝜌=𝑔1(𝜑)

𝜌=𝑔2(𝜑)

𝑑𝜌𝑑𝜑

𝜑=𝛽

𝜑=𝛼
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Contoh 

Hitung luas yang diarsir menggunakan Koordinat Polar! 

 

Gambar 4. 22. Luasan Arsir L dalam Grafik Lingkaran 

I. Persamaan Lingkaran Besar: 

       𝑥2 + 𝑦2 = 4 

Jari-jari: 2 

II. Persamaan Lingkaran Kecil: 

      𝑥2 + 𝑦2 = 1 

Jari-jari: 1 
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Jawab: 

 Langkah I: 

𝑥2 + 𝑦2 = 4 

 

Dalam Koordinat Polar menjadi 

𝜌2 = 4 

 𝜌 = 2   

 

 Langkah II: 

 𝑥2 + 𝑦2 = 1 

 

Dalam Koordinat Polar menjadi 

𝜌2 = 1 

 𝜌 = 1  

 

Luas L = ∬𝑑𝐿

𝐿

 

 

= ∫ ∫ 𝜌 𝑑𝜌𝑑𝜑

𝜌=2

𝜌=1

𝛽=𝜋 2⁄

𝛼=0

 

 

= ∫ { ∫ 𝜌 𝑑𝜌

𝜌=2

𝜌=1

}𝑑𝜑

𝛽=𝜋 2⁄

𝛼=0
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Dihitung terlebih dahulu  

 

∫ 𝜌 𝑑𝜌

𝜌=2

𝜌=1

→ variabel 𝜌 

             =
1

2
𝜌2│

2

1
 

 

             = 2 −
1

2
 

 

             =
3

2
 

 

∴ Luas L = ∫
3

2

𝛽=𝜋 2⁄

𝛼=0

 𝑑𝜑 → variabel 𝜑 

 

=
3

2
𝜑│

𝜋
2⁄

0
 

 

=
3

2
(
𝜋

2
− 0) 

 

=
3

4
𝜋 

 

Contoh: 

Luasan L dibatasi oleh parabola 𝑦 = 𝑥2 dan garis y = x 

 

Hitung ∬𝑥𝑦2

𝐿

𝑑𝐿 
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Pilihan (1) arsiran tegak, dL = dydx 

 

∬𝑥𝑦2

𝐿

𝑑𝐿 = ∫ ∫ 𝑥𝑦2

𝑦=𝑥

𝑦=𝑥2

𝑑𝑦

𝑥=1

𝑥=0

𝑑𝑥 

 

Dihitung dahulu ∫ 𝑥𝑦2

𝑦=𝑥

𝑦=𝑥2

𝑑𝑦 → variabel y 

 

 =
1

3
𝑥𝑦3│

𝑦 = 𝑥

𝑦 = 𝑥2
 

 

 =
1

3
𝑥𝑥3 −

1

3
𝑥𝑥6 

 

 =
1

3
𝑥4 −

1

3
𝑥7 

 

∴ ∬𝑥𝑦2

𝐿

𝑑𝐿 = ∫ (
1

3
𝑥4 −

1

3
𝑥7)

𝑥=1

𝑥=0

𝑑𝑥 → variabel x 

 

 = (
1

15
𝑥5 −

1

24
𝑥8)│

1

0
 

 

 =
1

15
−
1

24
 

 

 =
3

120
 =

1

40
 

 

Catatan: Jika menggunakan (2) dL = dxdy 
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∬𝑥𝑦2𝑑𝐿

𝐿

= ∫ ∫ 𝑥𝑦2

𝑥=√𝑦

𝑥=𝑦

𝑑𝑥

𝑦=1

𝑦=0

𝑑𝑦 

 

∫ 𝑥𝑦2

𝑥=√𝑦

𝑥=𝑦

𝑑𝑥 → variabel x 

= (
1

2
𝑥2𝑦2)│

𝑥 = √𝑦

𝑥 = 𝑦
 

 

=
1

2
𝑦3 −

1

2
𝑦4 

 

∴ ∬𝑥𝑦2𝑑𝐿

𝐿

= ∫ (
1

2
𝑦3 −

1

2
𝑦4) 𝑑𝑦

𝑦=1

𝑦=0

→ variabel y 

 

= (
1

8
𝑦4 −

1

10
𝑦5) |0

1 

 

=
1

8
−
1

10
 

 

=
1

40
 

 

4. Rangkuman 

Hubungan antara Koordinat Cartesian dengan 

Koordinat Polar 

cos𝜑 =
𝑥

𝜌
 

      𝑥 = 𝜌 cos𝜑  
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sin𝜑 =
𝑦

𝜌
 

     𝑦 = 𝜌 sin𝜑  

𝑥2 + 𝑦2 = 𝜌2  

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek 

Hitunglah integral berulang berikut: 

∫∫𝑟 cos
𝜋

4

2

0

𝑑𝑟

𝜋

0

𝑑𝜃 

6. Evaluasi Pembelajaran 

Hitunglah integral berulang berikut: 

 

∫∫𝑟 cos
𝜋

6

2

0

𝑑𝑟

𝜋

0

𝑑𝜃 

7. Umpan Balik 

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada 

pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-

soal yang diberikan, kemudian dilanjutkan dengan 

diskusi tentang jawaban maupun perbaikan dari setiap 

soal-soal yang diberikan. 

IV. Penutup 

1. Rangkuman 

Modul ini memuat rangkuman materi yang tercantum 

pada rangkuman kegiatan pembelajaran 1 dan 2. 

Modul satu ini menuntun mahasiswa memahami 

materi Integral Lipat Dua secara mandiri maupun 

kelompok. Selanjutnya dilakukan assessment yaitu 

dengan melakukan kuis pada materi yang telah 

dipelajari. 
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2. Petunjuk Jawaban Evaluasi Kegiatan 

Pembelajaran 

Jawaban dari evaluasi tidak dicantumkan, 

dikarenakan setiap permasalahan dapat diselesaiakan 

dengan jawaban yang terbuka. 

 

3. Daftar Istilah 

Polar : Sistem koordinat yang menggunakan  

jarak dan sudut dari titik asal 

Variabel : Simbol yang mewakili nilai yang dapat  

berubah 

Kartesian : Sistem koordinat yang menggunakan  

sumbu x dan y untuk menentukan posisi 
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MODUL 5 

INTEGRAL LIPAT TIGA 

 

I. Pendahuluan 

1. Deskripsi Singkat Modul V 

Pada bahasan sebelumnya telah dibahas mengenai 

integral lipat dua dan penentuan batasan daerah nya untuk 

mencari luas pada fungsi dua peubah. Dalam persoalan 

fungsi tiga peubah, penentuan batasan dan pemecahan 

masalah volume dari fungsi digunakan dengan integral 

lipat tiga. Sebab itu, pada modul ini akan membahas 

mengenai bagaimana menyelesaikan integral lipat tiga dan 

bagaimana menentukan batas dan penyelesaian dari fungsi 

integral yang memiliki tiga variabel secara detail. 

Integral Lipat Tiga merupakan perluasan dari integral 

lipat dua ke dimensi yang lebih tinggi. Seperti halnya 

integral tunggal yang ditentukan untuk fungsi satu 

variabel dan integral lipat dua (integral ganda) untuk 

fungsi dua peubah, kita menentukan integral lipat tiga 

untuk menentukan fungsi tiga variabel atau peubah. 

Konsep yang diwujudkan dalam integral tunggal dan 

lipat-dua dapat diperluas meluas secara wajar menjadi 

integral lipat-tiga, atau bahkan ke integral lipat-n. 

2. Capaian Pembelajaran Lulusan 

Mahasiswa diharapkan dapat memahami dan menghitung 

integral lipat tiga. 

3. Kemampuan Akhir 

Mahasiswa diharapkan mampu memahami dan 

menghitung integral lipat tiga. 
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4. Persyaratan Kompetensi 

Kegiatan Proses Belajar (KPB): 2x(2x50) 

Kegiatan Pembelajaran Terstruktur (KPT): 2x(2x60) 

Kegiatan Mandiri (KM): 1x(2x60) 

5. Kegunaan Modul 

Setelah mempelajari Modul V, mahasiswa diharapkan 

dapat memahami dan menyelesaikan integral lipat tiga, 

beserta contoh penggunaanya. 

6. Materi Pokok dan Sub Materi Pokok 

Double Integral dan Triple Integral (Integral lipat tiga) 

dalam koordinat kartesius dan koordinat polar. 

II. Kegiatan Pembelajaran 1 

1. Judul Kegiatan Pembelajaran 

Double Integral 

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir 

1) Ketepatan penyelesaian integral dalam kordinat 

kartesius 

2) Ketepatan penyelesaian integral dalam kordinat polar 

 

3. Uraian, Contoh dan Ilustrasi 

(I) Koordinat Cartesian 

variabelnya: x, y 

 

Bentuk umum Double Integral 

∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐿

𝐿
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(1) 

 

Gambar 5. 1. Grafik Luasan L dengan 𝑦 =

𝑔1(𝑥) 𝑑𝑎𝑛 𝑔2(𝑥) 

dL =  dydx  

∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐿

𝐿

= ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑦=𝑔1(𝑥)

𝑦=𝑔2(𝑥)

𝑥=𝑏

𝑥=𝑎

 

 

(2) 

 

Gambar 5. 2. Grafik Luasan L dengan 𝑥 =

𝑔1(𝑥) 𝑑𝑎𝑛 𝑔2(𝑥) 

dL =  dxdy  

y 

x 
0 

a 

b 

L 
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∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐿

𝐿

= 

∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑥=𝑔1(𝑦)

𝑥=𝑔2(𝑦)

𝑦=𝑏

𝑦=𝑎

 

(II) Koordinat polar 

variabelnya: 𝜌,𝜑 

Bentuk umum Double Integral 

∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐿

𝐿

 

 

𝑑𝐿 = ∫𝑑𝜌𝑑𝜑  

 

 
Gambar 5. 3. Luasan L dengan Sudut φ dan α 

 

∬𝑓(𝜑, 𝜌)𝑑𝐿

𝐿

= ∫ ∫ 𝑓(𝜑, 𝜌)

𝜌=𝑔1(𝑦)

𝜌=𝑔2(𝑦)

𝜌𝑑𝜌𝑑𝜑

𝜑=𝑏

𝜑=𝑎

 

 

L 

a 𝛼 
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Hubungan variabel Koordinat Cartesius dengan 

Koordinat Polar 

 

 
Gambar 5. 4. Grafik yang terbentuk berdasarkan dari 

hubungan variabel Koordinat Cartesius dengan 

Koordinat Polar 

𝑥 = 𝜌 cos𝜑 

𝑦 = 𝜌 sin 𝜑 

 

𝑥2 + 𝑦2 = 𝜌2 

 

𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑎𝑡𝑎𝑢

𝑑𝑥𝑑𝑦

} 𝜌𝑑𝜌𝑑𝜑  

 

Catatan: Dalam Double Intergral Koordinat Polar 

sering dijumpai bentuk-bentuk integral 

antara lain 

 

(1) ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑚𝜑𝑐𝑜𝑠𝑛𝜑𝑑𝜑 m, n bulat positif 

 

y 

x 
0 

x 

y 

P(x,y) 

   P(𝜌,𝜑) 

 𝜌 

𝜑 
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a) Jika n ganjil → Substitusinya: 

𝑡 = sin𝜑  

𝑑𝑡 = cos𝜑 𝑑𝜑  

 

b) Jika m ganjil → Substitusinya: 

𝑑𝑡 = cos𝜑  

𝑑𝑡 = −sin 𝜑 𝑑𝜑  

 

c) Jika m dan n genap: 

gunakan Rumus 

 

𝑠𝑖𝑛2𝜑 =
1
2 −

1
2 𝑐𝑜𝑠2𝜑

𝑐𝑜𝑠2𝜑 =
1
2 +

1
2 𝑐𝑜𝑠2𝜑

 

 

(2) *) ∫ cos𝑚𝜑 cos 𝑛𝜑 𝑑𝜑 →

Menggunakan Rumus:  

cos𝑚𝜑 cos𝑛𝜑 

=
1

2
{cos(𝑚 + 𝑛)𝜑 + cos(𝑚 + 𝑛)𝜑} 

 

*) ∫ sin𝑚𝜑 cos𝑛𝜑 𝑑𝜑 →

Menggunakan Rumus: 

sin𝑚𝜑 cos𝑛𝜑 =
1

2
{sin(𝑚 + 𝑛)𝜑

+ sin(𝑚 + 𝑛)𝜑} 

 

*) ∫ sin𝑚𝜑 sin 𝑛𝜑 𝑑𝜑 →

Menggunakan Rumus: 
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sin𝑚𝜑 sin 𝑛𝜑 =
1

2
{−cos(𝑚 + 𝑛)𝜑

+ cos(𝑚 + 𝑛)𝜑} 

 

Contoh: (1)  

 

∫ 𝑠𝑖𝑛4𝜑𝑐𝑜𝑠3𝜑𝑑𝜑 m = 4 

 

    n = 3 → ganjil 

 

Substitusi 𝑡 = sin𝜑 → 𝑑𝑡 = cos𝜑 𝑑𝜑 

 

Dengan substitusi di atas 

 

∫𝑠𝑖𝑛4𝜑𝑐𝑜𝑠3𝜑𝑑𝜑 = ∫𝑠𝑖𝑛4𝜑𝑐𝑜𝑠3𝜑 . cos𝜑 𝑑𝜑 

 

 = ∫ 𝑠𝑖𝑛4𝜑 (1 − 𝑠𝑖𝑛3𝜑) cos𝜑 𝑑𝜑 

 

= ∫(𝑠𝑖𝑛4𝜑 − 𝑠𝑖𝑛6𝜑) . cos𝜑 𝑑𝜑 

 

 = ∫(𝑡4 − 𝑡6)𝑑𝑡 

 

 =
1

5
𝑡5 −

1

7
𝑡7 + 𝑐 

 

=
1

5
𝑠𝑖𝑛5𝜑 −

1

7
𝑠𝑖𝑛7𝜑 + 𝑐 
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Contoh (2) 

 

∫𝑐𝑜𝑠3𝜑𝑐𝑜𝑠2𝜑𝑑𝜑 

= ∫(
1

2
cos(3 + 2)𝜑 + cos(3 − 2)𝜑)𝑑𝜑 

 

=
1

2
∫(cos5𝜑 + cos𝜑)𝑑𝜑 

 

 =
1

2
(
1

5
sin 5𝜑 + sin 𝜑) + 𝑐 

 

 =
1

10
sin 5𝜑 +

1

2
sin 𝜑 + 𝑐 

 

Contoh: 

Diketahui 

lingkaran I  = (𝑥 − 1)2 + 𝑦2 = 1 

lingkaran II = 𝑥2 + (𝑦 − 1)2 = 1 

Ditanya: luas yang diarsir gunakan Koordinat Polar 

 
Gambar 5. 5. Grafik 2 Lingkaran (Lingkaran I & 

Lingkaran II) yang saling berpotongan 
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Lingkaran I: 

 (𝑥 − 1)2 + 𝑦2 = 1  

… 𝑥2 + 𝑦2 = 2𝑥 

Dalam Koordinat Polar menjadi: 

Ingat: 𝑥2 + 𝑦2  = 𝜌2 

  𝑥 = 𝜌 cos𝜑 

∴ Lingkaran I menjadi:  

𝜌2 = 2𝜌 cos𝜑 

atau 

 𝜌  = 2 cos𝜑  

 

Langkah II: 

𝑥2 + (𝑦 − 1)2 = 1 

atau 

𝑥2 + 𝑦2 = 2𝑦 

 

dalam Koordinat Polar menjadi 

 

𝜌2 = 2𝜌 sin𝜑 

atau  

𝜌 = 2 sin𝜑  

 

Rumus 𝑙𝑢𝑎𝑠𝑎𝑛 𝐿 =  ∬𝑑𝐿

𝐿
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Gambar 5. 6. Luasan L yang terbentuk dari 

persamaan ρ=2 sinφ dan ρ=2 cosφ 

 

Mulai mengarsir: ∠𝛼 = 0 

Selesai mengarsir: ∠𝛽 =
𝜋

4
 (45°) 

Jadi 𝑙𝑢𝑎𝑠 𝐿 = ∬𝑑𝐿

𝐿

 

  = ∫ ∫ 𝜌𝑑𝜌𝑑𝜑

𝜌=2 cos𝜑

𝜌=2 sin 𝜑

𝛽=𝜋 4⁄

𝛼=0

 

  = ∫ { ∫ 𝜌𝑑𝜌

𝜌=2cos 𝜑

𝜌=2 sin 𝜑

} 𝑑𝜑

𝛽=𝜋 4⁄

𝛼=0

 

 

0 

   𝜌 = 2cos𝜑 

𝛽 

(1,1) 

L 

   𝜌 = 2sin𝜑 



146 

 

 

Dihitung terlebih dahulu 

∫ 𝜌𝑑𝜌

𝜌=2cos 𝜑

𝜌=2 sin 𝜑

→ variabelnya 𝜌 

=
1

2
𝜌2│

𝜌 = 2 cos𝜑

𝜌 = 2 sin𝜑
 

=
1

2
{(…cos𝜑) − (…sin 𝜑) } 

= 2𝑐𝑜𝑠 𝜑 − 2𝑠𝑖𝑛 𝜑 

 

∴ 𝑙𝑢𝑎𝑠 𝐿 = ∫ (2𝑐𝑜𝑠 𝜑 − 2𝑠𝑖𝑛 𝜑)

𝛽=𝜋 4⁄

𝛼=0

𝑑𝜑

→ 𝑣𝑎𝑟𝑖𝑎𝑏𝑒𝑙 𝜑 

gunakan 𝑙𝑢𝑎𝑠 𝑐𝑜𝑠2𝜑 =
1

2
+
1

2
cos2𝜑 , 𝑠𝑖𝑛2𝜑 

  =
1

2
−
1

2
cos2𝜑 

∴ 2𝑐𝑜𝑠 𝜑 − 2𝑠𝑖𝑛 𝜑

= (1 + cos 2𝜑) − (1 − cos2𝜑) 

  = 2 cos2𝜑 

∴ 𝑙𝑢𝑎𝑠 𝐿 = ∫ 2 cos2𝜑 𝑑𝜑

𝜋
4⁄

0

→ variabel 𝜑 
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= sin 2𝜑│
𝜑 = 𝜋 4⁄

𝜑 = 0
 

 

= sin
𝜋

4
− sin 0 

 

= 1 − 0 = 1 

 

∴ 𝑙𝑢𝑎𝑠 𝐿 = 1 

 

Lingkaran I = 

𝑥2 + 𝑦2 = 4 

 

Lingkaran II = 

(𝑥 − 1)2 + 𝑦2 = 1 

 

Lihat gambar: Hitung luas L 

(menggunakan Koordinat Polar) 
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Gambar 5. 7. Grafik 2 Lingkaran (Lingkaran I & 

Lingkaran II) yang saling bersinggungan di dalam 

Jawab: 

Lingkaran I = 𝑥2 + 𝑦2 

= 4

→ Dalam Koordinat Polar menjadi  

 𝜌2 = 4 atau 𝜌 = 2  

 

Lingkaran II = (𝑥 − 1)2 + 𝑦2 = 1 

atau 𝑥2 + 𝑦2 = 2𝑥

→ Dalam Koordinat Polar menjadi 

   𝜌2 = 2ρcos𝜑 atau 𝜌 = 2cos𝜑  
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Gambar 5. 8. ¼ bagian dari Grafik 2 Lingkaran 

(Lingkaran I & Lingkaran II) yang saling 

bersinggungan di dalam 

Luas L = ∬𝑑𝐿

𝐿

 

= ∫ ∫ 𝜌

𝜌=2

𝜌=2cos 𝜑

𝑑𝜌

𝛽=𝜋 2⁄

𝛼=0

𝑑𝜑 

∫ 𝜌

𝜌=2

𝜌=2cos 𝜑

𝑑𝜌 → variabel 𝜌 
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=
1

2
𝜌2│

𝜌 = 2

𝜌 = 2cos𝜑
 

=
1

2
(4 − 4𝑐𝑜𝑠2𝜑) 

= 2− 2𝑐𝑜𝑠2𝜑 

 

∴ 𝑙𝑢𝑎𝑠 𝐿 = ∫ (2 − 2𝑐𝑜𝑠2𝜑)𝑑𝜑

𝜋
2⁄

0

 

 

→ [𝑐𝑜𝑠2𝜑 =
1

2
(1 + cos 2𝜑)] 

 

= ∫ (2 − (1 + cos 2𝜑))𝑑𝜑

𝜋
2⁄

0

 

 

= ∫ (1 − cos2𝜑)𝑑𝜑

𝜋
2⁄

0

→ variabel 𝜑 

= (𝜑 −
1

2
sin 2𝜑)│

𝜋
2⁄

0
 

 

= (
𝜋

2
−
1

2
sin 𝜋) − (0 −

1

2
sin 0) 

 

= (
𝜋

2
− 0) − (0 − 0) =

𝜋

2
 

 

Hubungan variabel Koordinat Cartesius dengan 

Koordinat Polar 
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Gambar 5. 9. Koordinat Polar P (ρ,φ) 

 

𝑥 = 𝜌 cos𝜑 

𝑦 = 𝜌 sin 𝜑 

𝑥2 + 𝑦2 = 𝜌2 

 

𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑎𝑡𝑎𝑢

𝑑𝑥𝑑𝑦

} 𝜌𝑑𝜌𝑑𝜑  

Catatan: 

Dalam Double Intergral Koordinat Polar sering 

dijumpai bentuk-bentuk integral antara lain 

 

(1) ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑚𝜑𝑐𝑜𝑠𝑛𝜑𝑑𝜑 m, n bulat positif 

 

a) Jika n ganjil → Substitusinya: 

𝑡 = sin𝜑  

𝑑𝑡 = cos𝜑 𝑑𝜑  

 

b) Jika m ganjil → Substitusinya: 

y 

x 
0 

x 

y 

P(x,y) 

   P(𝜌,𝜑) 

 𝜌 

𝜑 
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𝑑𝑡 = cos𝜑  

𝑑𝑡 = −sin 𝜑 𝑑𝜑  

 

c) Jika m dan n genap: 

gunakan Rumus 

𝑠𝑖𝑛2𝜑 =
1
2 −

1
2 𝑐𝑜𝑠2𝜑

𝑐𝑜𝑠2𝜑 =
1
2 +

1
2 𝑐𝑜𝑠2𝜑

 

 

(2) a) ∫ cos𝑚𝜑 cos𝑛𝜑 𝑑𝜑 → Pakai Rumus: 

cos𝑚𝜑 cos𝑛𝜑 

=
1

2
{cos(𝑚 + 𝑛)𝜑 + cos(𝑚 + 𝑛)𝜑} 

 

b) ∫ sin𝑚𝜑 cos𝑛𝜑 𝑑𝜑 → Pakai Rumus: 

sin𝑚𝜑 cos𝑛𝜑 =
1

2
{sin(𝑚 + 𝑛)𝜑

+ sin(𝑚 + 𝑛)𝜑} 

 

 

c) ∫ sin𝑚𝜑 sin 𝑛𝜑 𝑑𝜑 → Pakai Rumus: 

sin𝑚𝜑 sin 𝑛𝜑 =
1

2
{−cos(𝑚 + 𝑛)𝜑

+ cos(𝑚 + 𝑛)𝜑} 
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Gambar 5. 10. Grafik Lingkaran (𝑥 − 1)2 + 𝑦2 = 1 

Lingkaran: (𝑥 − 1)2 + 𝑦2 = 1 

L lihat gambar 

Hitung ∬𝑦

𝐿

𝑑𝐿 

Jawab: 

(𝑥 − 1)2 + 𝑦2 = 1  

atau 

𝑥2 + 𝑦2 = 2𝑥 

 

dalam Koordinat Polar menjadi 

𝜌2 = 2𝜌cos𝜑 

atau 
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𝜌 = 2cos𝜑  

 

Gambar 5. 11. Suatu Luasan L yang terbentuk dari 

ρ=2cosφ dengan α=0 dan β=π⁄4 

 

∴ ∬𝑦

𝐿

𝑑𝐿 = ∫ ∫ (𝜌 sin 𝜑)𝜌𝑑𝜌

𝜌=2cos 𝜑

𝜌=0

𝑑𝜑

𝛽=𝜋 4⁄

𝛼=0

 

 

= ∫ ∫ sin𝜑 𝜌2𝑑𝜌

2cos 𝜑

0

𝑑𝜑

𝜋
4⁄

0

 

 

 

Dihitung terlebih dahulu 

∫ sin 𝜑 𝜌2𝑑𝜌

2cos 𝜑

0

→ variabel 𝜌 

L 
0 

   𝜌 = 2cos𝜑 

𝛽 
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= sin 𝜑 (
1

3
𝜌3)│

𝜌 = 2cos𝜑

𝜌 = 0
 

= sin 𝜑 (
8

3
𝑐𝑜𝑠3𝜑) 

=
8

3
sin 𝜑 𝑐𝑜𝑠3𝜑 

∴ ∬𝑦

𝐿

𝑑𝐿 = ∫
8

3
sin 𝜑 𝑐𝑜𝑠3𝜑

𝜋
4⁄

0

𝑑𝜑 

 

 =
8

3
∫ sin 𝜑 𝑐𝑜𝑠3𝜑

𝜋
4⁄

0

𝑑𝜑 → variabel 𝜑 

∫sin𝜑 𝑐𝑜𝑠3𝜑𝑑𝜑 

↳ sin 𝜑 

↳ pangkat ganjil 

↳ menggunakan substitusi 𝑡 = cos…  

↳ 𝑐𝑜𝑠3𝜑 

↳ pangkat ganjil 

↳ menggunakan substitusi 𝑡 = sin 𝜑  

 

Jika memilih substitusi: 

 

𝑡 = sin𝜑 → 𝑑𝑡 = cos𝜑 𝑑𝜑  

 

∴ ∫sin 𝜑 𝑐𝑜𝑠3𝜑𝑑𝜑   

= ∫sin 𝜑 𝑐𝑜𝑠2𝜑 (cos𝜑 𝑑𝜑) 
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= ∫sin 𝜑 (1 − 𝑠𝑖𝑛2𝜑) (cos𝜑 𝑑𝜑) 

 

= ∫𝑡(1 − 𝑡2) 𝑑𝑡 

 

= ∫(𝑡 − 𝑡3) 𝑑𝑡 

 

=
1

2
𝑡2 −

1

4
𝑡4 + (𝑐) 

 

=
1

2
𝑠𝑖𝑛2𝜑 −

1

4
𝑠𝑖𝑛4𝜑 + (𝑐) 

 

∴
8

3
∫ sin 𝜑 𝑐𝑜𝑠3𝜑

𝜋
4⁄

0

𝑑𝜑 =
8

3
(
1

2
𝑠𝑖𝑛2𝜑 −

1

4
𝑠𝑖𝑛4𝜑)│

𝜑 = 𝜋
4⁄

𝜑 = 0
 

 

 =
8

3
{(
1

2
𝑠𝑖𝑛2

𝜋

4
−
1

4
𝑠𝑖𝑛4

𝜋

4
) − (

1

2
𝑠𝑖𝑛20 −

1

4
𝑠𝑖𝑛40)} 

 

 =
8

3
{(
1

2
(
1

√2
)
2

−
1

4
(
1

√2
)
4

) − (0 − 0)} 

 

=
8

3
(
1

4
−
1

16
) 

 

 =
8

3
(
3

16
) 

 

=
1

2
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4. Rangkuman 

 

 

Gambar 5. 12. Grafik Luasan L dengan 𝑦 =

𝑔1(𝑥) 𝑑𝑎𝑛 𝑔2(𝑥) 

dL =  dydx  

∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐿

𝐿

= ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦𝑑𝑥

𝑦=𝑔1(𝑥)

𝑦=𝑔2(𝑥)

𝑥=𝑏

𝑥=𝑎
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Gambar 5. 13. Grafik Luasan L dengan 𝑥 =

𝑔1(𝑥) 𝑑𝑎𝑛 𝑔2(𝑥) 

dL =  dxdy  

∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐿

𝐿

= 

∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑥=𝑔1(𝑦)

𝑥=𝑔2(𝑦)

𝑦=𝑏

𝑦=𝑎

 

 

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek 

Hitunglah integral-integral berulang berikut: 

a) ∫ ∫ ∫ 𝑑𝑧
𝑥−1

𝑦

2𝑥

0
𝑑𝑦

7

−3
𝑑𝑥 

b) ∫ ∫ ∫ 𝑑𝑧
3𝑦+𝑥

0

4

−1
𝑑𝑦

2

0
𝑑𝑥 

 

 

 

y 

x 
0 

a 

b 

L 
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6. Evaluasi Pembelajaran 

Hitunglah integral-integral berulang berikut: 

a) ∫ ∫ ∫ 𝑑𝑥
𝑦+2𝑧

0

2𝑧

𝑧−1
𝑑𝑦

4

1
𝑑𝑧 

b) ∫ ∫ ∫ 6𝑥𝑦2𝑧3
2

1
𝑑𝑥

4

−2
𝑑𝑦

5

0
𝑑𝑧 

6. Umpan Balik 

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada 

pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-

soal yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban 

maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan. 

 

III. Kegiatan Pembelajaran 2 

1. Judul Kegiatan Pembelajaran 

Triple Integral 

 

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir 

6. Ketepatan penyelesaian integral dalam kordinat 

silinder 

7. Ketepatan penyelesaian integral dalam kordinat bola 

 

3. Uraian, Contoh dan Ilustrasi 

Berupa integral tertentu (definit integral) 

dari suatu fungsi 3 variabel f (x, y, z) 

Jika double integral berbentuk umum 
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Gambar 5. 14. Grafik Luasan L 

∬𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝐿

𝐿

 dengan 𝑑𝐿 

 ↳ 𝑑𝐿 = 𝑑𝑦𝑑𝑥

↳ 𝑑𝐿 = 𝑑𝑥𝑦
} → Koordinat Cartesius 

atau∬𝑓(𝜑, 𝜌)𝑑𝐿

𝐿

 

dengan 𝑑𝐿 = 𝜌𝑑𝜌𝑑𝜑 

 

Triple integral mempunyai bentuk umum 

dalam Koordinat Cartesius: 

 

 

y 

x 
0 

L 
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Gambar 5. 15. Bentuk Umum Triple Integral dalam 

Koordinat Cartesius 

∭𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑣

𝑉

 

→ 𝑑𝑣 𝑑𝑎𝑝𝑎𝑡 𝑏𝑒𝑟𝑢𝑝𝑎 𝑢𝑟𝑢𝑡𝑎𝑛  

↳
↳
↳
↳
↳
↳

𝑑𝑣 = 𝑑𝑧𝑑𝑦𝑑𝑥
𝑑𝑣 = 𝑑𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑑𝑣 = 𝑑𝑦𝑑𝑧𝑑𝑥
𝑑𝑣 = 𝑑𝑦𝑑𝑥𝑑𝑧
𝑑𝑣 = 𝑑𝑥𝑑𝑧𝑑𝑦
𝑑𝑣 = 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

 

 

integral dari fungsi f(x,y,z) 

pada volume benda v 

 

Jika menggunakan urutan 𝑑𝑉 = 𝑑𝑧𝑑𝑦𝑑𝑥   

 

maka bentuk umum∭𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑣

𝑉

= 

v 

→ yang umumnya digunakan 
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⇒ ∫ ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧

𝑧=𝑔1(𝑥,𝑦)

𝑧=𝑔2(𝑥,𝑦)

𝑑𝑦

𝑦=ℎ1(𝑥)

𝑦=ℎ2(𝑥)

𝑑𝑥

𝑥=𝑏

𝑥=𝑎

 

 

= ∫ [ ∫ { ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧

𝑧=𝑔1(𝑥,𝑦)

𝑧=𝑔2(𝑥,𝑦)

}𝑑𝑦

𝑦=ℎ1(𝑥)

𝑦=ℎ2(𝑥)

] 𝑑𝑥

𝑥=𝑏

𝑥=𝑎

 

 

Cara menghitungnya: 

(1)Dihitung dahulu ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧

𝑧=𝑔1(𝑥,𝑦)

𝑧=𝑔2(𝑥,𝑦)

 

 

→ variabelnya Z 

→ hasil integralnya 

berupa fungsi 2 variabel x dan y,misal … F(x, y) 

Jadi ∭𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑣

𝑉

= ∫ ∫ 𝐹(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦

𝑦=ℎ1(𝑥)

𝑦=ℎ2(𝑥)

𝑑𝑥

𝑥=𝑏

𝑥=𝑎

 

→ Double integral

→ Selanjutnya dihitung seperti pada double integral 

 

Contoh: 

 

∫∫∫𝑥𝑦𝑧

3

2

𝑑𝑧

2

1

𝑑𝑦

1

0

𝑑𝑥 = ∫ [ ∫ { ∫ 𝑥𝑦𝑧

𝑧=3

𝑧=2

𝑑𝑧}

𝑦=2

𝑦=1

𝑑𝑦]

𝑥=1

𝑥=0

𝑑𝑥 

 

Dihitung terlebih dahulu ∫ 𝑥𝑦𝑧

𝑧=3

𝑧=2

𝑑𝑧 → variabelnya 𝑧 
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=
1

2
𝑥𝑦𝑧2│

𝑧 = 3

𝑧 = 2
 

 

=
1

2
(9𝑥𝑦 − 4𝑥𝑦) =

5

2
𝑥𝑦 

 

∴ ∫∫∫𝑥𝑦𝑧

3

2

𝑑𝑧

2

1

𝑑𝑦

1

0

𝑑𝑥 = ∫∫
5

2
𝑥𝑦

2

1

𝑑𝑦

1

0

𝑑𝑥 

 

→ double integral … 

 

Dihitung terlebih dahulu 

 

∫
5

2
𝑥𝑦

2

1

𝑑𝑦 → variabel 𝑦 

=
5

4
𝑥𝑦2│

𝑦 = 2

𝑦 = 1
 

 

=
5

4
(4𝑥 − 𝑥) =

15

4
𝑥 

 

Jadi, ∫∫∫𝑥𝑦𝑧

3

2

𝑑𝑧

2

1

𝑑𝑦

1

0

𝑑𝑥 = ∫
15

4
𝑥

1

0

𝑑𝑥 → variabel 𝑥 

 

 =
15

8
𝑥2│

1

0
=
15

8
 

 

Contoh: ∭𝑧

𝑣

𝑑𝑣 = ∫∫ ∫ 𝑧

𝑥2𝑦3

𝑥𝑦

𝑑𝑧

2𝑥

𝑥

𝑑𝑦

1

0

𝑑𝑥 
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Dihitung ∫ 𝑧

𝑥2𝑦3

𝑥𝑦

𝑑𝑧 → variabel 𝑧 

 

=
1

2
𝑧2│

𝑧 = 𝑥2𝑦3

𝑧 = 𝑥𝑦
 

 

=
1

2
𝑥4𝑦6 −

1

2
𝑥2𝑦2 

 

Dihitung ∫ (
1

2
𝑥4𝑦6 −

1

2
𝑥2𝑦2)

2𝑥

𝑥

𝑑𝑦 → variabel 𝑦 

 

= (
1

14
𝑥4𝑦7 −

1

6
𝑥2𝑦3)│

𝑦 = 2𝑥

𝑦 = 𝑥
 

 

= (
128

14
𝑥11 −

8

6
𝑥5) − (

1

14
𝑥11 −

1

6
𝑥5) 

 

=
127

14
𝑥11 −

7

6
𝑥5 

 

∴∭𝑧

𝑣

𝑑𝑣 = ∫(
127

14
𝑥11 −

7

6
𝑥5)

1

0

𝑑𝑥 → variabel 𝑥 

 

= [
127

14
(
𝑥12

12
) −

7

6
(
𝑥6

6
)]│

1

0
 

 

=
127

(14)(12)
−

7

(6)(6)
= ⋯ 
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Contoh: 

Hitung integral lipat tiga berikut 

∭ 𝑥2𝑦𝑧
𝑉

𝑑𝑉 

dengan B adalah 

𝐵 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧): 1 ≤ 𝑥 ≤ 2, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1, 0 ≤ 𝑧 ≤ 2} 

Jawab: 

∭𝑥2𝑦𝑧

𝐵

𝑑𝑉 = ∫∫∫𝑥2𝑦𝑧

2

1

𝑑𝑥

1

0

𝑑𝑦

2

0

𝑑𝑧 

  = ∫∫[
1

3
𝑥3𝑦𝑧]

2

1

1

0

𝑑𝑦

2

0

𝑑𝑧 

  = ∫∫
7

3
𝑦𝑧

1

0

𝑑𝑦

2

0

𝑑𝑧 

  =
7

3
∫ [
1

2
𝑦2𝑧]

1

0

2

0

𝑑𝑧 

  =
7

3
∫
1

2
𝑧

2

0

𝑑𝑧 

  =
7

6
[
𝑧2

2
]
2

0
 

  =
7

3
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Contoh: 

Hitung integral lipat berikut ini 

∫∫ ∫ 4

𝑥+2

𝑦

𝑑𝑧

3𝑥

0

𝑑𝑦

5

−2

𝑑𝑥 

Jawab: 

∫∫ ∫ 4

𝑥+2

𝑦

𝑑𝑧

3𝑥

0

𝑑𝑦

5

−2

𝑑𝑥 = ∫∫ (∫ 4

𝑥+2

𝑦

𝑑𝑧)

3𝑥

0

𝑑𝑦

5

−2

𝑑𝑥 

= ∫∫ [4𝑧]
𝑥 + 2
𝑦       

3𝑥

0

𝑑𝑦

5

−2

𝑑𝑥 

= ∫∫ (4𝑥 − 4𝑦 + 8)

3𝑥

0

𝑑𝑦

5

−2

𝑑𝑥 

= ∫[4𝑥𝑦 − 2𝑦2 + 8𝑦]

5

−2

3𝑥
0  
 𝑑𝑥 

= ∫(−6𝑥2 + 24𝑥)

5

−2

 𝑑𝑥 = −14 

Contoh: 

Hitung integral lipat tiga untuk 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑥𝑦𝑧 

dalam daerah pejal S yang dibatasi oleh tabung parabol 

𝑧 = 2 −
1

2
𝑥2 
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dan bidang-bidang z = 0, y = x, dan y = 0 

 

Gambar 5. 16. Grafik 3 Dimensi suatu Integral Lipat Tiga 

Jawab: 

Daerah pejal S diperlihatkan melalui Gambar pada halaman 

sebelumnya. Integral lipat tiga: 

∭2𝑥𝑦𝑧

𝑆

𝑑𝑉 

dapat dihitung dengan integral lipat. Perhatikan bahwa S adalah 

suatu himpunan z sederhana dan bahwa proyeksinya 𝑆𝑥𝑦  pada 

bidang xy adalah y sederhana (juga x sederhana). 

Jadi, 

∭2𝑥𝑦𝑧

𝑆

𝑑𝑉  = ∫∫ ∫ 2𝑥𝑦𝑧

2−𝑥2 2⁄

0

𝑑𝑧

𝑥

0

𝑑𝑦

2

0

𝑑𝑥 
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  = ∫∫[𝑥𝑦𝑧2]

𝑥

0

2 − 𝑥2 2⁄
0               

𝑑𝑦

2

0

𝑑𝑥 

  = ∫∫(4𝑥𝑦 − 2𝑥3𝑦 +
1

4
𝑥5𝑦)

𝑥

0

𝑑𝑦

2

0

𝑑𝑥 

  = ∫ (2𝑥3 − 𝑥5 +
1

8
𝑥7)

2

0

𝑑𝑥 =
4

3
 

Terdapat beberapa urutan pengintegralan berbeda yang 

memungkinkan dalam Contoh di atas. Ilustrasi cara lain untuk 

mengerjakan soal pada Contoh sebelumnya sebagai berikut: 

Hitung integral dari Contoh sebelumnya dengan mengerjakan 

pengintegralan dalam urutan dy dx dz 

 

Penyelesaian: 

Perhatikan bahwa benda pejal S adalah y sederhana dan 

diproyeksikan ke dalam himpunan bidang 𝑆𝑥𝑧 yang diperlihatkan 

pada Gambar 5. 15. Integralkan sepanjang garis horizontal dari y 

= 0 ke y = x, kemudian integralkan hasilnya terhadap 𝑆𝑥𝑧 

∭2𝑥𝑦𝑧

𝑆

𝑑𝑉 = ∫ ∫ ∫2𝑥𝑦𝑧

𝑥

0

𝑑𝑦

√4−2𝑧

0

𝑑𝑥

2

0

𝑑𝑧 

= ∫ ∫ 𝑥3𝑧

√4−2𝑧

0

𝑑𝑥

2

0

𝑑𝑧 
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=
1

4
∫(√4 − 2𝑧)

4
𝑧

2

0

𝑑𝑧 

=
1

4
∫(16𝑧 − 16𝑧2 + 4𝑧3)

2

0

𝑑𝑧 =
4

3
 

 

Gambar 5. 17. Proyeksi suatu Integral Lipat Tiga pada Himpunan 

Bidang 𝑆𝑥𝑧 

4. Rangkuman 

Triple integral mempunyai bentuk umum 

dalam Koordinat Cartesius: 

∭𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑣

𝑉

 

→ 𝑑𝑣 𝑑𝑎𝑝𝑎𝑡 𝑏𝑒𝑟𝑢𝑝𝑎 𝑢𝑟𝑢𝑡𝑎𝑛  
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↳
↳
↳
↳
↳
↳

𝑑𝑣 = 𝑑𝑧𝑑𝑦𝑑𝑥
𝑑𝑣 = 𝑑𝑧𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑑𝑣 = 𝑑𝑦𝑑𝑧𝑑𝑥
𝑑𝑣 = 𝑑𝑦𝑑𝑥𝑑𝑧
𝑑𝑣 = 𝑑𝑥𝑑𝑧𝑑𝑦
𝑑𝑣 = 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

 

integral dari fungsi f(x,y,z) 

pada volume benda v 

 

Jika menggunakan urutan 𝑑𝑉 = 𝑑𝑧𝑑𝑦𝑑𝑥   

 

maka bentuk umum∭𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑣

𝑉

= 

 

⇒ ∫ ∫ ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧

𝑧=𝑔1(𝑥,𝑦)

𝑧=𝑔2(𝑥,𝑦)

𝑑𝑦

𝑦=ℎ1(𝑥)

𝑦=ℎ2(𝑥)

𝑑𝑥

𝑥=𝑏

𝑥=𝑎

 

 

= ∫ [ ∫ { ∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧

𝑧=𝑔1(𝑥,𝑦)

𝑧=𝑔2(𝑥,𝑦)

}𝑑𝑦

𝑦=ℎ1(𝑥)

𝑦=ℎ2(𝑥)

] 𝑑𝑥

𝑥=𝑏

𝑥=𝑎

 

 

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek 

Hitung integral berikut: 

a) ∫ ∫ ∫  
𝑦+𝑧

𝑥

24−𝑥−𝑦

0
𝑑𝑧

24−𝑥

0
𝑑𝑦

24

4
𝑑𝑥 

b) ∫ ∫ ∫ 𝑥𝑦𝑧
9

𝑧2
𝑑𝑥

3

0
𝑑𝑧

5

0
𝑑𝑦 

c) ∫ ∫ ∫ 2𝑥𝑦𝑧
√𝑥/𝑧

0
𝑑𝑦

𝑧

1
𝑑𝑥

2

0
𝑑𝑧 

→ yang umumnya digunakan 
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6. Evaluasi Pembelajaran 

Hitung integral berikut: 

a) ∫ ∫ ∫ sin(𝑥 + 𝑦 + 𝑧)
𝑦

0
𝑑𝑥

𝑧

0
𝑑𝑦

𝜋 2⁄

0
𝑑𝑧 

b) ∫ ∫ ∫ 3𝑥𝑦𝑧
√2𝑦/𝑥

0
𝑑𝑧

𝑥+1

𝑥−1
𝑑𝑦

4

−2
𝑑𝑥 

c) ∫ ∫ ∫ sin (
𝑥

𝑦
)

2𝑦𝑧

0
𝑑𝑥

0

sin 2𝑧
𝑑𝑦

𝜋 2⁄

0
𝑑𝑧 

7. Umpan Balik 

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada 

pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal 

yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban 

maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan. 

IV. Penutup 

1. Rangkuman 

Modul ini memuat rangkuman materi yang tercantum 

pada rangkuman kegiatan pembelajaran 1 dan 2. Modul 

ini menuntun mahasiswa memahami materi Integral 

Lipat Tiga secara mandiri maupun kelompok. 

Selanjutnya dilakukan assessment yaitu dengan 

melakukan kuis pada materi yang telah dipelajari. 

 

2. Petunjuk Jawaban Evaluasi Kegiatan Pembelajaran 

Jawaban dari evaluasi tidak dicantumkan, dikarenakan 

setiap permasalahan dapat diselesaiakan dengan 

jawaban yang terbuka. 

 

3. Daftar Istilah 

Koordinat : Nilai yang menunjukkan posisi suatu titik  

dalam ruang 

Triple : Tiga nilai yang digunakan untuk  

menentukan posisi dalam ruang tiga 

dimensi 
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Integral : Operasi yang menghitung luas di bawah  

kurva fungsi 
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MODUL 6 

PERSAMAAN DIFERENSIAL BIASA 

(PERSAMAAN DIFERENSIAL ORDINER) 
 

I. Pendahuluan 

5. Deskripsi Singkat Modul VI 

Persamaan Diferensial (PD) adalah salah satu cabang 

matematika yang banyak digunakan untuk menjelaskan 

masalah-masalah fisis. Masalah masalah fisis tersebut 

dapat dimodelkan dalam bentuk PD. Persamaan 

Diferensial (PD) merupakan suatu bentuk model 

matematika yang banyak digunakan dalam sains dan 

teknologi, misalnya dalam fisika, mekanika teknik, 

rangkaian listrik, perpindahan panas, geometri dan masih 

banyak lagi. 

Persamaan Diferensial digunakan sebagai alat untuk 

mengetahui kelakuan maupun sifat-sifat solusi masalah 

yang ditinjau. Karena itu, penting sekali mempelajari 

Persamaan Diferensial. Dalam modul ini, Anda pertama-

tama mempelajari Persamaan Diferensial yang lebih 

sederhana, yaitu PD orde satu. Anda akan mengenal tipe-

tipe persamaan diferensial dan mempelajari bagaimana 

caranya menyelesaikan Persamaan Diferensial tersebut. 

 

Prasyarat: Dapat menghitung ∫ 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 

 

6. Capaian Pembelajaran Lulusan 

Setelah mempelajari Modul 6 ini, mahasiswa 

diharapkan memahami metode penyelesaian PD orde satu 

dan terampil menggunakannya. 
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7. Kemampuan Akhir 

Secara lebih rinci, setelah mempelajari modul ini, 

mahasiswa diharapkan mampu: 

1) Membedakan Persamaan Diferensial Biasa dengan 

Persamaan Diferensial Parsial 

2) Menentukan order dan pangkat (degree) 

Persamaan Diferensial biasa 

3) Memahami hubungan antara Persamaan 

Diferensial dengan jawab umum maupun dengan 

jawab khususnya. 

4) Memilih metode dan menggunakannya untuk 

menyelesaikan PD orde satu. 

5) Memberikan contoh masalah konkret yang dapat 

dirumuskan dalam bentuk Persamaan Diferensial 

orde satu serta menyelesaikannya dengan tuntas. 

8. Persyaratan Kompetensi 

Kegiatan Proses Belajar (KPB): 3x(2x50) 

Kegiatan Pembelajaran Terstruktur (KPT): 3x(2x60) 

Kegiatan Mandiri (KM): 3x(2x60) 

9. Kegunaan Modul 

Setelah mempelajari Modul VI ini, mahasiswa diharapkan 

dapat menyelesaikan persamaan diferensial 

10. Materi Pokok dan Sub Materi Pokok 

a. Persamaan Diferensial 

b. Order dari Persamaan Diferensial 

c. Pangkat dari Persamaan Diferensial 
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II. Kegiatan Pembelajaran 1 

1. Judul Kegiatan Pembelajaran 

Persamaan Diferensial (Differential Equations) 

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir 

a. Ketepatan penyelesaian PD linier dengan variabel yang 

mudah dipisah 

b. Ketepatan penyelesaian PD homogen 

 

3. Uraian, Contoh dan Ilustrasi 

Persamaan Diferensial adalah persamaan yang 

mengandung derivative atau diferensial dan dapat dibagi 

menjadi Persamaan Diferensial Biasa atau Persamaan 

Diferensial Ordiner (Ordinary) serta Persamaan 

Diferensial Parsial (Partial Deffer). 

 

1) Persamaan Diferensial Biasa 

Persamaan Diferensial Biasa adalah persamaan 

yang mengandung satu variabel bebas, satu variabel 

bebas beserta derivativenya. 

 

Contoh1: 

 

a) 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥 + 5 

 

b) 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+

𝑦

𝑥
= 0  

 

atau dapat ditulis 𝑥 𝑑𝑦 + 𝑦 𝑑𝑥 = 0 

 

c) 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

2𝑥+3𝑦−5

3𝑥−2𝑦+7
 

 

d) 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+

𝑦

𝑥+1
= (𝑥 + 1)2 
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e) 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑘2𝑦 = 0 

 

f) (𝑥2 + 2𝑥𝑦)𝑑𝑥 + (𝑦2 + 𝑥2) 𝑑𝑦 = 0 

 

g) 𝑦" + 5𝑦′ + 6𝑦 = (2𝑥 + 1)𝑒3𝑥 

h) 𝑦′′′ + 2𝑦′′ + 𝑦′ = sin 𝑥 

 

i) (𝑦")2 + (𝑦′)3 + 3𝑦 = 𝑥2 

 

Jika suatu persamaan mengandung satu atau lebih 

derivative derivatif terhadap suatu variabel tertentu, 

maka variabel ini disebut variabel bebas. Suatu 

variabel disebut tak bebas jika derivatif dari variabel 

ini ada. 

Dalam persamaan diferensial e), h) dan i) pada 

contoh di atas, x adalah variabel bebas, sedangkan y 

adalah variabel tak bebas. 

Persamaan diferensial a) 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥 + 5 dapat ditulis 

dalam bentuk 
𝑑𝑥

𝑑𝑦
=

1

𝑥+5
 , dalam hal ini variabel 

manapun, x atau y dapat dipandang sebagai variabel 

bebas, dan yang lain sebagai variabel tak bebas. 

 

2) Persamaan Diferensial Parsial 

Persamaan Diferensial Parsial adalah persamaan 

yang mengandung dua atau lebih variabel bebas, satu 

variabel tak bebas beserta derivativ parsialnya. 

 

Contoh 2: 

 

a) 𝑥
𝜕𝑧

𝜕𝑥
+ 𝑦

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 0 
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b) 
𝜕𝑧

𝜕𝑥
= 𝑧 + 𝑥

𝜕𝑧

𝜕𝑦
 

 

c) 
𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑧

𝜕𝑦2
= 𝑥2 + 𝑦 

 

d) 𝑥
𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
+ 3

𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
+

𝜕2𝑧

𝜕𝑦2
= 0 

 

e) 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
= ℎ2 [

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
] 

 

Dalam persamaan diferensial b) 
𝜕𝑧

𝜕𝑥
= 𝑧 + 𝑥

𝜕𝑧

𝜕𝑦
  

terdapat dua variabel bebas yaitu x dan y, dan dalam 

persamaan diferensial e) 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
= ℎ2 [

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
] terdapat 

tiga variabel bebas yaitu t, x dan y. 

Selanjutnya yang dibahas dalam buku ini terbatas 

hanya pada Persamaan Diferensial Biasa. Oleh karena 

itu, untuk selanjutnya jika disebut Persamaan 

Diferensial yang dimaksud adalah Persamaan 

Diferensial Biasa. 

Jika dalam suatu persamaan diferensial hanya 

terdapat satu variabel bebas, maka derivatif yang 

terkandung dalam persamaan tersebut adalah derivatif 

biasa. Persamaan diferensial ini disebut persamaan 

diferensial biasa. Sebaliknya jika terdapat lebih dari 

satu variabel bebas, maka derivatif yang terkandung 

dalam persamaan tersebut merupakan derivatif parsial. 

Persamaan diferensial ini disebut persamaan 

diferensial parsial. 

Jadi, pada intinya persamaan diferensial biasa 

(PDB) dapat dijelaskan sebagai suatu persamaan yang 
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memuat suatu atau lebih turunan fungsi satu peubah 

bebas yang tidak diketahui. Jika fungsi terdiri dari satu 

peubah bebas, maka dapat dikatakan sebagai 

persamaan diferensial parsial (PDP). 

Pada bagian selanjutnya, dijelaskan tentang 

turunan tertinggi dari fungsi yang terlibat dalam 

persamaan diferensial (orde) serta pangkat dari 

turunan tertinggi fungsi yang terlibat dalam persamaan 

(derajat). 

 

4. Rangkuman 

Persamaan diferensial 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥 + 5 dapat ditulis dalam 

bentuk 
𝑑𝑥

𝑑𝑦
=

1

𝑥+5
 , dalam hal ini variabel manapun, x atau 

y dapat dipandang sebagai variabel bebas, dan yang lain 

sebagai variabel tak bebas. 

 

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek 

1) Tunjukkan bahwa fungsi-fungsi berikut merupakan 

jawab umum dari persamaan Diferensial 

bersangkutan: 

 

Soal Persamaan Diferensial 

 

a) 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 cos 𝑥 =

1

2
sin 2𝑥 

 

b) 𝑦" − 6𝑦′ + 9𝑦 = 𝑒𝑥 

 

Jawaban Fungsi 

 

a) 𝑦 = sin 𝑥 − 1 + 𝑐𝑒−sin 𝑥 

 



179 

 

b) 𝑦 = (𝑐1 − 𝑐2𝑥)𝑒
3𝑥 +

𝑒𝑥

4
 

 

6. Evaluasi Pembelajaran 

1) Tunjukkan bahwa fungsi-fungsi berikut merupakan 

jawab umum dari persamaan Diferensial 

bersangkutan: 

 

 

Soal Persamaan Diferensial 

 

a) 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+

2

𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0 

 

b) (𝑦 − 3𝑥2)𝑑𝑥 − (4𝑦 − 𝑥)𝑑𝑦 = 0 

 

Jawaban Fungsi 

 

a) 𝑦 =
𝑐1

𝑥
+ 𝑐2 

 

b) 2𝑦2 − 𝑥𝑦 + 𝑥3 = 𝑐 

 

7. Umpan Balik 

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada 

pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal 

yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban 

maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan. 
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III. Kegiatan Pembelajaran 2 

1. Judul Kegiatan Pembelajaran 

Order dari Persamaan Diferensial 

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir 

a. Ketepatan penyelesaian PD exact 

b. Ketepatan penyelesaian faktor integrasi 

c. Ketepatan penyelesaian PD Bernoulli 
 

3. Uraian, Contoh dan Ilustrasi 

Persamaan Diferensial mempunyai bentuk umum: 

 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦",… , 𝑦(𝑛)) = 0 

 

atau 

𝐹 (𝑥, 𝑦,
𝑑𝑦

𝑑𝑥
,
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
, … ,

𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
) = 0 

 

disebut Persamaan Diferensial Order n. Order Persamaan 

Diferensial ditentukan oleh derivative tertinggi yang 

muncul dalam Persamaan Diferensialnya 

 

1) Bentuk umum Persamaan Diferensial Order 1: 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′) = 0 

 

Suatu PD orde satu dapat dinyatakan secara umum 

dalam dua bentuk, yaitu: 

 

Bentuk implisit, 

 

𝐹 (𝑥, 𝑦,
𝑑𝑦

𝑑𝑥
) = 0 atau 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′) = 0 ……………   (1) 

 

Bentuk eksplisit 
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𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦) atau 𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦) …………………    (2) 

 

catatan: 

𝑦′ atau 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 adalah turunan pertama dari y terhadap 

variabel x 

 

𝑦′′ atau 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
 adalah turunan pertama dari y terhadap 

variabel x 

 

… dan seterusnya … 

 

Contoh 3: 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+

2

𝑥 + 5
𝑦 = (𝑥 + 5)3 

 
𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝑘𝑁,𝑁 = 𝑁(𝑡) orde 1 derajat 1 

 

𝑦′ + 2 sin 𝑥 = 0  orde 1 derajat 1 

 

Contoh mengidentifikasi PD orde satu: 

 

1. 𝑥𝑦′ + 𝑦2 + 𝑥2 + 1 = 0 

atau 

 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦2 + 𝑥2 + 1 = 0 

PD orde satu bentuk implisit 

 

2. 𝑦′′ − 2𝑦 + 𝑒𝑥 = 0 

atau 
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𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
− 2𝑦 + 𝑒𝑥 = 0 

bukan PD orde satu, 

PD orde dua bentuk implisit 

 

3. 𝑦′ = 2𝑦 + 𝑒𝑥 

PD orde satu bentuk eksplisit: 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 2𝑦 + 𝑒𝑥 

 

4. 𝑦′′ = 𝑥𝑦 + 𝑥2 

bukan PD orde satu, 

PD orde dua bentuk eksplisit 

*) catatan: 

Perhatikan orde turunan variabel y terhadap x 

yang ada di dalam  

 

Suatu fungsi 𝑦 = 𝑦(𝑥) dikatakan solusi PD (1) atau 

(2) apabila 𝑦 = 𝑦(𝑥) dan turunannya 𝑦′ memenuhi PD 

(1) atau (2) 

 

Contoh 4: 

 

Tinjau PD: 𝑦′ = cos𝑥 …………………………… (3) 

 

Penyelesaian: 

Solusi umum PD ini adalah 

 

𝑦 = sin 𝑥 + 𝐶 

Fungsi-fungsi: 

𝑦 = sin 𝑥 + 1 

 

𝑦 = sin 𝑥 



183 

 

 

𝑦 = sin 𝑥 − 4 

 

masing-masing adalah solusi khusus PD (3) yang 

diperoleh dari solusi umum dengan mengambil 

masing-masing nilai C = 1, C = 0 dan C = -4. Dalam 

menentukan solusi khusus yang memenuhi syarat awal 

𝑦(𝜋/2) = 10, ditentukan C dari solusi umum 𝑦 =

sin 𝑥 + 𝐶 dengan mengambil nilai y = 10 dan 𝑥 =

𝜋/2. Jadi, 10 = sin(𝜋/2) + 𝐶 → 𝐶 = 9 sehingga 

solusi khusus yang memenuhi syarat awal 𝑦(𝜋/2) =

10 adalah 𝑦 = sin 𝑥 + 9. 

Contoh 5: 

 

Tinjau PD: (𝑦′)2 − 𝑥𝑦′ + 𝑦 = 0 ………………… (4) 

 

Penyelesaian: 

Solusi umum PD (4) adalah 

 

𝑦 = 𝐶𝑥 − 𝐶2 

 

dengan mengambil C = 1, C = 2, C = -4 diperoleh 

masing-masing solusi khusus 𝑦 = 𝑥 − 1 , 𝑦 = 2𝑥 −

4 dan 𝑦 = −4𝑥 − 16. Dalam menentukan solusi 

khusus yang memenuhi syarat awal 𝑦(1) = −6, 

tentukan C dari persamaan 𝑦 = 𝐶𝑥 − 𝐶2 dengan 

mengambil nilai 𝑦 = −6 untuk 𝑥 = 1. Ini 

memberikan 

 

−6 = 𝐶 ⋅ 1 − 𝐶2 

= 𝐶 − 𝐶2 
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atau 

 

𝐶2 − 𝐶 − 6 = 0 

↳ (𝐶 − 3)(𝐶 + 2) = 0 

↳ 𝐶1 = 3 ,   𝐶2 = −2 

 

Jadi, ada dua solusi khusus yang memenuhi syarat 

awal 𝑦(1) = −6, yaitu 

𝑦 = 3𝑥 − 9 

dan 

𝑦 = −2𝑥 − 4 

 

Adanya dua solusi khusus ini disebabkan PD (4) 

mempunyai pangkat dua. 

 

 

Contoh 6: 

 

Tentukan PD yang solusi umumnya 𝑥2 + 𝑦2 = 𝐶 

 

Penyelesaian: 

dengan menurunkan 𝑥2 + 𝑦2 = 𝐶 terhadap x secara 

implisit diperoleh: 

2𝑥 + 2𝑦 ⋅ 𝑦′ = 0 

 

karena persamaan ini tidak lagi memuat C, maka 

secara langsung diperoleh PD: 

𝑦′ = −
𝑥

𝑦
 

sebagai PD yang solusi umumnya  

 

𝑥2 + 𝑦2 = 𝐶 
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Contoh 7: 

 

Tentukan PD yang solusi umumnya: 

 

𝑔(𝑥, 𝑦, 𝐶) = 𝑥2 − 𝐶𝑦 + 𝐶2 = 0 

 

Penyelesaian: 

dengan menurunkan 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝐶) terhadap 𝑥 secara 

implisit diperoleh 

2𝑥 − 𝐶𝑦′ = 0 

 

 

eliminasikan C dari kedua persamaan: 

 

{
𝑥2 − 𝐶𝑦 + 𝐶2 = 0

2𝑥 − 𝐶𝑦′ = 0
 

 

dari persamaan kedua diperoleh 

 

𝐶 =
2𝑥

𝑦′
 

 

dimasukkan ke persamaan pertama, menghasilkan: 

 

𝑥2 −
2𝑥

𝑦′
⋅ 𝑦 + (

2𝑥

𝑦′
)
2

= 0 

atau 

4𝑥 − 2𝑦𝑦′ + 𝑥(𝑦′)2 = 0 

 

PD ini mempunyai solusi umum 

 

𝑔(𝑥, 𝑦, 𝐶) = 𝑥2 − 𝐶𝑦 + 𝐶2 = 0 
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2) Bentuk umum Persamaan Diferensial Order 2: 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦") = 0 

 

Contoh 8: 

 

𝑦" + 6𝑦′ − 7𝑦 = 2 cos3𝑥 

 

𝑦′′ + 𝑒𝑥𝑦′ + sin 𝑥𝑦 = 𝑒𝑥 cos 𝑥 orde 2 derajat 1 

 

𝑥3𝑦′′ + 𝑦′ cos 2𝑥 = 𝑥2𝑦2 orde 2 derajat 1 

Persamaan Diferensial Orde 2 Tipe 1: 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 𝑓(𝑥) 

 

Contoh 9: 

Carilah jawaban umum persamaan diferensial: 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 3𝑥2 + 6𝑥5 

Penyelesaian: 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 3𝑥2 + 6𝑥5 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥
= 3𝑥2 + 6𝑥5 𝑑𝑥 

  ∫
𝑑2𝑦

𝑑𝑥
= ∫3𝑥2 + 6𝑥5 𝑑𝑥 

  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
3𝑥2+1

2 + 1
+
6𝑥5+1

5 + 1
+ 𝑐1 
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  =
3𝑥3

3
+
6𝑥6

6
+ 𝑐1 

  = 𝑥3 + 𝑥6 + 𝑐1 

  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥3 + 𝑥6 + 𝑐1 

  𝑑𝑦 = 𝑥3 + 𝑥6 + 𝑐1 𝑑𝑥 

∫𝑑𝑦 = ∫𝑥3 + 𝑥6 + 𝑐1  𝑑𝑥 

𝑦 =
𝑥3+1

3 + 1
+
𝑥6+1

6 + 1
+ 𝑐1𝑥 + 𝑐2 

  =
1

4
𝑥4 +

1

7
𝑥7 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2 

 

Contoh 10: 

Carilah jawaban umum persamaan diferensial: 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 4𝑥3 + 10𝑥5 

Penyelesaian: 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 4𝑥3 + 10𝑥5 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥
= 4𝑥3 + 10𝑥5 𝑑𝑥 

∫
𝑑2𝑦

𝑑𝑥
= ∫4𝑥3 + 10𝑥5  𝑑𝑥 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
4𝑥3+1

3 + 1
+
10𝑥5+1

5 + 1
+ 𝑐1 
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=
4𝑥4

4
+
10𝑥6

6
+ 𝑐1 

= 𝑥4 +
5

3
𝑥6 + 𝑐1 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥4 +

5

3
𝑥6 + 𝑐1 

𝑑𝑦 = 𝑥4 +
5

3
𝑥6 + 𝑐1 𝑑𝑥 

∫𝑑𝑦 = ∫𝑥4 +
5

3
𝑥6 + 𝑐1  𝑑𝑥 

𝑦 =
𝑥4+1

4 + 1
+
5

3
⋅
𝑥6+1

6 + 1
+ 𝑐1𝑥 + 𝑐2 

=
1

5
𝑥5 +

5

21
𝑥7 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2 

 

Contoh 11: 

Carilah jawaban umum persamaan diferensial: 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 10𝑥9 + 5𝑥4 + 𝑥 

Penyelesaian: 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 10𝑥9 + 5𝑥4 + 𝑥 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥
= 10𝑥9 + 5𝑥4 + 𝑥 𝑑𝑥 

∫
𝑑2𝑦

𝑑𝑥
= ∫10𝑥9 + 5𝑥4 + 𝑥 𝑑𝑥 
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𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
10𝑥9+1

9 + 1
+
5𝑥4+1

4 + 1
+
𝑥1+1

1 + 1
+ 𝑐1 

=
10𝑥10

10
+
5𝑥5

5
+
1

2
𝑥2 + 𝑐1 

= 𝑥10 + 𝑥5 +
1

2
𝑥2 + 𝑐1 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥10 + 𝑥5 +

1

2
𝑥2 + 𝑐1 

𝑑𝑦 = 𝑥10 + 𝑥5 +
1

2
𝑥2 + 𝑐1 𝑑𝑥 

∫𝑑𝑦 = ∫𝑥10 + 𝑥5 +
1

2
𝑥2 + 𝑐1  𝑑𝑥 

𝑦 =
𝑥10+1

10 + 1
+
𝑥5+1

5 + 1
+
1

2
⋅
𝑥2+1

2 + 1
+ 𝑐1𝑥 + 𝑐2 

=
1

11
𝑥11 +

1

6
𝑥6 +

1

6
𝑥3𝑐1𝑥 + 𝑐2 

 

Contoh 12: 

Carilah jawaban umum persamaan diferensial: 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 8𝑥5 +

3

2
𝑥3 +

3

5
𝑥 + 4 

Penyelesaian: 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 8𝑥5 +

3

2
𝑥3 +

3

5
𝑥 + 4 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥
= 8𝑥5 +

3

2
𝑥3 +

3

5
𝑥 + 4 𝑑𝑥 
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∫
𝑑2𝑦

𝑑𝑥
= ∫8𝑥5 +

3

2
𝑥3 +

3

5
𝑥 + 4  𝑑𝑥 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
8𝑥5+1

5 + 1
+
3

2
⋅
𝑥3+1

3 + 1
+
3

5
⋅
𝑥1+1

1 + 1
+ 4𝑥 + 𝑐1 

=
8

6
𝑥6 +

3

8
𝑥4 +

3

10
𝑥2 + 4𝑥 + 𝑐1 

=
4

3
𝑥6 +

3

8
𝑥4 +

3

10
𝑥2 + 4𝑥 + 𝑐1 

 

 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
4

3
𝑥6 +

3

8
𝑥4 +

3

10
𝑥2 + 4𝑥 + 𝑐1 

𝑑𝑦 =
4

3
𝑥6 +

3

8
𝑥4 +

3

10
𝑥2 + 4𝑥 + 𝑐1 𝑑𝑥 

∫𝑑𝑦 = ∫
4

3
𝑥6 +

3

8
𝑥4 +

3

10
𝑥2 + 4𝑥 + 𝑐1  𝑑𝑥 

𝑦 =
4

3
⋅
𝑥6+1

6 + 1
+
3

8
⋅
𝑥4+1

4 + 1
+
3

8
⋅
𝑥2+1

2 + 1
+
4𝑥1+1

1 + 1
+ 𝑐1𝑥 + 𝑐2 

=
4

21
𝑥7 +

3

40
𝑥5 +

3

30
𝑥3 +

4

2
𝑥2 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2 

=
4

21
𝑥7 +

3

40
𝑥5 +

1

10
𝑥3 + 2𝑥2 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2 

 

Contoh 13: 

Carilah jawab umum persamaan diferensial: 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 3𝑥9 + 10𝑥5 + 2𝑥 + 2 
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Penyelesaian: 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 3𝑥9 + 10𝑥5 + 2𝑥 + 2 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥
= 3𝑥9 + 10𝑥5 + 2𝑥 + 2 𝑑𝑥 

∫
𝑑2𝑦

𝑑𝑥
= ∫3𝑥9 + 10𝑥5 + 2𝑥 + 2  𝑑𝑥 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
3𝑥9+1

9 + 1
+
10𝑥5+1

5 + 1
+
2𝑥1+1

1 + 1
+ 2𝑥 + 𝑐1 

=
3

10
𝑥10 +

10

6
𝑥6 +

2

2
𝑥2 + 2𝑥 + 𝑐1 

=
3

10
𝑥10 +

5

3
𝑥6 + 𝑥2 + 2𝑥 + 𝑐1 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
3

10
𝑥10 +

5

3
𝑥6 + 𝑥2 + 2𝑥 + 𝑐1 

𝑑𝑦 =
3

10
𝑥10 +

5

3
𝑥6 + 𝑥2 + 2𝑥 + 𝑐1 𝑑𝑥 

∫𝑑𝑦 = ∫
3

10
𝑥10 +

5

3
𝑥6 + 𝑥2 + 2𝑥 + 𝑐1  𝑑𝑥 

𝑦 =
3

10
⋅
𝑥10+1

10 + 1
+
5

3
⋅
𝑥6+1

6 + 1
+
𝑥2+1

2 + 1
+
2𝑥1+1

1 + 1
+ 𝑐1𝑥 + 𝑐2 

=
3

110
𝑥11 +

5

21
𝑥7 +

1

3
𝑥3 +

2

2
𝑥2 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2 

=
3

110
𝑥11 +

5

21
𝑥7 +

1

3
𝑥3 + 𝑥2 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2 
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Persamaan Diferensial Orde 2 Tipe 2: 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 𝑓 (𝑥,

𝑑𝑦

𝑑𝑥
) 

 

Contoh 14: 

Carilah jawaban umum dari: 

𝑥
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 4𝑥 = 0 

 

Penyelesaian: 

Misal 

𝑝 =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
… (1) 

turunannya 

𝑑𝑝

𝑑𝑥
=
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
…(2) 

Substitusikan persamaan (1) dan (2) 

𝑥 ⋅
𝑑𝑝

𝑑𝑥
+ 𝑝 + 4𝑥 = 0 

𝑥 ⋅
𝑑𝑝

𝑑𝑥
+ 𝑝 = −4𝑥 … (3) 

catatan: 

𝑑(𝑥 ⋅ 𝑝)

𝑑𝑥
= 𝑥 ⋅

𝑑𝑝

𝑑𝑥
+ 𝑝 ⋅

𝑑𝑥

𝑑𝑥
 



193 

 

𝑑(𝑥𝑝)

𝑑𝑥
= 𝑥 ⋅

𝑑𝑝

𝑑𝑥
+ 𝑝 ⋅ 1 

𝑑(𝑥𝑝)

𝑑𝑥
= 𝑥 ⋅

𝑑𝑝

𝑑𝑥
+ 𝑝… (4) 

jika persamaan (3) = (4), maka 

𝑑(𝑥𝑝)

𝑑𝑥
= −4𝑥 

kedua ruas diintegralkan 

  ∫
𝑑(𝑥𝑝)

𝑑𝑥
= ∫−4𝑥  𝑑𝑥 

   𝑥𝑝 = −2𝑥2 + 𝑐1 

substitusi p dengan (1) 

𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −2𝑥2 + 𝑐1 → kedua ruas dibagi 𝑥 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −2𝑥 +

𝑐1
𝑥

 

integralkan kedua ruas 

∫
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= ∫−2𝑥 +

𝑐1
𝑥
 𝑑𝑥 

∫
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= ∫−2𝑥 + 𝑐1 ⋅

1

𝑥
 𝑑𝑥 

𝑦 = −𝑥2 + 𝑐1 ⋅ ln 𝑥 + 𝑐2 

 

Contoh 15: 

Carilah jawaban umum: 
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𝑥
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 8𝑥 = 0 

Penyelesaian: 

Substitusikan persamaan (1) dan (2) 

𝑥
𝑑𝑝

𝑑𝑥
+ 𝑝 − 8𝑥 = 0 

𝑥
𝑑𝑝

𝑑𝑥
+ 𝑝 = 8𝑥 

sama dengan persamaan (4) 

maka 

𝑑(𝑥𝑝)

𝑑𝑥
= 8𝑥 

integralkan kedua ruas 

∫
𝑑(𝑥𝑝)

𝑑𝑥
= ∫8𝑥  𝑑𝑥 

𝑥𝑝 = 4𝑥2 + 𝑐1 

substitusi p dengan (1) 

𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 4𝑥2 + 𝑐1 → kedua ruas dibagi 𝑥 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 4𝑥 +

𝑐1
𝑥

 

integralkan kedua ruas 

∫
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= ∫4𝑥 +

𝑐1
𝑥
 𝑑𝑥 

∫
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= ∫4𝑥 + 𝑐1 ⋅

1

𝑥
 𝑑𝑥 
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𝑦 = 2𝑥2 + 𝑐1 ⋅ ln 𝑥 + 𝑐2 

 

Contoh 16: 

Carilah penyelesaian umum: 

𝑥
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 12𝑥 = 0 

Penyelesaian: 

Substitusi persamaan (1) dan (2) menjadi 

𝑥 ⋅
𝑑𝑝

𝑑𝑥
+ 𝑝 = 12𝑥

→ persamaan sama dengan (4),maka 

𝑑(𝑥𝑝)

𝑑𝑥
= 12𝑥 

kedua ruas diintegral 

∫
𝑑(𝑥𝑝)

𝑑𝑥
= ∫12𝑥  𝑑𝑥 

𝑥𝑝 = 6𝑥2 + 𝑐1 

substitusi persamaan (1) ke dalam p 

𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 6𝑥2 + 𝑐1 → kedua ruas dibagi 𝑥 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 6𝑥 +

𝑐1
𝑥

 

integralkan kedua ruas 

∫
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= ∫6𝑥 +

𝑐1
𝑥
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∫
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= ∫6𝑥 + 𝑐1 ⋅

1

𝑥
 

𝑦 = 3𝑥2 + 𝑐1 ⋅ ln 𝑥 + 𝑐2 

4. Rangkuman 

Persamaan Diferensial mempunyai bentuk umum: 

 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦",… , 𝑦(𝑛)) = 0 

atau 

𝐹 (𝑥, 𝑦,
𝑑𝑦

𝑑𝑥
,
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
, … ,

𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
) = 0 

 

disebut Persamaan Diferensial Order n. Order Persamaan 

Diferensial ditentukan oleh derivative tertinggi yang 

muncul dalam Persamaan Diferensialnya 

 

Bentuk umum Persamaan Diferensial Order 1: 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′) = 0 

 

Suatu PD orde satu dapat dinyatakan secara umum dalam 

dua bentuk, yaitu: 

 

Bentuk implisit, 

 

𝐹 (𝑥, 𝑦,
𝑑𝑦

𝑑𝑥
) = 0 atau 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′) = 0 ……………   (1) 

 

Bentuk eksplisit 

 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦) atau 𝑦′ = 𝑓(𝑥, 𝑦) …………………    (2) 

 

catatan: 
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𝑦′ atau 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 adalah turunan pertama dari y terhadap variabel 

x 

 

𝑦′′ atau 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
 adalah turunan pertama dari y terhadap 

variabel x 

 

… dan seterusnya … 

 

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek 

Manakah di antara PD berikut yang merupakan PD orde 

satu 

 

a) 𝑦′′ + 3𝑦 − 𝑥𝑦 = 0 

 

b) 𝑥𝑦′ + 3𝑦 sin 𝑥 + 2 = 0 

 

6. Evaluasi Pembelajaran 

Manakah di antara PD berikut yang merupakan PD orde 

satu 

 

a) 𝑥(𝑦′)2 − 2𝑦′ + 𝑥2 = 0 

 

b) (𝑦′)2 + 3𝑦 − 𝑦′′ + 𝑥 = 0 

 

7. Umpan Balik 

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada 

pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal 

yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban 

maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan. 
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IV. Kegiatan Pembelajaran 3 

1. Judul Kegiatan Pembelajaran 

Pangkat (Degree) dari Persamaan Diferensial 

 

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir 

a. Ketepatan penyelesaian PD linier dengan variabel yang 

mudah dipisah 

b. Ketepatan penyelesaian PD homogen 

 

3. Uraian, Contoh dan Ilustrasi 

Pangkat Persamaan Diferensial ditentukan oleh 

pangkat tertinggi dari derivative tertinggi yang muncul. 

Contoh 17: 

 

1) 𝑥2(𝑦′)2 − 𝑥𝑦′ = 𝑦 = ln 𝑥  Orde 1 Pangkat 2 

 

2) 𝑥2𝑦" + 𝑥(𝑦′)3 + 𝑦5 = 𝑒𝑥  Orde 2 Pangkat 1 

 

3) 𝑥2(𝑦")2 − 𝑥(𝑦′)2 − 𝑦5 = 𝑠𝑖𝑛2𝑥 Orde 2 Pangkat 2 

 

4. Rangkuman 

Pangkat Persamaan Diferensial ditentukan oleh pangkat 

tertinggi dari derivative tertinggi yang muncul. 

 

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek 

Dalam rangka mengidentifikasi tipe-tipe PD orde satu, 

tentukan manakah di antara PD berikut dalam bentuk 

eksplisit atau implisit 

 

a) 𝑥(𝑦′)2 + 4𝑦′ − 𝑥3 = 0 
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b) 𝑦′ =
𝑥+𝑦

𝑥𝑦
 

 

6. Evaluasi Pembelajaran 

Dalam rangka mengidentifikasi tipe-tipe PD orde satu, 

tentukan manakah di antara PD berikut dalam bentuk 

eksplisit atau implisit 

 

a) 𝑦′ = 𝑦 sin 𝑥 + 𝑥2 

 

b) 𝑥𝑦′ + 3𝑦 sin 𝑥 − 2 = 0 

7. Umpan Balik 

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada 

pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal 

yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban 

maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan. 

 

V. Kegiatan Pembelajaran 4 

1. Judul Kegiatan Pembelajaran 

Penyelesaian Suatu Persamaan Diferensial 

 

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir 

a. Ketepatan penyelesaian PD exact 

b. Ketepatan penyelesaian faktor integrasi 

c. Ketepatan penyelesaian PD Bernoulli 

 

3. Uraian, Contoh dan Ilustrasi 

Mencari jawab atau penyelesaian suatu Persamaan 

Diferensial tidak lain adalah menghilangkan derivative-

derivative yang ada dengan cara integral tak tentu, 

sehingga sebagai hasilnya akan mengandung konstanta 

sebarang C. 
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Jawab atau penyelesaian yang mengandung konstanta 

sebarang C tersebut, disebut Jawab Umum atau 

Penyelesaian Umum yang berupa himpunan penyelesaian 

yang memenuhi Persamaan Diferensialnya secara identik. 

Jika konstanta C diberi nilai tertentu akan diperoleh 

Jawab Khusus atau Penyelesaian Khusus yang merupakan 

salah satu anggota dari himpunan penyelesaiannya. 

 

Contoh 18: 

1) Persamaan Diferensial  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
−

𝑦

𝑥
= 0 

Persamaan Diferensial 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
−

𝑦

𝑥
= 0 mempunyai 

jawab umum 𝑦 = 𝑐𝑥 yang berupa himpunan atau 

berkas garis lurus melalui titik 0. Jika konstanta C 

diberikan nilai tertentu, misalkan C = 4, maka akan 

diperoleh jawab khusus 𝑦 = 4𝑥 yang berupa satu garis 

lurus salah satu anggota dari berkas garis lurus 𝑦 =

𝐶𝑥.  

Bahwa 𝑦 = 𝐶𝑥 merupakan penyelesaian umum 

dari Persamaan Diferensial 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
−

𝑦

𝑥
= 0 dapat 

dijelaskan sebagai berikut: 

Untuk 𝑦 = 𝐶𝑥 maka, 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝐶 

 

Jika disubstitusikan pada Persamaan Diferensial: 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
−
𝑦

𝑥
= 0 

 

maka akan diperoleh hubungan 
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𝑐 −
𝑐𝑥

𝑥
= 0 

 

yang dipenuhi secara identik. 

 

2) Persamaan Diferensial  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝑥 

 

Persamaan Diferensial 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝑥 mempunyai jawab 

umum  

𝑦 = 𝑥2 + 𝑐 

 

 

Penyelesaian: 

 

Dari 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝑥 atau 𝑑𝑦 = 2𝑥𝑑𝑥 jika diintegralkan 

didapat  

∫𝑑𝑦 = ∫2𝑥 𝑑𝑥 

atau 

𝑦 = 𝑥2 + 𝑐 

 

Jawab umum tersebut berupa himpunan parabola-

parabola. 

Misalkan akan dicari salah satu jawab khusus yang 

memenuhi syarat 𝑦(2) = 5: 

 

Dari 

𝑦 = 𝑥2 + 𝑐 

didapat 

5 = 22 + 𝑐 

  𝑐 = 1 
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sehingga jawab khusus yang menentukan syarat 

𝑦(2) = 5 adalah 𝑦 = 𝑥2 + 1, tidak lain adalah 

parabola yang melalui titik (𝑥, 𝑦) = (2, 5) yang 

merupakan salah satu parabola anggota himpunan 

parabola 𝑦 = 𝑥2 + 𝑐. 

 

3) Persamaan Diferensial: 𝑦" + 2𝑦′ − 3𝑦 = 0 

 

Persamaan Diferensial: 

 

𝑦" + 2𝑦′ − 3𝑦 = 0 

 

mempunyai jawab umum: 

 

𝑦 = 𝑐1𝑒
𝑥 + 𝑒2𝑒

−3𝑥 

Penjelasan: 

 

Jika 

𝑦 = 𝑐1𝑒
𝑥 + 𝑐2𝑒

−3𝑥 

maka: 

𝑦′ = 𝑐1𝑒
𝑥 − 3𝑐2𝑒

−3𝑥 

dan 

𝑦" = 𝑐1𝑒
𝑥 + 9𝑐2𝑒

−3𝑥  

 

Jika disubstitusikan pada Persamaan Diferensialnya, 

didapat: 

 

(𝑐1𝑒
𝑥 + 9𝑐2𝑒

−3𝑥) + 2(𝑐1𝑒
𝑥 − 3𝑐2𝑒

−3𝑥)

− 3(𝑐1𝑒
𝑥 + 𝑐2𝑒

−3𝑥) = 0 

 

yang dipenuhi secara identik. 
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Catatan: 

Ketiga contoh di atas belum menjelaskan cara 

mencari jawab umum suatu Persamaan Diferensial, 

yang baru akan dibahas pada modul-modul 

berikutnya. 

Persamaan Diferensial orde satu adalah suatu 

fungsi yang memuat satu variabel bebas (x) dan satu 

variabel tak bebas (y) beserta turunan pertamanya (y′) 

yang dikaitkan secara eksplisit atau implisit. 

Solusi umum Persamaan Diferensial adalah fungsi 

yang memuat konstanta C dan memenuhi Persamaan 

Diferensial tersebut. Solusi khusus adalah solusi yang 

diperoleh dari solusi umum dengan mengambil nilai C 

suatu bilangan tertentu atau solusi yang memenuhi 

syarat yang diberikan, misalnya syarat awal. Grafik 

dari solusi umum merupakan keluarga lengkungan, di 

mana untuk setiap nilai C diperoleh suatu lengkungan 

(kurva) atau trayektori. 

 

Contoh: 

Tentukanlah persamaan diferensial biasa (PDB) yang 

penyelesaiannya 

𝑦 = 𝐴𝑒𝑥+𝐵 

Jawab: 

Bentuk 𝑦 = 𝐴𝑒𝑥+𝐵 dapat ditulis ulang menjadi: 

 

𝑦 − 𝐴𝑒𝑥 ⋅ 𝑒𝐵 

 

= 𝐴𝑒𝐵 ⋅ 𝑒𝑥 

 

Bentuk 𝐴𝑒𝐵 dapat digantikan oleh satu konstanta 

sembarang (C), sehingga bentuk 𝑦 = 𝐴𝑒𝑥+𝐵 dapat 

ditulis menjadi: 
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𝑦 = 𝐶𝑒𝑥 

 

Dengan demikian, konstanta sembarangnya hanya 1, 

sehingga hanya diturunkan satu kali, diperoleh 𝑦 =

𝐶𝑒𝑥. Terlihat bahwa konstanta C masih ada. Oleh 

sebab itu, konstanta C harus dieliminasi dengan cara 

mensubstitusikan persamaan 𝑦 = 𝐶𝑒𝑥, sehingga 

diperoleh PDB yang ditanyakan, yakni: 

 

𝑦′ = 𝑦 

atau 

𝑦′ − 𝑦 = 0 

 

Contoh: 

Carilah PDB yang penyelesaiannya 

 

𝑥2𝑦3 + 𝑥3𝑦5 = 𝐶 

Jawab: 

PDB yang diberikan diturunkan terhadap x satu kali, 

diperoleh: 

 

2𝑥𝑦3 + 3𝑥2𝑦2
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 3𝑥2𝑦5 + 5𝑥3𝑦4

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0 

 

adalah PDB yang ditanyakan karena konstanta 

sembarang sudah lenyap. 

 

4. Rangkuman 

Persamaan Diferensial 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝑥 mempunyai jawab umum  

 

𝑦 = 𝑥2 + 𝑐 
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Persamaan Diferensial: 𝑦" + 2𝑦′ − 3𝑦 = 0 mempunyai 

jawab umum: 

𝑦 = 𝑐1𝑒
𝑥 + 𝑒2𝑒

−3𝑥  

 

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek 

Tentukan PDB yang penyelesaiannya: 

 

𝑦 = 𝐴 cos2𝑥 + 𝐵 sin 2𝑥 

 

dengan A dan B konstanta sembarang 

 

 

6. Evaluasi Pembelajaran 

Tentukan PDB yang penyelesaiannya: 

 

𝑦 = 𝐴 cos4𝑥 + 𝐵 sin 4𝑥 

 

dengan A dan B konstanta sembarang 

 

7. Umpan Balik 

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada 

pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal 

yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban 

maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan. 

 

VI. Penutup 

1. Rangkuman 

Modul ini memuat rangkuman materi yang tercantum 

pada rangkuman kegiatan pembelajaran 1, 2, 3 dan 4. 

Modul ini menuntun mahasiswa memahami materi 

Persamaan Diferensial Ordiner secara mandiri maupun 

kelompok. Selanjutnya dilakukan assessment yaitu 
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dengan melakukan kuis pada materi yang telah 

dipelajari. 

 

2. Petunjuk Jawaban Evaluasi Kegiatan Pembelajaran 

Jawaban dari evaluasi tidak dicantumkan, dikarenakan 

setiap permasalahan dapat diselesaiakan dengan 

jawaban yang terbuka. 

 

3. Daftar Istilah 

Ordiner : Terkait dengan persamaan diferensial yang  

melibatkan turunan satu variabel 

Derivative : Laju perubahan suatu fungsi terhadap  

variabelnya 

 

Parsial : Turunan yang diambil dengan  

mempertahankan variabel lainnya tetap 
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MODUL 7 

PERSAMAAN DIFERENSIAL ORDER 1 

(PANGKAT 1) VARIABEL TERPISAH / MUDAH 

DIPISAH 
 

I. Pendahuluan 

1. Deskripsi Singkat Modul VII 

Persamaan diferensial order 1 mempunyai bentuk 

umum 

𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 +𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0 

dan/atau 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦) → 𝑑𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 

 

sedang jawab umumnya mempunyai bentuk umum 

 

𝑦 = 𝐹(𝑥, 𝑐) 

dan/atau 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑐) = 0 

 

dimana konstanta C sebagai parameter. Pada Modul 7 ini 

yang akan dibahas terbatas pada Persamaan diferensial 

order 1 pangkat 1, khususnya yang variabelnya sudah 

terpisah atau mudah dipisah. 

 

*) yang akan dibahas hanya terbatas pada PD Ordiner/PD 

Biasa, selanjutnya disingkat PD 

 

2. Capaian Pembelajaran Lulusan 

Mahasiswa diharapkan dapat menyelesaikan persamaan 

diferensial order 1dengan variabel terpisah 
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3. Kemampuan Akhir 

Mahasiswa diharapkan mampu menyelesaikan persamaan 

diferensial order 1dengan variabel terpisah 

 

4. Persyaratan Kompetensi 

Kegiatan Proses Belajar (KPB): 3x(2x50) 

Kegiatan Pembelajaran Terstruktur (KPT): 3x(2x60) 

Kegiatan Mandiri (KM): 3x(2x60) 

 

5. Kegunaan Modul 

Setelah mempelajari Modul 7 ini, mahasiswa diharapkan 

mampu: 

1) Mengenali Persamaan diferensial order 1 yang 

variabelnya sudah terpisah atau mudah dipisah 

2) Memisah variabel pada Persamaan diferensial 

yang variabelnya mudah dipisah 

3) Mencari jawab Persamaan diferensial dengan 

variabel terpisah 

Dengan prasyarat mampu menghitung integral tak 

tentu fungsi suatu variabel. 

 

6. Materi Pokok dan Sub Materi Pokok 

a. Persamaan Diferensial dengan variabel terpisah 

b. PD Ordiner 

 

II. Kegiatan Pembelajaran 1 

1. Judul Kegiatan Pembelajaran 

Persamaan Diferensial dengan Variabel Terpisah 

 

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir 

Ketepatan penyelesaian jawab umum PD linier homogen 

dan tak homogen order 2 dengan koefisien konstan 
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3. Uraian, Contoh dan Ilustrasi 

Persamaan diferensial dengan variabel terpisah 

mempunyai bentuk umum 

 

𝑀(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑁(𝑦)𝑑𝑦 = 0  

 

Jawab umumnya dapat dicari dengan 

mengintegrasikannya sebagai berikut: 

 

∫𝑀(𝑥)𝑑𝑥 + ∫𝑁(𝑦) 𝑑𝑦 = 𝐶 

 

Contoh 1: 

Carilah jawab umum Persamaan diferensial: 

 

𝑥𝑑𝑥 + 𝑦𝑑𝑦 = 0 

Penyelesaian: 

∫𝑥 𝑑𝑥 + ∫𝑦𝑑𝑦 = 𝐶1 

1

2
𝑥2 +

1

2
𝑦2 = 𝐶1 

atau 

𝑥2 + 𝑦2 = 2𝐶1 

∫(𝑥 − 1) 𝑑𝑥 + ∫(𝑦 + 2) 𝑑𝑦 = 0 

(
1

2
𝑥2 − 𝑥) + (

1

2
𝑦2 + 2𝑦)  = 𝐶 

1

2
(𝑥 − 1)2 +

1

2
(𝑦 + 2)2   = 𝐶 
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Mengingat ruas kiri tidak negatif, maka ruas kanan 2𝐶1 juga 

tidak negatif. 

 

Dengan mengubah 

2𝐶1 = 𝐶
2 

 

didapat jawab umum menjadi 

 

𝑥2 + 𝑦2 = 𝐶2 

 

yang berupa keluarga lingkaran dengan pusat di titik 0 dan 

jari-jari C. 

 

Contoh 2: 

Carilah jawab umum Persamaan diferensial: 

 

𝑑𝑥

𝑥
+
𝑑𝑦

𝑦
= 0 

 

Jawab: 

 

 ∫
𝑑𝑥

𝑥
+∫

𝑑𝑦

𝑦
= 𝐶1 

 

ln 𝑥 + ln𝑦 = 𝐶1 

 

Jika konstanta 𝐶1 dinyatakan dalam bentuk 𝐶1 = ln𝐶, maka 

didapat jawab umum: 

ln 𝑥 + ln 𝑦 = ln𝐶 

 

yang dapat disederhanakan menjadi 

 

ln 𝑥𝑦 = ln𝐶 
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atau 

𝑥𝑦 = 𝐶 

atau 

𝑦 =
𝑐

𝑥
 

 

sebagai jawab umumnya, yang berupa himpunan hiperbola. 

 

Persamaan diferensial mudah dipisahkan variabelnya, 

mempunyai bentuk umum: 

 

a) 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥)𝑔(𝑦) yang mudah dipisah variabelnya menjadi 

𝑑𝑦

𝑔(𝑦)
= 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

 

b) 𝑀1(𝑥)𝑁1(𝑦)𝑑𝑥 + 𝑀2(𝑥)𝑁2(𝑦)𝑑𝑦 = 0 mudah dipisah 

variabelnya menjadi 

 

𝑀1(𝑥)

𝑀2(𝑥)
𝑑𝑥 +

𝑁2(𝑦)

𝑁1(𝑦)
𝑑𝑦 = 0 

 

Contoh 3: 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

𝑥

𝑦
 

 

dapat dipisah variabelnya menjadi 

 

𝑦𝑑𝑦 = −𝑥𝑑𝑥 

atau dapat ditulis  

𝑥𝑑𝑥 + 𝑦𝑑𝑦 = 0. 

 

Selanjutnya, lihat contoh 1 
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𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

(𝑥 − 1)

(𝑦 + 2)
→ 𝐶𝑜𝑛𝑡𝑜ℎ (1) 

 

Contoh 4: 

(1 − 𝑥)𝑦𝑑𝑥 + 𝑥(1 + 𝑦) 𝑑𝑦 = 0, 

 

dapat dipisah variabelnya menjadi: 

 

1 − 𝑥

𝑥
𝑑𝑥 +

1 + 𝑦

𝑦
𝑑𝑦 = 0 

 

∫(
1

𝑥
− 1)𝑑𝑥 +∫(

1

𝑦
+ 1)𝑑𝑦 = 𝐶 

 

ln[𝑥] − 𝑥 + ln[𝑦] + 𝑦 = 𝐶 

atau 

ln[𝑥𝑦] − 𝑥 + 𝑦 = 𝐶 

 

merupakan jawab umumnya. 

 

4. Rangkuman 

Persamaan diferensial dengan variabel terpisah 

mempunyai bentuk umum 

 

𝑀(𝑥)𝑑𝑥 + 𝑁(𝑦)𝑑𝑦 = 0  

 

Jawab umumnya dapat dicari dengan 

mengintegrasikannya sebagai berikut: 

 

∫𝑀(𝑥)𝑑𝑥 + ∫𝑁(𝑦) 𝑑𝑦 = 𝐶 
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5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek 

 

Hitung persamaan berikut: 

 

(𝑥2 − 𝑦𝑥2)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0 

 

6. Evaluasi Pembelajaran 

 

Hitung persamaan berikut: 

 

(𝑥2 − 𝑦𝑥2)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦2 + 𝑥𝑦2 = 0 

 

7. Umpan Balik 

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada 

pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal 

yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban 

maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan. 

 

III. Kegiatan Pembelajaran 2 

1. Judul Kegiatan Pembelajaran 

Pd Ordiner (Pd) 

 

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir 

Ketepatan penyelesaian jawab umum PD linier homogen 

dan tak homogen order n ≥ 3 dengan koefisien konstan 

3. Uraian, Contoh dan Ilustrasi 

PD yang hanya mengandung satu variabel bebas. PD 

adalah persamaan yang mengandung derivative atau 

turunan. 
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Misal: 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+
𝑦

𝑥
= 0 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
2𝑥 + 3𝑦 − 5

3𝑥 − 2𝑦 + 7
 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+

𝑦

𝑥 + 1
= (𝑥 + 1)3 

*) Order dan PD ditentukan oleh turunan atau 

derivative tertinggi 

Misal: 

PD Orde 1 berbentuk umum: 

𝐹 (𝑥, 𝑦,
𝑑𝑦

𝑑𝑥
) = 0 

PD Orde 1 berbentuk umum: 

𝐹 (𝑥, 𝑦,
𝑑𝑦

𝑑𝑥
,
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
) = 0 

*) Jawab/Penyelesaian dari PD 

Mencari jawab dari PD tidak lain menghilangkan 

derivative-derivative yang ada, yaitu dengan cara 

diintegralkan (integral tak tentu) → sebagai hasil 

umumnya akan mengandung konstanta sembarang 

C. Jawab yang mengandung C disebut jawab 

umum, sedangkan jika C-nya diberi nilai tertentu 

(𝐶𝑜) disebut jawab khusus. 

Misal: 

PD: 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
−

𝑦

𝑥
= 0  (𝑥) 
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Mencari jawab PD di atas yaitu menghilangkan 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

dengan cara diintegralkan sebagai berikut 

Dari: 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
−
𝑦

𝑥
= 0  (𝑥) 

dapat diubah menjadi 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑦

𝑥
 

diubah lagi menjadi 

𝑑𝑦

𝑦
=
𝑑𝑥

𝑥
 

yang diintegralkan: 

∫
𝑑𝑦

𝑦
= ∫

𝑑𝑥

𝑥
 

       ln 𝑦 = ln 𝑥 + 𝑐  

              ↳ jawab umumnya 

atau dapat juga ditulis: 

          ln𝑦 = ln 𝑥 + ln 𝑐 

atau 

ln 𝑦 = ln 𝑐𝑥 

atau 

                          𝑦 = 𝑐𝑥  jawab umum 
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Misal 

jika 𝑐 = 5 ⟶ didapat jawab khusus 𝑦 = 5𝑥  

jawab umum 𝑦 = 𝑐𝑥  

 

 

↳ 𝑦 = 2𝑥 

↳ 𝑦 = 𝑥 

↳ 𝑦

= −𝑥 

↳ 𝑦

= −2𝑥 

 

⟶ Himpunan 

garis lurus 

berpotongan 

di titik (0,0) 

Jawab-jawab 

khusus 

 

 

Gambar 7. 1. Himpunan garis lurus (y=x ; y=2x ; 

y=3x ; y=4x) berpotongan di titik (0,0) 
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Beberapa PD yang akan dibahas antara lain: 

1) PD Orde dengan variabel terkecil/terendah 

2) PD Homogen 

3) PD Eksak dab Faktor Integrasi 

4) PD Linier (Order 1) 

5) Contoh-contoh aplikasi 

6) PD Linier Order 2 

 

*) PD (Order 1) dengan variabel terpisah 

Contoh: 

PD yang sudah terpisah 

PD: 2𝑥𝑑𝑥 + (𝑦 + 1)𝑑𝑦 = 0 

variabel sudah terpisah (x dengan dx ,  y dengan 

dy) 

Mencari jawabannya: 

Langsung diintegralkan 

∫2𝑥𝑑𝑥 + ∫(𝑦 + 1)𝑑𝑦 = ∫0 

𝑥2 +
1

2
𝑦2 + 𝑦 = 𝑐

⟶ jawab umumnya 

Contoh: 

Variabel belum terpisah tetapi mudah dipisah 
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PD: 
(𝑥2+2𝑥)

𝑦
𝑑𝑥 +

𝑦+1

3𝑥
𝑑𝑦 = 0 (belum terpisah 

variabelnya) 

Jawab: 

Dipisah variabelnya (dikalikan 3xy) didapat: 

3𝑥(𝑥2 + 2𝑥)𝑑𝑥 + 𝑦(𝑦 + 1)𝑑𝑦 = 0

⟶ terpisah variabelnya 

dapat diintegralkan: 

∫(3𝑥3 + 6𝑥2)𝑑𝑥 +∫(𝑦2 + 𝑦)𝑑𝑦 = ∫0 

3

4
𝑥4 +

6

3
𝑥3 +

1

3
𝑦3 +

1

2
𝑦2 = 𝐶 ⟶ jawab umumnya 

*) untuk PD yang tidak mudah dipisah variabelnya, 

maka terlebih dahulu PD-nya dikelompokkan 

menjadi bentuk-bentuk PD yang akan dibahas 

lebih lanjut antara lain berupa PD: 

1) PD Homogen 

2) PD Exact/Eksak 

3) PD yang tidak Exact tetapi dapat dijadikan PD 

Exact dengan menggunakan faktor integrasi 

4) PD Linier 

4. Rangkuman 

Order dan PD ditentukan oleh turunan atau derivative 

tertinggi 

 

Misal: 

PD Orde 1 berbentuk umum: 
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𝐹 (𝑥, 𝑦,
𝑑𝑦

𝑑𝑥
) = 0 

 

PD Orde 1 berbentuk umum: 

 

𝐹 (𝑥, 𝑦,
𝑑𝑦

𝑑𝑥
,
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
) = 0 

 

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek 

 

Hitung persamaan berikut: 

 

𝑦𝑑𝑥 + 𝑥2𝑑𝑦 = 0 

 

6. Evaluasi Pembelajaran 

 

Hitung persamaan berikut: 

 

(𝑦 − 𝑎)𝑑𝑥 + 𝑥2𝑑𝑦 = 0 

 

7. Umpan Balik 

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada 

pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-

soal yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban 

maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan. 

 

IV. Kegiatan Pembelajaran 3 

1. Judul Kegiatan Pembelajaran 

Penyelesaian Persamaan Diferensial dengan 

Variabel Terpisah 

 



221 

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir 

Ketepatan penyelesaian PD linier dengan variabel yang 

mudah dipisah 

3. Uraian, Contoh dan Ilustrasi 

Contoh: 

Tentukan solusi PD berikut ini 

𝑥𝑦′ + 𝑦 = 3 

Jawab: 

ubah bentuk penulisan derivative dan kurangi kedua 

ruas dengan y, maka diperoleh: 

𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 3 − 𝑦 

kalikan kedua ruas dengan 

𝑑𝑥

𝑥(3 − 𝑦)
 

sehingga diperoleh 

1

3 − 𝑦
𝑑𝑦 =

1

𝑥
𝑑𝑥 

integrasikan kedua ruas terhadap variabel yang 

bersesuaian untuk memperoleh 

∫
1

3 − 𝑦
𝑑𝑦 = ∫

1

𝑥
𝑑𝑥 

− ln(3 − 𝑦) = ln 𝑥 + ln𝐶 

ln(3 − 𝑦)−1 = ln𝐶 𝑥 

(3 − 𝑦)−1 = 𝐶𝑥 
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Jadi, solusi PD tersebut adalah 

(3 − 𝑦)−1 = 𝐶𝑥  

Contoh: 

Selesaikan PD berikut ini 

𝑥(𝑦2 − 1)𝑑𝑥 − 𝑦(𝑥2 − 1)𝑑𝑦 = 0 

Jawab: 

bagi kedua ruas dengan 

(𝑦2 − 1)(𝑥2 − 1) 

sehingga dengan memanfaatkan aljabar, 

diperoleh 

𝑥

𝑥2 − 1
𝑑𝑥 −

𝑦

𝑦2 − 1
𝑑𝑦 = 0 

integrasikan kedua ruas terhadap variabel yang 

bersesuaian 

∫
𝑥

𝑥2 − 1
𝑑𝑥 − ∫

𝑦

𝑦2 − 1
𝑑𝑦 = ln𝐶 

selesaikan bentuk integral dengan metode substitusi, 

didapat 

1

2
ln(𝑥2 − 1) −

1

2
ln(𝑦2 − 1) = ln𝐶1 

kali kedua ruas dengan 2, kemudian gunakan sifat 

logaritma: 

log 𝑏𝑎 − log 𝑐𝑎 = log
𝑏

𝑐
𝑎  
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sehingga diperoleh 

ln (
𝑥2 − 1

𝑦2 − 1
) = ln𝐶2 

𝑥2 − 1

𝑦2 − 1
= 𝐶2 

𝑥2 − 1 = 𝐶2(𝑦
2 − 1) 

Jadi, penyelesaiannya adalah 

𝑥2 − 1 = 𝐶(𝑦2 − 1)  

Catatan: 

*) Hasil integral  

1

2
ln(𝑥2 − 1) −

1

2
ln(𝑦2 − 1) = ln𝐶1 

 karena menggunakan teknik yang disebut 

manipulasi konstanta, karena C merupakan 

bilangan real (bebas), jadi berapapun yang diambil 

sebagai bentuk C, hasilnya masih umum. Dalam 

mempermudah perhitungan atau penyederhamaan 

hasil, dijadikan hasilnya menjadi ln𝐶 

**) Konstanta dalam persamaan 

ln (
𝑥2 − 1

𝑦2 − 1
) = ln𝐶2 

 tidak benar-benar diperhatikan (dapat 

dimanipulasi). Karena dibagi 2, maka bentuk 

konstantanya berubah. Namun dalam hal ini hanya 

perlu diubah indeksnya saja tanpa membentuk 

konstanta dengan aturan aritmetik maupun aljabar. 
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Contoh: 

Tentukan solusi umum dari persamaan diferensial 

berikut 

𝑦2(𝑦 + 1)𝑑𝑥 + 𝑦2(𝑦 − 1)𝑑𝑦 = 0 

Jawab: 

dari persamaan 

𝑦2(𝑦 + 1)𝑑𝑥 + 𝑦2(𝑦 − 1)𝑑𝑦 = 0 

bagi kedua ruasnya dengan 

𝑦2(𝑦 + 1)(𝑥 − 1) 

sehingga diperoleh persamaan baru yang ekuivalen 

dengan persamaan tersebut, yaitu: 

1

𝑥 − 1
𝑑𝑥 +

1

𝑦 + 1
𝑑𝑦 = 0 

integralkan kedua ruas 

∫
1

𝑥 − 1
𝑑𝑥 +∫

1

𝑦 + 1
𝑑𝑦 = ln|𝐶| 

 

ln|𝑥 − 1| + ln|𝑦 + 1| = ln|𝐶| 

ln|(𝑥 − 1)(𝑦 + 1)| = ln|𝐶| 

(𝑥 − 1)(𝑦 + 1) = 𝐶 

Jadi, solusi umum dari persamaan diferensial tersebut 

adalah 

(𝑥 − 1)(𝑦 + 1) = 𝐶  
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Contoh: 

Selesaikan PD berikut 

√1 − 𝑦2𝑑𝑥 + √1 − 𝑥2𝑑𝑦 = 0 

Jawab: 

kalikan kedua ruas dengan 

1

√1 − 𝑥2
𝑑𝑥 +

1

√1 − 𝑦2
𝑑𝑦 = 0 

integrasikan kedua ruas terhadap variabel yang 

berpadanan 

∫
1

√1 − 𝑥2
𝑑𝑥 +∫

1

√1 − 𝑦2
𝑑𝑦 = 𝐶 

arcsin 𝑥 + arcsin 𝑦 = 𝐶 

Jadi, penyelesaiannya adalah 

arcsin 𝑥 + arcsin 𝑦 = 𝐶  

Contoh: 

Selesaikan PD berikut 

𝑥√𝑦2 − 1𝑑𝑥 + 𝑦√𝑥2 − 1𝑑𝑦 = 0 

Jawab: 

bagi kedua ruas dengan 

√𝑦2 − 1 × √𝑥2 − 1 
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diperoleh 

𝑥

√𝑥2 − 1
𝑑𝑥 +

𝑦

√𝑦2 − 1
𝑑𝑦 = 0 

integrasikan kedua ruas terhadap variabel yang 

berpadanan 

∫
𝑥

√𝑥2 − 1
𝑑𝑥 +∫

𝑦

√𝑦2 − 1
𝑑𝑦 = 𝐶 

dengan mengintegralkan bentuk di atas, dapat diperoleh 

penyelesaian akhir, yaitu 

√𝑥2 − 1+ √𝑦2 − 1 = 𝐶  

Catatan: 

*) Integral pada persamaan 

∫
𝑥

√𝑥2 − 1
𝑑𝑥 +∫

𝑦

√𝑦2 − 1
𝑑𝑦 = 𝐶 

dapat ditentukan hasilnya dengan menggunakan metode 

substusi tak linear 

 

Contoh: 

Selesaikan PD berikut 

𝑥 sin 𝑦 𝑑𝑥 + (𝑥2 + 1)cos 𝑦 𝑑𝑦 = 0 

Jawab: 

kalikan kedua ruas dengan 

1

(𝑥2 + 1) sin 𝑦
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diperoleh: 

𝑥

𝑥2 + 1
𝑑𝑥 +

cos 𝑦

sin 𝑦
𝑑𝑦 = 0 

integrasikan kedua ruas terhadap variabel yang 

bersesuaian 

∫
𝑥

𝑥2 + 1
𝑑𝑥 +

cos 𝑦

sin 𝑦
𝑑𝑦 = 0 

1

2
ln(𝑥2 + 1) + ln(sin 𝑦) = 𝐶 

Jadi, solusi umum dari PD 

𝑥 sin 𝑦 𝑑𝑥 + (𝑥2 + 1)cos 𝑦 𝑑𝑦 = 0 

1

2
ln(𝑥2 + 1) + ln(sin 𝑦) = 𝐶  

 

Contoh: 

Selesaikan PD berikut 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑥 + 3𝑥2

𝑦2
 

untuk y = 6 ketika x = 0 

Jawab: 

Persamaan di atas dapat diubah menjadi 

𝑦2𝑑𝑦 = (𝑥 + 3𝑥2)𝑑𝑥 

integrasikan kedua ruas terhadap variabel yang 

bersesuaian 
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1

3
𝑦3 =

1

2
𝑥2 + 𝑥3 + 𝐶0 

kalikan 3 di kedua ruas: 

𝑦3 =
3

2
𝑥2 + 3𝑥3 + 𝐶 

𝑦 = √
3

2
𝑥2 + 3𝑥3 + 𝐶

3

 

untuk menentukan nilai C, substitusikan y = 6 dan x = 0, 

sehingga diperoleh 

6 = √0 + 0 + 𝐶
3

⟺ 𝐶 = 216 

Jadi, penyelesaiannya adalah 

𝑦 = √
3

2
𝑥2 + 3𝑥3 + 216

3

 

Contoh: 

Selesaikan PD berikut 

𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦2 + 1 

Jawab: 

perhatikan bahwa 

𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦2 + 1 

𝑥 𝑑𝑦 − (𝑦2 + 1)𝑑𝑥 = 0 

𝑑𝑦

𝑦2 + 1
−
𝑑𝑥

𝑥
= 0 
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integrasikan kedua ruas 

∫
𝑑𝑦

𝑦2 + 1
− ∫

𝑑𝑥

𝑥
= 𝐶 

selanjutnya, cara mengintegralkan 

𝑑𝑦

𝑦2 + 1
 

ingat kembali materi kalkulus integral mengenai 

substitusi trigonometri. 

 

Proses integrasinya disajikan di bawah ini: 

dimisalkan 

𝑦 = tan𝛼 

𝑑𝑦 = sec2 𝛼  𝑑𝛼 

dan 

𝛼 = arctan 𝑦 

𝑦2 + 1 = tan2 𝛼 + 1 = sec2 𝛼 

maka, 

∫
𝑑𝑦

𝑦2 + 1
= ∫

sec2 𝛼  𝑑𝛼

sec2 𝛼
 

  = ∫𝑑𝛼 = 𝛼 = arctan 𝑦 

berarti, 

∫
𝑑𝑦

𝑦2 + 1
− ∫

𝑑𝑥

𝑥
= 𝐶 
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arctan 𝑦 − ln|𝑥| = 𝐶 

ln 𝑒arctan𝑦 − ln 𝑥 = ln 𝑒𝐶 

𝑒arctan𝑦

𝑥
= 𝑒𝐶 

Jadi, solusi umumnya adalah 

𝑒arctan𝑦

𝑥
= 𝑒𝐶  

Contoh: 

Carilah solusi dari PD berikut 

𝑥𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑥 + 1

𝑦 + 1
 

Jawab: 

Perhatikan bahwa PD di atas dapat ditulis kembali 

menjadi 

𝑦(𝑦 + 1)𝑑𝑦 =
𝑥 + 1

𝑥
𝑑𝑥 

(𝑦2 + 𝑦)𝑑𝑦 = (1 +
1

𝑥
)𝑑𝑥 

integrasikan kedua ruas berdasarkan variabel yang 

bersesuaian 

∫(𝑦2 + 𝑦)𝑑𝑦 = ∫(1 +
1

𝑥
)𝑑𝑥 

1

3
𝑦3 +

1

2
𝑦2 + 𝐶1 = 𝑥 + ln|𝑥| + 𝐶2 

1

3
𝑦3 +

1

2
𝑦2 − 𝑥 − ln|𝑥| = 𝐶 
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Jadi, solusi dari PD tersebut adalah 

1

3
𝑦3 +

1

2
𝑦2 − 𝑥 − ln|𝑥| = 𝐶  

Contoh: 

Secangkir kopi dengan panas 80℃ ditempatkan di 

ruangan yang bersuhu 50℃. Proses pendinginan kopi 

dalam waktu t menit ditunjukkan dengan 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑘(𝑥 − 50) 

Jika panas kopi selama 5 menit berubah menjadi 70℃, 

maka berapa lama waktu yang dibutuhkan agar suhu 

kopi menjadi 60℃ ? 

Jawab: 

diketahui 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑘(𝑥 − 50) 

maka, dapat ditulis 

𝑑𝑥

𝑥 − 50
= 𝑘 𝑑𝑡 

integralkan kedua ruas 

∫
𝑑𝑥

𝑥 − 50
= ∫𝑘  𝑑𝑡 

ln|𝑥 − 50| = 𝑘𝑡 + 𝐶 

𝑥 − 50 = 𝑒𝑘𝑡+𝐶  

𝑥 − 50 = 𝑒𝑘𝑡 × 𝐶′ 
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𝑥 = 50 + 𝐶′𝑒𝑘𝑡 

diketahui t = 0 dan x = 80, sehingga diperoleh 

𝑥 = 50 + 𝐶′𝑒𝑘𝑡 

80 = 50 + 𝐶′𝑒0 

80 = 50 + 𝐶′ 

𝐶′ = 30 

diketahui 

t = 5 dan x = 70 

sehingga diperoleh 

𝑥 = 50 + 𝐶′𝑒𝑘𝑡 

70 = 50 + 30𝑒5𝑘 

20 = 305𝑘  

2

3
= 𝑒5𝑘 

𝑒𝑘 = (
2

3
)

1
5
 

Jadi, diperoleh 

𝑥 = 50 + 30 (
2

3
)

1
5
𝑡

 

Jika x = 60, diperoleh 

𝑥 = 50 + 30 (
2

3
)

1
5
𝑡
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60 = 50 + 30 (
2

3
)

1
5
𝑡

 

10 = 30 (
2

3
)

1
5
𝑡

 

1

3
= (

2

3
)

1
5
𝑡

 

(
1

3
)
5

= (
2

3
)
𝑡

 

𝑡 =  log (
1

3
)
52

3  

𝑡 = 5 ⋅  log (
1

3
)

2
3  

Jadi, waktu yang dibutuhkan agar suhu kopi menjadi 

60℃ adalah 

5 ⋅  log (
1

3
)

2
3  menit 

Contoh: 

Seorang tukang besi memanaskan suatu logam mulia 

hingga mencapai 200℃ dengan menggunakan alat 

kerjanya. Setelah pemanasan usai, kemudian logam 

mulia tersebut dibiarkan di dalam ruangan terbuka 

dengan suhu ruang 27℃. Setelah beberapa waktu 

berselang, suhu logam menurun. Penurunan suhu 

tersebut tidak linear, melainkan bergerak secara 

eksponensial terhadap waktu. Dalam waktu 10 menit, 

suhu logam menurun menjadi 140℃. Tentukan rumus 

fungsi eksponensial yang menyatakan pergerakan 



234 

turunnya suhu logam T terhadap waktu t (dalam satuan 

menit) 

Jawab: 

Permasalahan ini merupakan aplikasi atau penerapan 

persamaan diferensial. Persamaan diferensial yang 

merepresentasikan proses penurunan suhu T dalam 

waktu t menit diwakili oleh 

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝑘(𝑇 − 𝑇0) 

𝑇0 adalah suhu terminal. Diketahui bahwa suhu 

terminalnya adalah suhu ruang, yaitu 𝑇0 = 27℃. 

Perhatikan bahwa persamaan 

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝑘(𝑇 − 27) 

𝑑𝑇

𝑇 − 27
= 𝑘 ⋅ 𝑑𝑡 

Integralkan kedua ruasnya, 

∫
𝑑𝑇

𝑇 − 27
= ∫𝑘  𝑑𝑡 

ln(𝑇 − 27) = 𝑘𝑡 + 𝐶 

Saat t = 0 menit, suhu mula-mula adalah 𝑇 = 200℃. 

Substitusi nilai ini pada persamaan terakhir untuk 

memperoleh 

ln(200 − 27) = 𝑘(0) + 𝐶 

ln 173 = 𝐶 
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Persamaannya ditulis ulang menjadi 

ln(𝑇 − 27) = 𝑘𝑡 + ln173 

Saat t = 10 menit, suhu berkurang menjadi 𝑇 = 140℃. 

Substitusi nilai ini pada persamaan untuk memperoleh 

ln(140 − 27) = 𝑘(10) + ln 173 

ln(113) = 10𝑘 + ln 173 

10𝑘 = ln
113

173
 

𝑘 =
ln
113
173
10

 

Persamaannya menjadi 

ln(𝑇 − 27) =
ln
113
173
10

𝑡 + ln 173 

atau dengan menggunakan definisi logaritma, diperoleh 

𝑇 = 27 + 𝑒
ln
113
173
10

𝑡+ln 173
 

Jadi, fungsi eksponensial yang menyatakan proses 

penurunan suhu logam T terhadap waktu t adalah 

𝑇 = 27 + 𝑒
ln
113
173
10

𝑡+ln 173
 

Contoh: 

Penurunan suhu minyak pada pengolahan hilir minyak 

kelapa sawit menggunakan beberapa alat transfer panas, 

salah satunya adalah Cylinder Heat Economizer (CHE), 

yang pada umumnya digunakan untuk menaikkan atau 
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menurunkan suhu minyak sebelum diolah yang suhunya 

90℃ dengan minyak hasil olah yang suhunya 225℃. 

Suhu minyak sebelum diolah akan dinaikkan dan suhu 

minyak hasil olahan akan diturunkan sama-sama 

menjadi 120℃. Jika dalam waktu 10 menit terjadi 

penurunan suhu sebesar 60℃ dengan laju penurunan 

suhu tidak linear, melainkan eksponensial terhadap 

waktu, serta suhu yang akan dicapai menjadi terminal 

temperature (suhu yang akan dicapai saat t mendekati 

tak hingga, t merepresentasikan lama waktu yang 

dibutuhkan dalam satuan menit), maka berapa kira-kira 

waktu yang dibutuhkan untuk minyak hasil olah 

mendekati suhu tersebut? Jelaskan secara matematis. 

Gambarkan juga sketsa grafik fungsi eksponensialnya. 

Jawab: 

Permasalahan ini merupakan aplikasi atau penerapan 

persamaan diferensial. Persamaan diferensial yang 

merepresentasikan proses penurunan suhu T dalam 

waktu t menit diwakili oleh 

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝑘(𝑇 − 𝑇0) 

𝑇0 adalah suhu terminal. Diketahui bahwa suhu 

terminalnya adalah suhu yang hendak dicapai, yaitu 

𝑇0 = 120℃. Perhatikan bahwa persamaan 

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝑘(𝑇 − 120) 

dapat ditulis menjadi 

𝑑𝑇

𝑇 − 120
= 𝑘 ⋅ 𝑑𝑡 
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Integralkan kedua ruasnya 

∫
𝑑𝑇

𝑇 − 120
= ∫𝑘  𝑑𝑡 

ln(𝑇 − 120) = 𝑘𝑡 + 𝐶 

Saat t = 0 menit, suhu mula-mulanya adalah 𝑇 = 225℃. 

 

Substitusi nilai pada persamaan terakhir untuk 

memperoleh 

ln(225 − 120) = 𝑘(0) + 𝐶 

ln 105 = 𝐶 

Persamaannya dapat ditulis ulang menjadi 

ln(𝑇 − 120) = 𝑘𝑡 + ln105 

Saat t = 10 menit, suhu berkurang 60℃ menjadi 

𝑇 = (225 − 60)℃ = 165℃ 

Substitusi nilai tersebut pada persamaan untuk 

memperoleh 

ln(165 − 120) = 𝑘(10) + ln 105 

ln45 = 10𝑘 + ln 105 

10𝑘 = ln
45

105
= ln

3

7
 

𝑘 =
ln
3
7

10
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persamaannya menjadi 

ln(𝑇 − 120) =
ln
3
7

10
𝑡 + ln105 

atau dengan menggunakan definisi logaritma, diperoleh 

𝑇 = 120 + 𝑒
ln
3
7

10
𝑡+ln 105

 

Dengan menggunakan aplikasi untuk menggambarkan 

grafik, dapat diperoleh sketsa grafik persamaan tersebut 

 

 

Gambar 7. 2. Grafik Waktu (t) terhadap Suhu (T) 

 

Tampak pada grafik tersebut bahwa suhu terminal akan 

tercapai saat t menuju tak hingga, tetapi tentu saja tidak 

mungkin menunggu selama waktu tersebut untuk 
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menurunkan suhunya agar suhu terminal tercapai. 

Berdasarkan grafik tersebut, dapat diasumsikan bahwa 

cukup menunggu kurang lebih selama 60 menit (1 jam) 

agar suhu minyak hasil olah ‘cukup’ mendekati 120℃. 

4. Rangkuman 

Dari persamaan berikut: 

 

𝑥𝑦′ + 𝑦 = 3 

 

ubah bentuk penulisan derivative dan kurangi kedua 

ruas dengan y, maka diperoleh: 

 

𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 3 − 𝑦 

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek 

 

Hitung persamaan sebagai berikut: 

 

𝑑𝑦 + 𝑦 cos 𝑥 𝑑𝑥 = 0 

 

6. Evaluasi Pembelajaran 

 

Hitung persamaan sebagai berikut: 

 

𝑑𝑦 + 𝑦 tan 𝑥 𝑑𝑥 = 0 

 

7. Umpan Balik 

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada 

pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-

soal yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban 

maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan. 
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V. Penutup 

1. Rangkuman 

Modul ini memuat rangkuman materi yang tercantum 

pada rangkuman kegiatan pembelajaran 1, 2 dan 3. 

Modul ini menuntun mahasiswa memahami materi 

Persamaan Diferensial Order 1 (Pangkat 1) Variabel 

Terpisah/Mudah Dipisah secara mandiri maupun 

kelompok. Selanjutnya dilakukan assessment yaitu 

dengan melakukan kuis pada materi yang telah 

dipelajari. 

 

2. Petunjuk Jawaban Evaluasi Kegiatan Pembelajaran 

Jawaban dari evaluasi tidak dicantumkan, dikarenakan 

setiap permasalahan dapat diselesaiakan dengan 

jawaban yang terbuka. 

 

3. Daftar Istilah 

Cylinder : Bentuk tiga dimensi dengan dua lingkaran  

sejajar sebagai alas dan tutup serta 

permukaannya yang melengkung 

Heat  : Energi yang ditransfer akibat perbedaan  

suhu 

Economizer : Perangkat untuk meningkatkan efisiensi  

dangan memulihkan energi dari sistem 
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MODUL 8 

PERSAMAAN DIFERENSIAL HOMOGEN 
 

I. Pendahuluan 

1. Deskripsi Singkat Modul VIII 

Pada Modul 7 telah dibahas Persamaan diferensial 

yang variabelnya terpisah atau mudah dipisah. Pada 

kenyataannya banyak Persamaan diferensial yang 

variabelnya tidak mudah dipisah. Pada Modul 8 ini akan 

dibahas Persamaan Diferensial Homogen, khususnya yang 

tidak mudah dipisah variabelnya, kemudian akan 

ditunjukkan substitusi yang digunakan agar diperoleh 

Persamaan diferensial baru yang mudah dipisah 

variabelnya. 

Pada Modul 8 ini, akan dibahas pula mengenai 

Persamaaan Diferensial: 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐

𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 + 𝑐1
 

 

2. Capaian Pembelajaran Lulusan 

Mahasiswa diharapkan dapat menyelesaikan Persamaan 

Diferensial Homogen 

 

3. Kemampuan Akhir 

Mahasiswa diharapkan mampu menyelesaikan Persamaan 

Diferensial Homogen 
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4. Persyaratan Kompetensi 

Kegiatan Proses Belajar (KPB): 3x(2x50) 

Kegiatan Pembelajaran Terstruktur (KPT): 3x(2x60) 

Kegiatan Mandiri (KM): 3x(2x60) 

5. Kegunaan Modul 

Setelah mempelajari Modul 8 ini, mahasiswa 

diharapkan mampu: 

 

1) Membedakan Persamaan Diferensial Homogen 

dengan Persamaan Diferensial yang Tidak 

Homogen 

 

2) Mencari jawab Persamaan Diferensial Homogen 

dengan substitusi  𝑦 = 𝑢𝑥  

 

3) Mencari jawab Persamaan Diferensial 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐

𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 + 𝑐1
 

 

6. Materi Pokok dan Sub Materi Pokok 

a. Persamaan Diferensial Homogen 

b. Reduksi dan pemisahan variabel 

c. PD Homogen (Orde 1) 

 

II. Kegiatan Pembelajaran 1 

1. Judul Kegiatan Pembelajaran 

Persamaan Diferensial Homogen 

 

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir 

Ketepatan penyelesaian PD homogen 
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3. Uraian, Contoh dan Ilustrasi 

Persamaan diferensial mempunyai bentuk umum 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦) 

dengan syarat 

𝑓(𝜆𝑥, 𝜆𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦)  

 

Dalam hal variabelnya sulit dipisah, umumnya digunakan 

substitusi 

𝑈 =
𝑦

𝑥
 𝑎𝑡𝑎𝑢 𝑦 = 𝑈𝑥  

dan 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑈 + 𝑥

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

 

Dengan substitusi tersebut, Persamaan diferensial 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦) 

 

akan berubah menjadi 

 

𝑈 + 𝑥
𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑢𝑥) 

 

yang variabelnya (variabel x dan variabel u) umumnya 

menjadi mudah untuk dipisah. 

 

Contoh 1: 

Tunjukkan bahwa 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑥𝑦

𝑥2 − 𝑦2
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merupakan Persamaan diferensial Homogen, kemudian 

carilah jawab umumnya. 

 

Jawab: 

 

𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑥𝑦

𝑥2−𝑦2
 … (1) 

 

𝑓(𝜆𝑥, 𝜆𝑦) =
𝜆2𝑥𝑦

𝜆2(𝑥2 − 𝑦2)
 

 

  =
𝑥𝑦

𝑥2 − 𝑦2
  

 

  = 𝑓(𝑥, 𝑦)  

Karena 

𝑓(𝜆𝑥, 𝜆𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦) 

 

maka Persamaan Diferensial Homogen 

 

𝑆𝑢𝑏𝑠𝑡𝑖𝑡𝑢𝑠𝑖 𝑦 = 𝑢𝑥 , … 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑢 + 𝑥

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

 

Dengan substitusi tersebut di atas, Persamaan diferensial 

(1) menjadi 

 

𝑢 + 𝑥
𝑑𝑢

𝑑𝑥
=

𝑥 ⋅ 𝑢𝑥

𝑥2 − (𝑢𝑥)2
, . . 𝑥

𝑑𝑢

𝑑𝑥
=

𝑢

1 − 𝑢2
− 𝑢 

 

𝑥
𝑑𝑢

𝑑𝑥
=

𝑢3

1−𝑢2
 dipisah variabelnya, didapat 
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1 − 𝑢2

𝑢3
𝑑𝑢 =

𝑑𝑥

𝑥
, … (

1

𝑢3
−
1

𝑢
)𝑑𝑢 =

𝑑𝑥

𝑥
 

 

variabel terpisah. 

 

Diintegrasikan: 

 

∫(
1

𝑢3
−
1

𝑢
)𝑑𝑢 = ∫

𝑑𝑥

𝑥
 

 

−
1

2𝑢2
− ln𝑢 = ln 𝑥 + ln𝐶 … 

atau 

−
1

2𝑢2
= ln𝑢𝑥𝐶 

Substitusi kembali 

𝑢 =
𝑦

𝑥
 

diperoleh jawab umum: 

 

−
𝑥2

2𝑦2
= ln𝐶𝑦 

 

Contoh 2: 

Tunjukkan bahwa Persamaan diferensial 

 

(𝑦 + 𝑥)𝑑𝑥 + (𝑦 − 𝑥)𝑑𝑦 = 0 

 

Homogen, kemudian carilah jawab umumnya. 

 

Jawab: 

Persamaan diferensial dapat ditulis dalam bentuk 
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𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑥+𝑦

𝑥−𝑦
 … (2) 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑥 + 𝑦

𝑥 − 𝑦
, …𝑓(𝑥, 𝑦) =

𝑥 + 𝑦

𝑥 − 𝑦
; 

 

 …𝑓(𝜆𝑥, 𝜆𝑦) =
𝜆(𝑥 + 𝑦)

𝜆(𝑥 − 𝑦)
 

 

=
𝑥 + 𝑦

𝑥 − 𝑦
 

 

= 𝑓(𝑥, 𝑦) 

 

Jadi, Persamaan diferensial Homogen 

 

Substitusi 𝑦 = 𝑢𝑥 ,…
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑢 + 𝑥

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

 

Dengan substitusi tersebut, Persamaan diferensial (2) 

menjadi 

 

𝑢 + 𝑥
𝑑𝑢

𝑑𝑥
=
𝑥 + 𝑢𝑥

𝑥 − 𝑢𝑥
;… 𝑥

𝑑𝑢

𝑑𝑥
=
1 + 𝑢

1 − 𝑢
− 𝑢;…𝑥

𝑑𝑢

𝑑𝑥
=
1 + 𝑢2

1 − 𝑢
 

 

dipisah variabelnya, didapat 

 

1 − 𝑢

1 + 𝑢2
𝑑𝑢 =

𝑑𝑥

𝑥
 

Diintegralkan: 

 

∫(
1

1 + 𝑢2
−

𝑢

1 + 𝑢2
) 𝑑𝑢 = ∫

𝑑𝑥

𝑥
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tan−1 𝑢 −
1

2
ln(1 + 𝑢2) = ln 𝑥 + ln𝑐 

 

Substitusi kembali 

𝑢 =
𝑦

𝑥
 

akan diperoleh jawab umum: 

 

tan−1
𝑦

𝑥
−
1

2
ln (1 +

𝑦2

𝑥2
) = ln 𝑥 + ln 𝑐 

 

4. Rangkuman 

Persamaan diferensial mempunyai bentuk umum 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦) 

dengan syarat 

𝑓(𝜆𝑥, 𝜆𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦)  

 

Dalam hal variabelnya sulit dipisah, umumnya digunakan 

substitusi 

𝑈 =
𝑦

𝑥
 𝑎𝑡𝑎𝑢 𝑦 = 𝑈𝑥  

dan 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑈 + 𝑥

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

 

Dengan substitusi tersebut, Persamaan diferensial 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦) 

 

akan berubah menjadi 
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𝑈 + 𝑥
𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑢𝑥) 

 

yang variabelnya (variabel x dan variabel u) umumnya 

menjadi mudah untuk dipisah. 

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek 

 

Hitung persamaan berikut: 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑥 + 𝑦 − 3

𝑥 − 𝑦 − 1
 

 

6. Evaluasi Pembelajaran 

 

Hitung persamaan berikut: 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑥 + 𝑦 − 4

𝑥 − 𝑦 − 2
 

 

7. Umpan Balik 

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada 

pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal 

yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban 

maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan. 

 

III. Kegiatan Pembelajaran 2 

1. Judul Kegiatan Pembelajaran 

Penyelesaian Persamaan Diferensial Homogen 

(Reduksi dan Pemisahan Variabel) 
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2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir 

a. Ketepatan penyelesaian PD linier dengan variabel 

yang mudah dipisah 

b. Ketepatan penyelesaian PD homogen 

 

3. Uraian, Contoh dan Ilustrasi 

Pada bagian ini memuat beberapa soal terkait 

dengan persamaan diferensial homogen. 

 

Contoh: 

Periksa apakah PD berikut homogen atau tidak 

 

(3𝑦 − 4𝑥)𝑑𝑥 + (𝑦 − 𝑥)𝑑𝑦 = 0 

Jawab: 

perhatikan bahwa 

 

(3𝑦 − 4𝑥)𝑑𝑥 + (𝑦 − 𝑥)𝑑𝑦 = 0 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
3𝑦 − 4𝑥

𝑥 − 𝑦
 

 

𝑥 (3 ⋅
𝑦
𝑥 − 4)

𝑥 (1 −
𝑦
𝑥)

=
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

 

3 ⋅
𝑦
𝑥 − 4

1 −
𝑦
𝑥

=
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

 

karena variabel PD di atas dapat ditulis kembali sebagai 

 

𝑣 =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
→ maka PD ini Homogen 
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Contoh: 

Selesaikanlah persamaan diferensial berikut 

 

(𝑥 − 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑥 𝑑𝑦 = 0 

 

Jawab: 

Bagi kedua ruas dengan x untuk mendapatkan 

 

(1 −
𝑦

𝑥
) + 𝑑𝑦 = 0 

 

Bentuk di atas menunjukkan bahwa PD tersebut 

homogen 

 

Misalkan: 

𝑣 =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
⇔ 𝑦 = 𝑣𝑥 

 

maka, dengan mensubstitusikannya ke dalam persamaan 

tersebut, diperoleh 

 

(1 − 𝑣)𝑑𝑥 + 𝑑(𝑣𝑥) = 0 

 

𝑑𝑥 − 𝑣 𝑑𝑥 + 𝑥 𝑑𝑣 + 𝑣 𝑑𝑥 = 0 

 

𝑑𝑥 + 𝑥 𝑑𝑣 = 0 

 

Bagi kedua ruas dengan x 

 

𝑑𝑥

𝑥
+ 𝑑𝑣 = 0 

 

Integrasikan kedua ruas terhadap variabel yang 

bersesuaian,  
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sehingga didapat 

 

∫
𝑑𝑥

𝑥
+ ∫𝑑𝑣 = ln𝐶  (∗) 

ln 𝑥 + 𝑣 = ln𝐶 

 

𝑣 = ln
𝐶

𝑥
⇔ 𝑒𝑣 =

𝐶

𝑥
⟺ 𝑥𝑒𝑣 = 𝐶 ⇔ 𝑥𝑒

𝑣
𝑥 = 𝐶 

 

Catatan: 

Hasil integralmya menjadi ln 𝐶 bukan C karena 

menggunakan teknik yang disebut manipulasi 

konstanta, karena C merupakan bilangan real (bebas), 

jadi berapapun yang diambil sebagai bentuk C, hasilnya 

masih umum. Dalam mempermudah 

perhitungan/penyederhanaan hasil, maka dijadikan ln 𝐶. 

 

Contoh: 

Selesaikan persamaan diferensial berikut ini 

 

(𝑥2 + 𝑦)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝑥𝑦 

Jawab: 

diketahui 

(𝑥2 + 𝑦)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝑥𝑦 

 

kalikan dx pada kedua ruasnya 

 

(𝑥2 + 𝑦)𝑑𝑦 = 2𝑥𝑦 𝑑𝑥 

 

(𝑥2 + 𝑦)𝑑𝑦 − 2𝑥𝑦 𝑑𝑥 = 0 
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perhatikan bahwa 

2𝑥𝑦 𝑑𝑥 = 𝑦 𝑑𝑥2 

sehingga 

(𝑥2 + 𝑦)𝑑𝑦 − 𝑦 𝑑𝑥2 = 0 

 

substitusikan 

𝑢 = 𝑥2 

maka diperoleh 

 

(𝑢 + 𝑦)𝑑𝑦 − 𝑦 𝑑𝑢 = 0 

 

bagi kedua ruas dengan u 

 

(1 +
𝑦

𝑢
) 𝑑𝑦 −

𝑦

𝑢
 𝑑𝑢 = 0 

 

bentuk persamaan diferensial di atas menunjukkan 

bahwa persamaan diferensial ini homogen. 

 

Sekarang dimisalkan 

 

𝑣 =
𝑦

𝑢
⇔ 𝑦 = 𝑢𝑣 

 

 ⇒ 𝑑𝑦 = 𝑢 𝑑𝑣 + 𝑣 𝑑𝑢 

sehingga jika disubstitusikan ke persamaannya, 

diperoleh 

 

(1 + 𝑣)(𝑢 𝑑𝑣 + 𝑣 𝑑𝑢) − 𝑣 𝑑𝑢 = 0 

 

𝑢 𝑑𝑣 + 𝑣 𝑑𝑢 + 𝑣𝑢 𝑑𝑣 + 𝑣2𝑑𝑣 − 𝑣 𝑑𝑣 = 0 

 

(1 + 𝑣)𝑢 𝑑𝑣 + 𝑣2  𝑑𝑣 = 0 
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1 + 𝑣

𝑣2
𝑑𝑣 +

𝑑𝑢

𝑢
= 0 

 

integrasikan kedua ruas terhadap variabel yang 

bersesuaian 

 

∫
1 + 𝑣

𝑣2
𝑑𝑣 + ∫

𝑑𝑢

𝑢
= 𝐶 

 

∫𝑣−2 𝑑𝑣 +∫
𝑑𝑣

𝑣
+∫

𝑑𝑢

𝑢
= 𝐶 

 

−
1

𝑣
+ ln𝑣 + ln𝑢 = 𝐶 

 

ln
𝑣𝑢

𝑐
=
1

𝑣
⟺

𝑣𝑢

𝑐
= 𝑒

1
𝑣 

 

substitusikan kembali 𝑦 = 𝑢𝑣 dan 𝑢 = 𝑥2, maka 

diperoleh 

𝑦

𝑐
= 𝑒

𝑢
𝑦 ⇔

𝑦

𝑐
= 𝑒

𝑥2

𝑦  

 

Contoh: 

Buktikan bahwa persamaan berikut ini merupakan PD 

homogen. Jika homogen, tentukan solusinya 

 

(𝑥2 − 3𝑦2)𝑑𝑥 + 2𝑥𝑦 𝑑𝑦 = 0 

Jawab: 

persamaan di atas dapat ditulis menjadi 

 



255 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑥2 − 3𝑦2

2𝑥𝑦
 

 

  =
𝑥

2𝑦
+
3𝑦

2𝑥
 

 

  =
1

2𝑦
𝑥

+
3

2
⋅
𝑦

𝑥
 

bentuk PD di atas menunjukkan bahwa PD ini homogen. 

Kemudian, dimisalkan 

 

𝑣 =
𝑦

𝑥
⇔ 𝑦 = 𝑥𝑣 

 

   ⟹
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥

𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑣 

 

substitusikan ke persamaanya 

 

1

2𝑣
+
3𝑣

2
= 𝑥

𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑣 

 

kurangi v pada kedua ruas untuk mendapatkan 

 

1

2𝑣
+
𝑣

2
= 𝑥

𝑑𝑣

𝑑𝑥
 

 

samakan penyebutnya pada ruas kiri, kemudian 

sederhanakan menjadi 

 

𝑣2 − 1

2𝑣
= 𝑥

𝑑𝑣

𝑑𝑥
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kalikan kedua ruas dengan 

 

2𝑣

𝑥(𝑣2 − 1)
𝑑𝑥 

diperoleh 

2𝑣

𝑣2 − 1
𝑑𝑣 =

𝑑𝑥

𝑥
 

 

integralkan kedua ruas terhadap variabel yang 

berpadanan 

 

∫
2𝑣

𝑣2 − 1
𝑑𝑣 = ∫

𝑑𝑥

𝑥
 

 

ln(𝑣2 − 1) = ln 𝑥 + ln𝐶 

 

𝑣2 − 1 = 𝑥𝐶 

 

substitusikan kembali bahwa 

 

𝑣 =
𝑦

𝑥
 

sehingga diperoleh 

 

𝑦2

𝑥2
− 𝑥𝐶 = 1  

 

4. Rangkuman 

Hasil integralmya menjadi ln 𝐶 bukan C karena 

menggunakan teknik yang disebut manipulasi 

konstanta, karena C merupakan bilangan real (bebas), 

jadi berapapun yang diambil sebagai bentuk C, hasilnya 
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masih umum. Dalam mempermudah 

perhitungan/penyederhanaan hasil, maka dijadikan ln 𝐶. 

 

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek 

 

Hitung persamaan berikut: 

 

𝑦′ =
𝑥 + 𝑦 − 3

𝑥 + 2𝑦 + 5
 

6. Evaluasi Pembelajaran 

 

Hitung persamaan berikut: 

 

𝑦′ =
2𝑥 + 𝑦 − 3

4𝑥 + 2𝑦 + 5
 

 

7. Umpan Balik 

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada 

pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-

soal yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban 

maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan. 

 

IV. Kegiatan Pembelajaran 3 

1. Judul Kegiatan Pembelajaran 

Persamaan Diferensial dengan 𝒂, 𝒃, 𝒂𝟏, 𝒃𝟏 Konstan 

 

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir 

Ketepatan penyelesaian PD 

3. Uraian, Contoh dan Ilustrasi 

Persamaan diferensial 
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𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦

𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦
 

 

dengan 𝑎, 𝑏, 𝑎1, 𝑏1 konstan adalah persamaan diferensial 

Homogen, sebab 

𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦

𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦
 

dan 

𝑓(𝜆𝑥, 𝜆𝑦) =
𝑎𝜆𝑥 + 𝑏𝜆𝑦

𝑎1𝜆𝑥 + 𝑏1𝜆𝑦
 

=
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦

𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦
 

 

 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 

 

4. Rangkuman 

Persamaan diferensial 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦

𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦
 

 

dengan 𝑎, 𝑏, 𝑎1, 𝑏1 konstan adalah persamaan diferensial 

Homogen, sebab 

 

𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦

𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦
 

 

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek 

 

Cari jawab umum Persamaan diferensial: 
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𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑥 + 5𝑦

𝑥 − 3𝑦
 

6. Evaluasi Pembelajaran 

 

Cari jawab umum Persamaan diferensial: 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
3𝑥 + 5𝑦

5𝑥 − 3𝑦
 

 

7. Umpan Balik 

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada 

pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-

soal yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban 

maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan. 

 

V. Kegiatan Pembelajaran 4 

6. Judul Kegiatan Pembelajaran 

Persamaan Diferensial dengan (*) 𝒂, 𝒃, 𝒄, 𝒂𝟏, 𝒃𝟏, 𝒄𝟏 

Konstan 

7. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir 

Ketepatan penyelesaian jawab umum PD linier homogen 

dan tak homogen order 2 dengan koefisien konstan 

8. Uraian, Contoh dan Ilustrasi 

Persamaan Diferensial dengan 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑎𝑥+𝑏𝑦+𝑐

𝑎1𝑥+𝑏1𝑦+𝑐1
 (*) 

𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑎1, 𝑏1, 𝑐1 Konstan 

Jika 𝑐 = 0 dan 𝑐1 = 0, maka persamaan diferensial (*) 

Homogen (lihat butir 2 sebelumnya) 

Jika 𝑐 ≠ 0 dan 𝑐1 ≠ 0, maka persamaan diferensial (*) 

tidak homogen, sebab 
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𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐

𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 + 𝑐1
…dan… 

 

𝑓(𝜆𝑥, 𝜆𝑦)  =
𝑎𝜆𝑥 + 𝑏𝜆𝑦 + 𝑐

𝑎1𝜆𝑥 + 𝑏1𝜆𝑦 + 𝑐1
 

 

=
𝜆(𝑎𝑥 + 𝑏𝑦) + 𝑐

𝜆(𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦) + 𝑐1
 

 

≠
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐

𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 + 𝑐1
… 

jadi… 𝑓(𝜆𝑥, 𝜆𝑦) ≠ 𝑓(𝑥, 𝑦) 

 

Dalam mencari jawab persamaan diferensial (*) yang 

tidak homogen perlu memperhatikan dua kasus sebagai 

berikut: 

 

1) Kasus I 

Jika 

|
𝑎 𝑏
𝑎1 𝑏1

| ≠ 0 

 

maka dapat dilakukan substitusi 

 

𝑥 = 𝑥1 + ℎ, 𝑦 = 𝑦1 + 𝑘  

dan 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑑𝑦1
𝑑𝑥1

 

 

Dengan substitusi tersebut, maka persamaan 

diferensial (*) menjadi: 
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𝑑𝑦1
𝑑𝑥1

=
𝑎𝑥1 + 𝑏𝑦1 + 𝑎ℎ + 𝑏𝑘 + 𝑐

𝑎1𝑥1 + 𝑏1𝑦1 + 𝑎1ℎ + 𝑏1𝑘 + 𝑐1
 (∗∗) 

 

Jika h dan k dipilih sedemikian hingga 

memenuhi sistem persamaan linier 

 

[
𝑎ℎ + 𝑏𝑘 + 𝑐 = 0
𝑎1ℎ + 𝑏1𝑘 + 𝑐1 = 0

] (∗∗∗)  

 {
𝑎ℎ + 𝑏𝑘 + 𝑐 = 0
𝑎1ℎ + 𝑏1𝑘 + 𝑐1 = 0

 (∗∗∗) 

 

maka, persamaan diferensial (**) menjadi 

𝑑𝑦1
𝑑𝑥1

=
𝑎𝑥1 + 𝑏𝑦1
𝑎1𝑥1 + 𝑏1𝑦1

 

 

yang homogen (lihat pada butir 2 sebelumnya)  

 

Selanjutnya, diselesaikan seperti pada persamaan 

diferensial homogen, dengan substitusi 𝑦1 =

𝑢𝑥1. 

 

2) Kasus II 

Jika 

|
𝑎 𝑏
𝑎1 𝑏1

| ≠ 0 

 

maka sistem persamaan linier (***) tidak 

mempunyai jawab, sehingga substitusi pada 

kasus I di atas tidak dapat digunakan. 

 

Pada kasus II ini, substitusi yang digunakan 

adalah: 

𝑧 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦  
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dan 

𝑑𝑧

𝑑𝑥
= 𝑎 + 𝑏

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

dengan substitusi di atas, maka persamaan 

diferensial (*) menjadi mudah dipisah 

variabelnya. 

 

Contoh 4: 

Carilah jawab umum pada persamaan diferensial 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
3𝑥 + 5𝑦 − 13

5𝑥 − 3𝑦 + 1
 (∗) 

 

Jawab: 

Termasuk kasus I, sebab 

 

|3 5
5 −3

| = −9 − 25 

= −34 ≠ 0 

Substitusi 

𝑥 = 𝑥1 + ℎ 

dan 

𝑦 = 𝑦1 + 𝑘 ;   
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑑𝑦1
𝑑𝑥1

 

 

Dengan substitusi tersebut di atas, persamaan 

diferensial (*) menjadi 

 

𝑑𝑦1
𝑑𝑥1

=
3𝑥1 + 5𝑦1 + 3ℎ + 5𝑘 − 13

5𝑥1 − 3𝑦1 + 5ℎ − 3𝑘 + 1
(∗∗) 

 

Pilih h dan k sehingga {
3ℎ + 5𝑘 − 13 = 0
5ℎ − 3𝑘 + 1 = 0

 

 



263 

yang dipenuhi oleh h = 1 dan k = 2 

Jadi, jika dipilih h = 1 dan k = 2 atau dipilih 

substitusi 

 

𝑥 = 𝑥1 + 1; 𝑦 = 𝑦1 + 2 

dan 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑑𝑦1
𝑑𝑥1

 

 

maka persamaan diferensial (**) menjadi 

 

𝑑𝑦1
𝑑𝑥1

=
3𝑥1 + 5𝑦1
5𝑥1 − 3𝑦1

 (∗∗∗) 

 

berupa persamaan diferensial homogen. 

 

Dengan substitusi 

𝑦1 = 𝑢𝑥1 

 

dengan memperhatikan contoh 3 sebelumnya, 

maka akan diperoleh jawab umum persamaan 

diferensial (***) sebagai berikut: 

 

5

3
tan−1

𝑦1
𝑥1
−
1

2
ln (1 +

𝑦1
2

𝑥12
) = ln 𝑥1 + ln 𝑐 

 

dengan substitusi kembali 

 

𝑥1 = 𝑥 − 1 

dan 

𝑦1 = 𝑦 − 2 
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didapat jawab umum persamaan diferensial (*) 

sebagai berikut: 

 

5

3
tan−1

𝑦 − 2

𝑥 − 1
−
1

2
ln (1 +

(𝑦 − 2)2

(𝑥 − 1)2
)

= ln(𝑥 − 1) + ln 𝑐 

 

9. Rangkuman 

Persamaan Diferensial dengan 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑎𝑥+𝑏𝑦+𝑐

𝑎1𝑥+𝑏1𝑦+𝑐1
 (*) 

𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑎1, 𝑏1, 𝑐1 Konstan 

Jika 𝑐 = 0 dan 𝑐1 = 0, maka persamaan diferensial (*) 

Homogen (lihat butir 2 sebelumnya) 

Jika 𝑐 ≠ 0 dan 𝑐1 ≠ 0, maka persamaan diferensial (*) 

tidak homogen, sebab 

𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐

𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 + 𝑐1
…dan… 

 

𝑓(𝜆𝑥, 𝜆𝑦)  =
𝑎𝜆𝑥 + 𝑏𝜆𝑦 + 𝑐

𝑎1𝜆𝑥 + 𝑏1𝜆𝑦 + 𝑐1
 

 

=
𝜆(𝑎𝑥 + 𝑏𝑦) + 𝑐

𝜆(𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦) + 𝑐1
 

 

≠
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐

𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 + 𝑐1
… 

 

jadi… 𝑓(𝜆𝑥, 𝜆𝑦) ≠ 𝑓(𝑥, 𝑦) 

 

10. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek 

 

Carilah jawab umum persamaan diferensial: 
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𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑥 + 2𝑦

2 + 4𝑦
 

 

11. Evaluasi Pembelajaran 

 

Carilah jawab umum persamaan diferensial: 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑥 + 2𝑦 + 1

2 + 4𝑦 + 3
 

12. Umpan Balik 

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada 

pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-

soal yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban 

maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan. 

 

VI. Kegiatan Pembelajaran 5 

1. Judul Kegiatan Pembelajaran 

Pd Homogen (Orde 1) 

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir 

Ketepatan penyelesaian PD homogen 

3. Uraian, Contoh dan Ilustrasi 

(khususnya yang tidak mudah dipisah variabelnya atau 

sedang jika mudah dipisah variabelnya dapat 

diselesaikan seperti PD yang mudah dipisah 

variabelnya) 

*) PD Homogen mempunyai bentuk umum 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦) 

dengan syarat: 
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𝑓(𝜆𝑥, 𝜆𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦)  

misal: 

2) PD: 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

2𝑥+3𝑦

5𝑥−4𝑦
 (∗) apakah PD Homogen? 

𝑓(𝑥, 𝑦) =
2𝑥 + 3𝑦

5𝑥 − 4𝑦
 

𝑓(𝜆𝑥, 𝜆𝑦) =
2(𝜆𝑥) + 3(𝜆𝑦)

5(𝜆𝑥) − 4(𝜆𝑦)
 

  =
𝜆(2𝑥 + 3𝑦)

𝜆(5𝑥 − 4𝑦)
 

  =
(2𝑥 + 3𝑦)

(5𝑥 − 4𝑦)
 

  = 𝑓(𝑥, 𝑦) 

∴ (∗) PD Homogen 

 

3) PD: 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

2𝑥+3𝑦+6

5𝑥−4𝑦+1
 

𝑓(𝑥, 𝑦) =
2𝑥 + 3𝑦 + 6

5𝑥 − 4𝑦 + 1
 

𝑓(𝜆𝑥, 𝜆𝑦) =
2(𝜆𝑥) + 3(𝜆𝑦) + 6

5(𝜆𝑥) − 4(𝜆𝑦) + 1
 

=
𝜆(2𝑥 + 3𝑦) + 6

𝜆(5𝑥 + 4𝑦) + 1
≠
2𝑥 + 2𝑦 + 6

5𝑥 − 4𝑦 + 1
 

∴ 𝑓(𝜆𝑥, 𝜆𝑦) ≠ 𝑓(𝑥, 𝑦) 

↳ Jadi bukan PD Homogen 
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*) Cara mencari jawab PD Homogen 

(jika variabelnya sulit dipisah) 

 

digunakan substitusi: 

𝑈 =
𝑦

𝑥
 

 

atau 

𝑦 = 𝑈𝑥  

↳
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑢 + 𝑥

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

dengan substitusi di atas, PD 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦) menjadi 

𝑈 + 𝑥
𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑢𝑥)  

dimana variabel x dan u biasanya mudah dipisah 

Contoh: 

Tunjukkan PD 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑥𝑦

𝑥2−𝑦2
 adalah PD Homogen 

Kemudian carilah jawab umumnya! 

 

Jawab: 

akan ditunjukkan bahwa 
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𝑓(𝜆𝑥, 𝜆𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦) ⟶ syarat PD Homogen 

sebagai berikut: 

𝑓(𝑥, 𝑦) =
𝑥𝑦

𝑥2 − 𝑦2
 

𝑓(𝜆𝑥, 𝜆𝑦) =
(𝜆𝑥)(𝜆𝑦)

(𝜆𝑥)2 − (𝜆𝑦)2
 

  =
𝜆2𝑥𝑦

𝜆2(𝑥2 − 𝑦2)
 

  =
𝑥𝑦

𝑥2 − 𝑦2
= 𝑓(𝑥, 𝑦) ⟶

∴ PD Homogen 

mencari jawab PD Homogen diatas 

dengan substitusi 

𝑈 =
𝑦

𝑥
 

atau 

𝑦 = 𝑈𝑥 

↳
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑢 + 𝑥

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

PD Homogen: 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑥𝑦

𝑥2 − 𝑦2
 

menjadi 

𝑈 + 𝑥
𝑑𝑢

𝑑𝑥
=

𝑥(𝑢𝑥)

𝑥2 − (𝑢𝑥)2
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𝑥
𝑑𝑢

𝑑𝑥
=

𝑢𝑥2

𝑥2 − (𝑢𝑥)2
− 𝑢 

𝑥
𝑑𝑢

𝑑𝑥
=

𝑢

1 − 𝑢2
− 𝑢 

𝑥
𝑑𝑢

𝑑𝑥
=
𝑢 − 𝑢(1 − 𝑢2)

1 − 𝑢2
 

𝑥
𝑑𝑢

𝑑𝑥
=

𝑢3

1 − 𝑢2
 

1 − 𝑢2

𝑢3
𝑑𝑢 =

𝑑𝑥

𝑥
⟶ mudah dipisah 

lalu diintegralkan 

∫
1− 𝑢2

𝑢3
𝑑𝑢 = ∫

𝑑𝑥

𝑥
 

∫
1

𝑢3
𝑑𝑢 −∫

1

𝑢
𝑑𝑢 = ∫

𝑑𝑥

𝑥
 

−
1

2𝑢2
− ln𝑢 = ln 𝑥 + ln 𝑐 

−
1

2𝑢2
= ln 𝑥 + ln𝑐 + ln𝑢 = ln 𝑥𝑐𝑢 

atau 

−
1

2𝑢2
= ln𝑢𝑥𝑐 = ln 𝑦𝑐 

∴ Jawab umumnya −
1

2𝑢2
= ln𝑦𝑐 

atau: 

 −
1

2𝑢2
= ln𝑦𝑐 
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−
1

2 (
𝑦
𝑥)

2 = ln𝑦𝑐 

 −
𝑥2

2𝑦2
= ln𝑦𝑐  jawab umum 

 

*) PD
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑎𝑥+𝑏𝑦

𝑎1𝑥+𝑏1𝑦
 (∗)  𝑎, 𝑏, 𝑎1, 𝑏1 konstan 

PD (*) PD Homogen sebab: 

𝑓(𝑥, 𝑦)  =
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦

𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦
 

𝑓(𝜆𝑥, 𝜆𝑦) =
𝑎𝜆𝑥 + 𝑏𝜆𝑦

𝑎1𝜆𝑥 + 𝑏1𝜆𝑦
 

  =
𝜆(𝑎𝑥 + 𝑏𝑦)

𝜆(𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦)
 

  =
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦

𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦
= 𝑓(𝑥, 𝑦) 

Contoh: 

PD: (𝑦 + 𝑥)𝑑𝑥 + (𝑦 − 𝑥)𝑑𝑦 = 0  (*) 

adalah PD homogen, sebab 

(𝑦 − 𝑥)𝑑𝑦 = −(𝑦 + 𝑥)𝑑𝑥 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
−𝑥 − 𝑦

−𝑥 + 𝑦
 

atau 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
−(𝑥 + 𝑦)

−(𝑥 − 𝑦)
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𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑥 + 𝑦

𝑥 − 𝑦
→ PD Homogen 

Karena PD Homogen → Substitusinya: 

𝑈 =
𝑦

𝑥
 

atau 

𝑦 = 𝑢𝑥  

↳
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑢 + 𝑥

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

didapat: 

𝑢 + 𝑥
𝑑𝑢

𝑑𝑥
=
𝑥 + 𝑢𝑥

𝑥 − 𝑢𝑥
 

𝑢 + 𝑥
𝑑𝑢

𝑑𝑥
=
1 + 𝑢

1 − 𝑢
 

 𝑥
𝑑𝑢

𝑑𝑥
=
1 + 𝑢

1 − 𝑢
− 𝑢 

 𝑥
𝑑𝑢

𝑑𝑥
=
1 + 𝑢 − 𝑢 + 𝑢2

1 − 𝑢
 

 𝑥
𝑑𝑢

𝑑𝑥
=
1 + 𝑢2

1 − 𝑢
 

1 − 𝑢

1 + 𝑢2
𝑑𝑢 =

𝑑𝑥

𝑥
⟶ variabel terpisah 

diintegralkan: 

∫
1 − 𝑢

1 + 𝑢2
𝑑𝑢 = ∫

𝑑𝑥

𝑥
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∫
1

1 + 𝑢2
𝑑𝑢 −∫

𝑢

1 + 𝑢2
𝑑𝑢 = ∫

𝑑𝑥

𝑥
 (𝑥)  

       (I)                     (II)  

 

(I)  Rumus ∫
1

1 + 𝑢2
𝑑𝑢 = arctan 𝑢  

  = arctan
𝑦

𝑥
 

(II)  ∫
𝑢

1 + 𝑢2
𝑑𝑢 ⟶ 𝑧 = 1 + 𝑢2  

⟶
𝑑𝑧

𝑑𝑢
= 𝑧𝑢 

⟶ 𝑑𝑧 = 𝑧𝑢𝑑𝑢 

⟶ 𝑢𝑑𝑢 =
1

𝑧
𝑑𝑧 

∫
𝑢𝑑𝑢

1 + 𝑢2
= ∫

1
𝑧 𝑑𝑧

𝑧
 

 =
1

𝑧
ln 𝑧 

 =
1

𝑧
(1 + 𝑢2) + (0) 

Jadi (x) 

= arctan
𝑦

𝑥
−
1

𝑧
(1 + (

𝑦

𝑥
)
2

) 

= ln 𝑥 + ln 𝑐  jawab umumnya 
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Contoh: 

PD 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
3𝑥 + 5𝑦

5𝑥 − 3𝑦
 (∗) 

Cari jawab umumnya 

Jawab: 

Substitusi: 

𝑦 = 𝑢𝑥 ⟶
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑢 + 𝑥

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

dengan substitusi di atas, PD (*) menjadi 

𝑢 + 𝑥
𝑑𝑢

𝑑𝑥
=
3𝑥 + 5𝑢𝑥

5𝑥 − 3𝑢𝑥
 

 𝑥
𝑑𝑢

𝑑𝑥
=
3 + 5𝑢

5 − 3𝑢
− 𝑢 

 𝑥
𝑑𝑢

𝑑𝑥
=
3 + 5𝑢 − 𝑢(5 − 3𝑢)

5 − 3𝑢
 

𝑥
𝑑𝑢

𝑑𝑥
=
3 + 3𝑢2

5 − 3𝑢
 

 
5 − 3𝑢

3 + 3𝑢2
𝑑𝑢 =

𝑑𝑥

𝑥
 

5

3 + 3𝑢2
𝑑𝑢 −

3𝑢

3 + 3𝑢2
𝑑𝑢 =

𝑑𝑥

𝑥
 

5

3
(
𝑑𝑢

1 + 𝑢2
) −

𝑢

1 + 𝑢2
𝑑𝑢 =

𝑑𝑥

𝑥
 

  
5

3
∫

𝑑𝑢

1 + 𝑢2
− ∫

𝑢

1 + 𝑢2
𝑑𝑢 = ∫

𝑑𝑥

𝑥
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5

3
arctan 𝑢 −

1

2
ln(1 + 𝑢2) = ln 𝑥 + ln 𝑐 

Substitusikan: 

𝑢 =
𝑦

𝑥
 

didapat 

   
5

3
arctan

𝑦

𝑥
−
1

2
ln (1 + (

𝑦

𝑥
)
2

) = ln 𝑥 + ln 𝑐

⟶ Jawab umum 

 

*) PD 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑎𝑥+𝑏𝑦+𝑐

𝑎1𝑥+𝑏1𝑦+𝑐1
(∗) 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑎1, 𝑏1, 𝑐1 konstan 

Jika … dan 𝑐1 = 0⟶ PD (*) di atas PD 

Homogen 

Jika … atau 𝑐1 ≠ 0⟶ PD (*) bukan PD 

Homogen, sebab 

𝑓(𝑥, 𝑦)  =
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐

𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 + 𝑐1
 

𝑓(𝜆𝑥, 𝜆𝑦) =
𝑎𝜆𝑥 + 𝑏𝜆𝑦 + 𝑐

𝑎1𝜆𝑥 + 𝑏1𝜆𝑦 + 𝑐1
 

  =
𝜆(𝑎𝑥 + 𝑏𝑦) + 𝑐

𝜆(𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦) + 𝑐1
 

  =
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐

𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 + 𝑐1
 

∴ 𝑓(𝜆𝑥, 𝜆𝑦) ≠ 𝑓(𝑥, 𝑦) 

 



275 

*) Cara penyelesaian PD 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐

𝑎1𝑥 + 𝑏1𝑦 + 𝑐1
 (∗) dengan…atau… 

ada 2 kasus 

I. Kasus I: Jika determinan |
𝑎 𝑏
𝑎1 𝑏1

| ≠ 0 

Substitusinya: 

𝑥 = 𝑥1 + ℎ ;   𝑦 = 𝑦1 + 𝑘 →
𝑑𝑧

𝑑𝑥
=
𝑑𝑦1
𝑑𝑥1

 

II. Kasus I: Jika determinan |
𝑎 𝑏
𝑎1 𝑏1

| = 0 

Substitusinya: 

𝑧 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 →
𝑑𝑧

𝑑𝑥
= 𝑎 + 𝑏

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

 

4. Rangkuman 

PD Homogen mempunyai bentuk umum 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦) 

dengan syarat: 

 

𝑓(𝜆𝑥, 𝜆𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦)  

 

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek 

 

Hitung persamaan berikut: 
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(𝑥3 + 𝑦3)𝑑𝑥 − 3𝑥𝑦2𝑑𝑦 = 0 

 

6. Evaluasi Pembelajaran 

 

Hitung persamaan berikut: 

 

(𝑥3 + 𝑦3)𝑑𝑥 − 3𝑥𝑦2𝑑𝑦 = 0 

 

7. Umpan Balik 

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada 

pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-

soal yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban 

maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan. 

 

VII. Penutup 

1. Rangkuman 

Modul ini memuat rangkuman materi yang tercantum 

pada rangkuman kegiatan pembelajaran 1, 2, 3, 4 dan 

5. Modul ini menuntun mahasiswa memahami materi 

Persamaan Diferensial Homogen secara mandiri 

maupun kelompok. Selanjutnya dilakukan assessment 

yaitu dengan melakukan kuis pada materi yang telah 

dipelajari. 

2. Petunjuk Jawaban Evaluasi Kegiatan 

Pembelajaran 

Jawaban dari evaluasi tidak dicantumkan, dikarenakan 

setiap permasalahan dapat diselesaiakan dengan 

jawaban yang terbuka. 

3. Daftar Istilah 

Determinan : Nilai yang menggambarkan karakteristik  
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matriks (misal: apakah matrik tersebut 

invertible?) 

Homogen : Fungsi atau persamaan yang tetap  

konsisten jika semua variabel dikalikan 

dengan faktor yang sama 

Konstan : Nilai tetap yang tidak berubah 
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MODUL 9 

PERSAMAAN DIFERENSIAL EKSAK DAN 

FAKTOR INTEGRASI 
 

I. Pendahuluan 

1. Deskripsi Singkat Modul IX 

Pada Modul 9 ini akan dibahas persamaan diferensial 

(PD) Eksak dan PD yang dapat diubah menjadi PD eksak 

dengan menggunakan faktor integrasi yang berbentuk 

fungsi satu variabel 𝛼 = 𝛼(𝑥) atau 𝛼 = 𝛼(𝑦) dan vaktor 

integrasi yang berbentuk fungsi dua variabel 𝛼 = 𝛼(𝑥, 𝑦). 

2. Capaian Pembelajaran Lulusan 

Mahasiswa diharapkan dapat menyelesaikan Persamaan 

Diferensial Eksak dan Faktor Integrasi 

3. Kemampuan Akhir 

Mahasiswa diharapkan dapat mampu menyelesaikan 

turunan parsial fungsi dua variabel atau tiga variabel 

4. Persyaratan Kompetensi 

Kegiatan Proses Belajar (KPB): 3x(2x50) 

Kegiatan Pembelajaran Terstruktur (KPT): 3x(2x60) 

Kegiatan Mandiri (KM): 3x(2x60) 
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5. Kegunaan Modul 

Setelah mempelajari Modul 9 ini, mahasiswa 

diharapkan mampu: 

1) Membedakan PD eksak dengan PD yang tidak 

eksak 

2) Mencari penyelesaian PD eksak 

3) Mencari faktor integrasi 

 

 

 

6. Materi Pokok dan Sub Materi Pokok 

a. Persamaan Diferensial Eksak 

b. Faktor Integrasi 

c. Penyelesaian Persamaan Diferensial 

 

II. Kegiatan Pembelajaran 1 

1. Judul Kegiatan Pembelajaran 

Persamaan Diferensial Eksak 

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir 

Ketepatan penyelesaian PD exact 

3. Uraian, Contoh dan Ilustrasi 

Suatu PD 

𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑁(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0 (*) 

 

yang memenuhi syarat: 

 

𝜕𝑀(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
=
𝜕𝑁(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
 

disebut PD Eksak 

Contohnya: 

 

(𝑥3 + 2𝑥𝑦)𝑑𝑥 + (𝑥2 + 𝑦3)𝑑𝑦 = 0 
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adalah PD Eksak, 

sebab 

𝜕(𝑥3 + 2𝑥𝑦)

𝜕𝑦
=
𝜕(𝑥2 + 𝑦3)

𝜕𝑥
= 2𝑥 

 

Jawab umum PD Eksak (*) berupa 

 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑐) = 0 

 

atau 

𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑐 

dimana 

𝜕𝐹(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
= 𝑀(𝑥, 𝑦) 

dan 

𝜕𝐹(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
= 𝑁(𝑥, 𝑦) 

 

Hal tersebut sesuai dengan persyaratan: 

 

𝜕𝑀(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
=
𝜕𝑁(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
 

 

yang tidak lain adalah 

 

𝜕2𝐹(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦
=
𝜕2𝐹(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦𝜕𝑥
 

 

Mengingat diferensial total: 

 

𝑑𝐹(𝑥, 𝑦) =
𝜕𝐹(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝐹(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
𝑑𝑦 
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maka PD Eksak (*) dapat diulis sebagai: 

 

𝑑𝐹(𝑥, 𝑦) = 0 

 

Berdasarkan uraian di atas, maka jawab umum 

 

𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑐 

 

 

dapat dicari dengan dua cara sebagai berikut: 

 

Cara I : 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑐) = ∫𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 +𝐺(𝑦) 

 

𝐺(𝑦) dicari dari 
𝜕𝐹(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
= 𝑁(𝑥, 𝑦) 

 

Cara II : 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑐) = ∫𝑁(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 +𝐺(𝑥) 

 

𝐺(𝑥) dicari dari 
𝜕𝐹(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
= 𝑀(𝑥, 𝑦) 

 

Contoh 1: 

Selidiki apakah 

 

(3𝑥2 + 6𝑥𝑦2)𝑑𝑥 + (6𝑥2𝑦 + 4𝑦3)𝑑𝑦 = 0 

 

PD Eksak 

 

Kemudian cari jawab umumnya 
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Jawab: 

𝑀(𝑥, 𝑦) = (3𝑥2 + 6𝑥𝑦2) ;  
𝜕𝑀

𝜕𝑦
= 12𝑥𝑦 

 

𝑁(𝑥, 𝑦) = (6𝑥2𝑦 + 4𝑦3) ;  
𝜕𝑁

𝜕𝑥
= 12𝑥𝑦 

 

𝜕𝑀

𝜕𝑦
=
𝜕𝑁

𝜕𝑥
  Jadi PD Eksak 

 

Misalkan jawab umumnya 𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑐 

 

Cara I: 

𝐹(𝑥, 𝑦) = ∫𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝐺(𝑦) 

 = ∫(3𝑥2 + 6𝑥𝑦2)𝑑𝑥 + 𝐺(𝑦) 

 𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑥3 + 3𝑥2𝑦2 + 𝐺(𝑦) 

 

G(y) dicari dari  

𝜕𝐹(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
= 𝑁(𝑥, 𝑦) 

 6𝑥2𝑦 +
𝑑𝐺(𝑦)

𝑑𝑦
 = 6𝑥2𝑦 + 4𝑦3; 

…
𝑑𝐺(𝑦)

𝑑𝑦
= 4𝑦3 

 

𝜕𝐹

𝜕𝑥
= 3𝑥2 + 6𝑥𝑦2 → 𝐹 = 𝑥3 + 3𝑥2𝑦2 + 𝑐(𝑦)  
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𝜕𝐹

𝜕𝑦
= 6𝑥2𝑦 + 4𝑦3 → 𝐹 = 3𝑥2𝑦2 + 𝑦4 + 𝑐(𝑥)  

 

𝑐(𝑦) = 𝑦4 + 𝑐 𝑐(𝑥) = 𝑥3 + 𝑐 

 

𝑑 𝐺(𝑦) = 4𝑦3𝑑𝑦 

𝐺(𝑦) = ∫4𝑦3𝑑𝑦   = 𝑦4 + 𝑐 

Didapat 

𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑥3 + 3𝑥2𝑦2 + 𝑦4 + 𝑐 

Jawab umumnya: 

𝑥3 + 3𝑥2𝑦2 + 𝑦4 = 𝑐 

atau 

𝑥3 + 3𝑥2𝑦2 + 𝑦4 + 𝑐 = 0 

 

Cara II: 

𝐹(𝑥, 𝑦) = ∫𝑁(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 + 𝐺(𝑥) 

= ∫(6𝑥2𝑦 + 4𝑦3)𝑑𝑦 + 𝐺(𝑥) 

 

𝐹(𝑥, 𝑦) = 3𝑥2𝑦2 + 𝑦4 + 𝐺(𝑥) 

 

 

G(x) dicari dari  

 

𝜕𝐹(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
 = 𝑀(𝑥, 𝑦) 
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6𝑥𝑦2 +
𝑑𝐺(𝑥)

𝑑𝑥
= 3𝑥2 + 6𝑥𝑦2 

 

𝑑𝐺(𝑥)

𝑑𝑥
 = 3𝑥2 

 

𝐺(𝑥) = ∫3𝑥2𝑑𝑥 

 

= 𝑥3 + 𝑐 

 

𝐹(𝑥, 𝑦) = 3𝑥2𝑦2 + 𝑦4 + 𝑥3 + 𝑐 

 

Jawab umumnya:  

3𝑥2𝑦2 + 𝑦4 + 𝑥3 = 𝑐 

atau 

3𝑥2𝑦2 + 𝑦4 + 𝑥3 + 𝑐 = 0 

 

Contoh 2: 

 

(3𝑥2𝑦 + 2𝑥𝑦2)𝑑𝑥 + (𝑥3 + 2𝑥2𝑦)𝑑𝑦 = 0 (*) 

 

Jawab: 

 

𝜕(3𝑥2𝑦 + 2𝑥𝑦2)

𝜕𝑦
=
𝜕(𝑥3 + 2𝑥2𝑦)

𝜕𝑥
 

  = 3𝑥2 + 4𝑥𝑦 

 

Jadi PD (*) adalah PD Eksak 

Misalkan jawab umumnya 𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑐 
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𝐹(𝑥, 𝑦) = ∫(3𝑥2𝑦 + 2𝑥𝑦2)𝑑𝑥 + 𝐺(𝑦) 

 

 = 𝑥3𝑦 + 𝑥2𝑦2 + 𝐺(𝑦) 

 

𝐺(𝑦) dicari dari 
𝜕𝐹

𝜕𝑦
= (𝑥3 + 2𝑥2𝑦) 

 

𝑥3 + 2𝑥2𝑦 +
𝑑𝐺(𝑦)

𝑑𝑦
= 𝑥3 + 2𝑥2𝑦;

𝑑𝐺(𝑦)

𝑑𝑦
= 0;…𝐺(𝑦)

= 𝑐 

 

∴ 𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑐) = 𝑥3𝑦 + 𝑥2𝑦2 + 𝑐 = 0 

 

𝜕𝑑𝑀

𝜕𝑦
=
𝜕𝑑𝑁

𝜕𝑥
→ 𝑑

𝜕𝑀

𝜕𝑦
+
𝜕𝑑

𝜕𝑦
𝑀 = 𝑑

𝜕𝑁

𝜕𝑥
+
𝜕𝑑

𝜕𝑥
𝑁 

 

4. Rangkuman 

Suatu PD 

𝑀(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑁(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0 (*) 

 

yang memenuhi syarat: 

 

𝜕𝑀(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
=
𝜕𝑁(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
 

disebut PD Eksak 

 

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek 

Hitung persamaan berikut: 

1) (2𝑥3 + 3𝑦)𝑑𝑥 + (3𝑥 + 𝑦 − 1)𝑑𝑦 = 0 

2) (2𝑥3𝑦2 + 4𝑥2𝑦 + 2𝑥𝑦2 + 𝑥𝑦4 + 2𝑦)𝑑𝑥 +

(2𝑦3 + 2𝑥2𝑦 + 2𝑥)𝑑𝑦 = 0 
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6. Evaluasi Pembelajaran 

Hitung persamaan berikut: 

1) (2𝑥𝑦4𝑒𝑦 + 2𝑥𝑦3 + 𝑦)𝑑𝑥 + (𝑥2𝑦4𝑒𝑦 − 𝑥2𝑦2 −

3𝑥)𝑑𝑦 = 0 

2) 𝑦(2𝑥𝑦 + 1)𝑑𝑥 + 𝑥(1 + 2𝑥𝑦 − 𝑥3𝑦3)𝑑𝑦 = 0 

 

7. Umpan Balik 

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada 

pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal 

yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban 

maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan. 

 

III. Kegiatan Pembelajaran 2 

1. Judul Kegiatan Pembelajaran 

Faktor Integrasi 

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir 

Ketepatan penyelesaian faktor integrasi 

3. Uraian, Contoh dan Ilustrasi 

Tidak setiap PD M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0 (*) 

merupakan PD Eksak. Jika 

 

𝜕𝑀

𝜕𝑦
≠
𝜕𝑁

𝜕𝑥
 

 

maka PD (*) bukan PD Eksak. 

Pada bagian ini, akan dibahas mengenai usaha atau 

cara mencari suatu faktor integrasi 𝛼 sedemikian hingga 

diperoleh PD baru 𝛼 𝑀𝑑𝑥 + 𝛼 𝑁𝑑𝑦 = 0 (**) yang 

memenuhi syarat 
𝜕𝛼𝑀

𝜕𝑦
=

𝜕𝛼𝑁

𝜕𝑥
, sehingga (**) merupakan 

PD Eksak. Faktor integrasi 𝛼 dapat berupa fungsi satu 
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variabel 𝛼 = 𝛼(𝑥) atau 𝛼 = 𝛼(𝑦), tetapi juga dapat 

berupa fungsi dua variabel 𝛼 = 𝛼(𝑥, 𝑦). 

1) Faktor Integrasi 𝛼 = (𝑥) 𝑎𝑡𝑎𝑢 𝛼 = 𝛼(𝑦) 

 

a) Jika 𝛼 = 𝛼(𝑥)  maka 
𝜕𝛼

𝜕𝑦
=

𝑑𝛼

𝑑𝑥
 dan 

𝜕𝛼

𝜕𝑦
= 0, 

sehingga 

 

𝜕𝛼𝑀

𝜕𝑦
= 𝛼

𝜕𝑀

𝜕𝑦
+
𝜕𝛼

𝜕𝑦
𝑀 = 𝛼

𝜕𝑀

𝜕𝑦
 

 

𝜕𝛼𝑁

𝜕𝑥
= 𝛼

𝜕𝑁

𝜕𝑥
+
𝜕𝛼

𝜕𝑥
𝑁 

 

= 𝛼
𝜕𝑁

𝜕𝑥
+
𝑑𝛼

𝑑𝑥
𝑁 

 

Syarat agar PD (**) Eksak yaitu: 

 

𝜕𝛼𝑀

𝜕𝑦
=
𝜕𝛼𝑁

𝜕𝑥
 

menjadi: 

𝛼
𝜕𝑀

𝜕𝑦
= 𝛼

𝜕𝑁

𝜕𝑥
+
𝑑𝛼

𝑑𝑥
𝑁 

atau 

𝑑𝛼

𝑑𝑥
𝑁 = 𝛼 (

𝜕𝑀

𝜕𝑦
−
𝜕𝑁

𝜕𝑥
) ;  

 

𝑑𝛼

𝑎
=
{
𝜕𝑀
𝜕𝑦 −

𝜕𝑁
𝜕𝑥
}

𝑁
𝑑𝑥(∗∗∗) 

 

Karena ruas kiri 
𝑑𝛼

𝛼
 merupakan fungsi x dan 

tidak mengandung variabel y, maka ruas kanan 
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{
𝜕𝑀

𝜕𝑦
−
𝜕𝑁

𝜕𝑥
}

𝑁
𝑑𝑥 juga harus tidak mengandung 

variabel y. 

Kesimpulannya, jika 
{
𝜕𝑀

𝜕𝑦
−
𝜕𝑁

𝜕𝑥
}

𝑁
 tidak 

mengandung variabel y, maka faktor 

integrasinya adalah 𝛼 = 𝛼(𝑥) dan dapat dicari 

dari hubungan (***), didapat: 

 

ln 𝛼(𝑥) = ∫{

𝜕𝑀
𝜕𝑦 −

𝜕𝑁
𝜕𝑥

𝑁
}𝑑𝑥 

atau  

𝛼(𝑥) = 𝑒

∫{

𝜕𝑀
𝜕𝑦

−
𝜕𝑁
𝜕𝑥

𝑁
}𝑑𝑥

 

 

b) Jika 𝛼 = 𝛼(𝑦) maka 
𝜕𝛼

𝜕𝑥
= 0 dan 

𝜕𝛼

𝜕𝑦
=

𝑑𝛼

𝑑𝑦
 

 

Dengan cara seperti pada butir a) di atas, maka 

didapat: 

 

Jika 
{
𝜕𝑁

𝜕𝑥
−
𝜕𝑀

𝜕𝑦
}

𝑀
 tidak mengandung variabel x, 

maka faktor integrasinya adalah 𝛼 = 𝛼(𝑦), 

dan dapat dicari sebagai berikut 

 

    ln 𝛼(𝑦) = ∫
{
𝜕𝑁
𝜕𝑥 −

𝜕𝑀
𝜕𝑦
}

𝑀
𝑑𝑦 

atau 

𝛼(𝑦) = 𝑒∫
{
𝜕𝑁
𝜕𝑥
−
𝜕𝑀
𝜕𝑦

}

𝑀
𝑑𝑦
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Contoh 3: 

 

(𝑦 + 𝑥 𝑦2)𝑑𝑥 − 𝑥 𝑑𝑦 = 0 (*) 

 

𝑀 = (𝑦 + 𝑥 𝑦2); 

 

𝜕𝑀

𝜕𝑦
= 1 + 2 𝑥 𝑦 

 

𝑁 = −𝑥 ; 

 

𝜕𝑁

𝜕𝑥
= −1 

 

𝜕𝑀

𝜕𝑦
≠
𝜕𝑁

𝜕𝑥
 

 

Jadi, PD (*) bukan PD Eksak 

 

Akan dicari faktor integrasi 𝛼 

 

a) Apakah 𝛼 = 𝛼(𝑥)? 

 

{
𝜕𝑀
𝜕𝑦 −

𝜕𝑁
𝜕𝑥
}

𝑁
 =

1 + 2𝑥𝑦 + 1

−𝑥
 

=
2 + 2𝑥𝑦

−𝑥
 mengandung variabel 𝑦 

 

Jadi, faktor integrasinya bukan 𝛼 = 𝛼(𝑥) 

 

b) Apakah 𝛼 = 𝛼(𝑦)? 
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{
𝜕𝑁
𝜕𝑥 −

𝜕𝑀
𝜕𝑦
}

𝑀
 =

−1 − (1 + 2𝑥𝑦)

𝑦 + 𝑥𝑦2
 

 

=
−2(1 + 𝑥𝑦)

𝑦(1 + 𝑥𝑦)
 

 

=
−2

𝑦
  

 

tidak mengandung variabel 𝑥 

 

Jadi, faktor integrasinya 𝛼 = 𝛼(𝑦) yang dicari 

sebagai berikut: 

 

ln 𝛼(𝑦) = ∫
{
𝜕𝑁
𝜕𝑥 −

𝜕𝑀
𝜕𝑦
}

𝑀
𝑑𝑦 

 

 = ∫
−2

𝑦
𝑑𝑦 

 

 = −2 ln𝑦 

 

 = ln 𝑦−2 

 

didapat 𝛼(𝑦) = 𝑦−2  

 

atau 𝛼(𝑦) =
1

𝑦2
 

 

dengan faktor integrasi tersebut, diperoleh PD 

Eksak 
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𝛼𝑀𝑑𝑥 + 𝛼𝑁𝑑𝑦 = 0 

 

 

 

atau 

 

1

𝑦2
(𝑦 + 𝑥𝑦2)𝑑𝑥 −

1

𝑦2
𝑥𝑑𝑦 = 0 

 

atau 

 

(
1

𝑦
+ 𝑥)𝑑𝑥 −

𝑥

𝑦2
𝑑𝑦 = 0 

 

(PD Eksak) 

 

Jawab umumnya F(x, y) = c dicari sebagai 

berikut 

 

𝐹 = ∫(
1

𝑦
+ 𝑥)𝑑𝑥 + 𝐺(𝑦) 

 

 =
𝑥

𝑦
+
1

2
𝑥2 + 𝐺(𝑦) 

 

𝐺(𝑦) dicari dari hubungan 
𝜕𝐹

𝜕𝑦
= −

𝑥

𝑦2
 

 

−
𝑥

𝑦2
+
𝑑𝐺(𝑦)

𝑑𝑦
= −

𝑥

𝑦2
; 

 

𝑑𝐺(𝑦)

𝑑𝑦
= 0; 
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𝐺(𝑦) = 𝑐 

 

𝐹 =
𝑥

𝑦
+
1

2
𝑥2 + 𝑐 

 

Jawab umumnya: F(x, y) = c 

 

atau 

 

𝑥

𝑦
+
1

2
𝑥2 = 𝑐 

 

atau 

𝑦 = −
2𝑥

𝑥2 + 2𝑐
 

 

Contoh 4: 

 

(2𝑥𝑦 + 𝑥2𝑦 +
𝑦3

3
)𝑑𝑥 + (𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑦 = 0 (∗) 

 

𝑀 = (2𝑥𝑦 + 𝑥2𝑦 +
𝑦3

3
) ; 

 

𝜕𝑀

𝜕𝑦
= 2𝑥 + 𝑥2 + 𝑦2 

 

𝑁 = (𝑥2 + 𝑦2); 

 

𝜕𝑁

𝜕𝑥
= 2𝑥 
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𝜕𝑀

𝜕𝑦
≠
𝜕𝑁

𝜕𝑥
 

 

Jadi, (x) bukan PD Eksak 

 

Akan dicari faktor integrasi 𝛼 

a) Apakah 𝛼 = 𝛼(𝑥)? 

 

{
𝜕𝑀
𝜕𝑦 −

𝜕𝑁
𝜕𝑥
}

𝑁
=
2𝑥 + 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥

𝑥2 + 𝑦2
 

  = 1 

tidak mengandung variabel y 

Jadi, faktor integrasi 𝛼 = 𝛼(𝑥) dicari sebagai 

berikut: 

 

ln 𝑎(𝑥) = ∫
{
𝜕𝑀
𝜕𝑦 −

𝜕𝑁
𝜕𝑥
}

𝑁
𝑑𝑥 

 = ∫1𝑑𝑥 

 = 𝑥 

 

Didapat ln 𝑎(𝑥) = 𝑥 atau 𝑎(𝑥) = 𝑒𝑥 

Dengan faktor integrasi tersebut, diperoleh PD 

Eksak 

 

𝛼𝑀 𝑑𝑥 + 𝛼𝑁 𝑑𝑦 = 0 

 

atau 

 

𝑒𝑥 (2𝑥𝑦 + 𝑥2𝑦 +
𝑦3

3
)𝑑𝑥 + 𝑒𝑥(𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑦 = 0 
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Jawaban umumnya F (x, y) = c dicari sebagai 

berikut: 

 

𝐹 = ∫𝑒𝑥(𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑦 + 𝐺(𝑥) 

= 𝑒𝑥 (𝑥2𝑦 +
1

3
𝑦3) + 𝐺(𝑥) 

 

𝐺(𝑥) dicari dari 
𝜕𝐹

𝜕𝑥
= 𝑒𝑥 (2𝑥𝑦 + 𝑥2𝑦 +

𝑦3

3
) 

𝑒𝑥 (𝑥2𝑦 +
1

3
𝑦3) + 𝑒𝑥(2𝑥𝑦) +

𝑑𝐺(𝑥)

𝑑𝑥

= 𝑒𝑥 (2𝑥𝑦 + 𝑥2𝑦 +
𝑦3

3
) ; 

𝑑𝐺(𝑥)

𝑑𝑥
= 0; 

 

𝐺(𝑥) = 𝑐 

 

𝐹 = 𝑒𝑥 (𝑥2𝑦 +
𝑦3

3
+ 𝑐) 

 

Jawab umumnya: 

 

𝑒𝑥 (𝑥2𝑦 +
𝑦3

3
) = 𝑐 

atau 

𝑦𝑒𝑥 (𝑥2 +
1

3
𝑦2) = 𝑐 
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2) Faktor Integrasi 𝛼 = 𝛼(𝑥, 𝑦) 

Ada beberapa cara mencari faktor integrasi 𝛼 =

𝛼(𝑥, 𝑦) 

Dua diantaranya adalah sebagai berikut: 

 

a) Jika 𝑀 𝑑𝑥 + 𝑁 𝑑𝑦 = 0 Homogen dan 𝑥𝑀 +

𝑦𝑁 ≠ 0 

maka faktor integrasinya 

 

𝛼(𝑥, 𝑦) =
1

𝑥𝑀 + 𝑦𝑁
 

 

b) Jika 𝑀 𝑑𝑥 + 𝑁 𝑑𝑦 = 0, dapat ditulis sebagai: 

 

𝑦 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑥 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0 

 

dimana 𝑃(𝑥, 𝑦) ≠ 𝑄(𝑥, 𝑦) 

 

maka faktor integrasinya 

 

𝛼(𝑥, 𝑦) =
1

𝑥𝑀 − 𝑦𝑁
 

 

Contoh 5: 

 

𝑦2𝑑𝑥 + (𝑥2 − 𝑥𝑦 − 𝑦2)𝑑𝑦 = 0 (*) 

 

PD Homogen dan tidak eksak 

 

𝑥𝑀 + 𝑦𝑁 = 𝑥𝑦2 + 𝑦(𝑥2 − 𝑥𝑦 − 𝑦2) 
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  = 𝑦𝑥2 − 𝑦3 ≠ 0 

 

Faktor integrasinya 

 

𝛼(𝑥, 𝑦) =
1

𝑥𝑀 + 𝑦𝑁
 

 

 =
1

𝑦(𝑥2 − 𝑦2)
 

 

PD (*) menjadi 

 

𝛼𝑀𝑑𝑥 + 𝛼𝑁𝑑𝑦 = 0 

 

atau 

 

𝑦2

𝑦(𝑥2 − 𝑦2)
𝑑𝑥 +

(𝑥2 − 𝑥𝑦 − 𝑦2)

𝑦(𝑥2 − 𝑦2)
= 0 

 

atau 

 

𝑦

𝑥2 − 𝑦2
𝑑𝑥 +

𝑥2 − 𝑥𝑦 − 𝑦2

𝑦(𝑥2 − 𝑦2)
𝑑𝑦

= 0 (∗∗) PD Eksak 

 

Jawab umumnya F (x, y) = c dicari sebagai 

berikut: 

 

𝐹 = ∫
𝑦

𝑥2 − 𝑦2
𝑑𝑥 + 𝐺(𝑦) 

 

=
1

2
∫(

1

𝑥 − 𝑦
−

1

𝑥 + 𝑦
)𝑑𝑥 + 𝐺(𝑦) 
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=
1

2
{ln(𝑥 − 𝑦) − ln(𝑥 + 𝑦)} + 𝐺(𝑦) 

𝐺(𝑦) dicari dari 
𝜕𝐹

𝜕𝑦
=
𝑥2 − 𝑥𝑦 − 𝑦2

𝑦(𝑥2 − 𝑦2)
 

 

 =
1

𝑦
−

𝑥

𝑥2 − 𝑦2
 

 

1

2
{−

1

𝑥 − 𝑦
−

1

𝑥 + 𝑦
} +

𝑑𝐺(𝑦)

𝑑𝑦
=
1

𝑦
−

𝑥

𝑥 − 𝑦2
 

 

1

2
{
−(𝑥 + 𝑦) − (𝑥 − 𝑦)

𝑥2 − 𝑦2
} +

𝑑𝐺(𝑦)

𝑑𝑦
=
1

𝑦
−

𝑥

𝑥2 − 𝑦2
 

 

didapat 

 

𝑑𝐺(𝑦)

𝑑𝑦
=
1

𝑦
 

 

𝐺(𝑦) = ∫
1

𝑦
𝑑𝑦 

 

 = ln 𝑦 + ln 𝑐 

 

Jawab umumnya: 

 

1

2
ln
𝑥 − 𝑦

𝑥 + 𝑦
+ ln 𝑦 = ln 𝑐 , ln

𝑥 − 𝑦

𝑥 + 𝑦
+ 2 ln 𝑦 = ln 𝑐 

 

atau 

 

(𝑥 − 𝑦)𝑦2 = 𝑐(𝑥 + 𝑦) 
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Contoh 6: 

 

(𝑥2𝑦3 + 2𝑦)𝑑𝑥 + (2𝑥 − 2𝑥3𝑦2)𝑑𝑦 = 0 (*) 

 

dapat ditulis sebagai berikut: 

 

𝑦(𝑥2𝑦2 + 2)𝑑𝑥 + 𝑥(2 − 2𝑥2𝑦2)𝑑𝑦 = 0 

 

𝑃(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦2 + 2 ; 

 

𝑄(𝑥, 𝑦) = 2 − 2𝑥2 − 𝑦2 ; 

 

𝑃(𝑥, 𝑦) ≠ 𝑄(𝑥, 𝑦) 

 

Faktor integrasinya 

 

𝛼(𝑥, 𝑦)
1

𝑥𝑀 − 𝑦𝑁
 

 

𝛼(𝑥, 𝑦) =
1

𝑥(𝑥2𝑦3 + 2𝑦) − 𝑦(2𝑥 − 2𝑥3𝑦2)
 

 

 =
1

3𝑥3𝑦3
 

 

PD (*) menjadi 

 

𝑥2𝑦3 + 2𝑦

3𝑥3𝑦3
𝑑𝑥 +

2𝑥 − 2𝑥3𝑦

3𝑥3𝑦3
𝑑𝑦 = 0 
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atau 

 

(
1

3𝑥
+

2

3𝑥3𝑦2
) 𝑑𝑥 + (

2

3𝑥2𝑦3
−

2

3𝑦
) 𝑑𝑦 = 0 (∗∗)  

 

PD Eksak 

 

Jawab umumnya F (x, y) = c dicari sebagai 

berikut: 

 

𝐹 = ∫(
1

3𝑥
+

2

3𝑥3𝑦2
) 𝑑𝑥 + 𝐺(𝑦) 

 

=
1

3
ln 𝑥 −

2

3𝑥2𝑦2
+ 𝐺(𝑦) 

 

𝐺(𝑦) dicari dari 
𝜕𝐹

𝜕𝑦
= (

2

3𝑥2𝑦3
−
2

3𝑦
) 

 

2

3𝑥2𝑦3
+
𝑑𝐺(𝑦)

𝑑𝑦
 =

2

3𝑥2𝑦3
−
2

3𝑦
; 

 

𝑑𝐺(𝑦)

𝑑𝑦
 = −

2

3𝑦
 

 

𝐺(𝑦) = ∫−
2

3𝑦
𝑑𝑦  

 

= −
2

3
ln 𝑦 
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Jawab umumnya menjadi 

 

1

3
ln 𝑥 −

1

3𝑥2𝑦2
−
2

3
ln 𝑦 = ln 𝑐, 

atau 

 

𝑥 = 𝑐 𝑦2𝑒
1

𝑥2𝑦2 

 

4. Rangkuman 

Tidak setiap PD M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0 (*) 

merupakan PD Eksak. Jika 

 

𝜕𝑀

𝜕𝑦
≠
𝜕𝑁

𝜕𝑥
 

 

maka PD (*) bukan PD Eksak. 

Pada bagian ini, akan dibahas mengenai usaha atau 

cara mencari suatu faktor integrasi 𝛼 sedemikian hingga 

diperoleh PD baru 𝛼 𝑀𝑑𝑥 + 𝛼 𝑁𝑑𝑦 = 0 (**) yang 

memenuhi syarat 
𝜕𝛼𝑀

𝜕𝑦
=

𝜕𝛼𝑁

𝜕𝑥
, sehingga (**) merupakan 

PD Eksak. Faktor integrasi 𝛼 dapat berupa fungsi satu 

variabel 𝛼 = 𝛼(𝑥) atau 𝛼 = 𝛼(𝑦), tetapi juga dapat 

berupa fungsi dua variabel 𝛼 = 𝛼(𝑥, 𝑦). 

 

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek 

1) Hitung persamaan berikut 

 

(𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝑥 + 2𝑥𝑦 𝑑𝑦 = 0 

 

2) Tentukan solusi dari PD berikut 
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𝑦2𝑑𝑥 + (3𝑥𝑦 − 1)𝑑𝑦 = 0 

 

 

6. Evaluasi Pembelajaran 

1) Selesaikan untuk 𝑦(0) = 2 dari PD 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+
𝑦

2𝑥
=
𝑥

𝑦3
 

 

2) Tentukan solusi dari PD berikut 

 

𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = 𝑥3 

 

7. Umpan Balik 

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada 

pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal 

yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban 

maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan. 

 

IV. Kegiatan Pembelajaran 3 

1. Judul Kegiatan Pembelajaran 

Penyelesaian Persamaan Diferensial 

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir 

Ketepatan penyelesaian jawab umum PD 

3. Uraian, Contoh dan Ilustrasi 

Contoh 7: 

Selesaikan persamaan diferensial berikut 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ (

2𝑥 + 1

𝑥
)𝑦 = 𝑒−2𝑥 

Jawab: 
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Penyelesaian diferensial di atas merupakan persamaan 

diferensial linear orde satu 

∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥 = ∫(
2𝑥 + 1

𝑥
)𝑑𝑥 = 2𝑥 + ln 𝑥 

faktor integrasinya 

𝑒∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑒2𝑥+ln 𝑥 = 𝑒2𝑥 ⋅ 𝑒ln 𝑥 = 𝑥𝑒2𝑥 

kalikan faktor integrasi ini ke persamaan awal 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ (

2𝑥 + 1

𝑥
)𝑦 = 𝑒−2𝑥 

sehingga diperoleh: 

(𝑥𝑒2𝑥)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ (𝑥𝑒2𝑥) (

2𝑥 + 1

𝑥
)𝑦 = (𝑥𝑒2𝑥)𝑒−2𝑥 

dapat ditulis menjadi: 

𝑑

𝑑𝑥
(𝑥𝑒2𝑥𝑦) = 𝑥 

integrasikan kedua ruas terhadap x, sehingga diperoleh 

𝑥𝑒2𝑥𝑦 = ∫𝑥 𝑑𝑥 

𝑥𝑒2𝑥𝑦 =
1

2
𝑥2 + 𝐶 

𝑦 =
𝑥

2𝑒2𝑥
+ 𝐶  

Persamaan terakhir merupakan penyelesaian atau solusi 

umum dari PD tersebut 

 

Contoh 8: 
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Selesaikan persamaan diferensial berikut 

 

(𝑥2 + 1)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 4𝑥𝑦 = 𝑥 

Jawab: 

Persamaan diferensial di atas merupakan persamaan 

diferensial linear orde satu, kemudian bagi kedua ruas 

dengan 

𝑥2 + 1 

untuk mendapatkan 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ (

4𝑥

𝑥2 + 1
)𝑦 =

𝑥

𝑥2 + 1
 

∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥 = ∫(
4𝑥

𝑥2 + 1
)𝑑𝑥 

 = 2 ln(𝑥2 + 1) 

 = ln(𝑥2 + 1)2 

dengan demikian, faktor integrasinya: 

𝑒∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑒ln(𝑥
2+1)

2

= (𝑥2 + 1)2 

kalikan faktor integrasi tersebut ke persamaan awal 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ (

4𝑥

𝑥2 + 1
)𝑦 =

𝑥

𝑥2 + 1
 

sehingga diperoleh 

(𝑥2 + 1)2
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ (𝑥2 + 1)(4𝑥)𝑦 = 𝑥(𝑥2 + 1) 

𝑑

𝑑𝑥
((𝑥 + 1)2𝑦) = 𝑥3 + 𝑥 
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integrasikan kedua ruas terhadap x, sehingga diperoleh 

(𝑥 + 1)2𝑦 = ∫(𝑥3 + 𝑥)𝑑𝑥 

(𝑥 + 1)2𝑦 =
1

4
𝑥4 +

1

2
𝑥2 + 𝐶  

persamaan terakhir merupakan solusi atau penyelesaian 

umum implisit dari PD tersebut 

Contoh 9: 

Tentukan penyelesaian PD berikut 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 2𝑦 = 2𝑥3 

Jawab: 

Persamaan diferensial yang diberikan berbentuk PD 

linear orde satu 

dapat ditulis 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ (−2)𝑦 = 2𝑥3 

∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥 = ∫(−2) 𝑑𝑥 = −2𝑥 

dengan demikian, faktor integrasinya: 

𝑒∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑒−2𝑥  

kalikan faktor integrasi tersebut ke persamaan awal, 

sehingga didapat 

𝑒−2𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 2𝑦𝑒−2𝑥 = 2𝑥3𝑒−2𝑥 

𝑑

𝑑𝑥
(𝑒−2𝑥𝑦) = 2𝑥3𝑒−2𝑥 
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𝑒−2𝑥𝑦 = ∫2𝑥3𝑒−2𝑥 𝑑𝑥 

integral tersebut dapat diselesaikan dengan integral 

parsial, kemudian setelah mengintegralkan bentuk 

tersebut, maka diperoleh penyelesaian PD tersebut, 

yakni 

𝑒−2𝑥𝑦 = −
(4𝑥3 + 6𝑥2 + 6𝑥 + 3)𝑒−2𝑥

4
+ 𝐶  

 

Contoh 10: 

Carilah solusi umum dari persamaan berikut 

 

𝑦 𝑑𝑥 + (𝑥𝑦2 + 𝑥 − 𝑦)𝑑𝑦 = 0 

Jawab: 

dari persamaan yang diberikan, bagi kedua ruasnya 

dengan y dy sehingga didapat 

𝑑𝑥

𝑑𝑦
+
𝑥𝑦2 + 𝑥 − 𝑦

𝑦
= 0 

𝑑𝑥

𝑑𝑦
+ 𝑥𝑦 +

𝑥

𝑦
− 1 = 0 

𝑑𝑥

𝑑𝑦
+ (𝑦 +

1

𝑦
) 𝑥 = 1 

bentuk terakhir merupakan persamaan diferensial linear 

orde satu 

𝑝(𝑦) = 𝑦 +
1

𝑦
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berarti 

∫𝑝(𝑦) 𝑑𝑦 = ∫(𝑦 +
1

𝑦
)𝑑𝑦 

  =
1

2
𝑦2 + ln(𝑦) 

dengan demikian, faktor integrasinya: 

𝑒∫𝑝(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑒
1
2
𝑦2+ln(𝑦)

 

 = 𝑦𝑒
1
2
𝑦2

 

kalikan faktor integrasi ke persamaan 

𝑑𝑥

𝑑𝑦
+ (𝑦 +

1

𝑦
) 𝑥 = 1 

sehingga ditulis 

(𝑦𝑒
1
2
𝑦2)

𝑑𝑥

𝑑𝑦
+ (𝑦𝑒

1
2
𝑦2) (𝑦 +

1

𝑦
) 𝑥 = 𝑦𝑒

1
2
𝑦2

 

𝑑

𝑑𝑦
(𝑥𝑦𝑒

1
2
𝑦2) = 𝑦𝑒

1
2
𝑦2

 

integralkan kedua ruas 

∫
𝑑

𝑑𝑦
(𝑥𝑦𝑒

1
2
𝑦2) 𝑑𝑦 = ∫𝑦𝑒

1
2
𝑦2 𝑑𝑦 

𝑥𝑦𝑒
1
2
𝑦2 = 𝑒

1
2
𝑦2 + 𝐶 

Jadi, solusi umum dari persamaan diferensial tersebut 

adalah 
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𝑥𝑦𝑒
1
2
𝑦2 = 𝑒

1
2
𝑦2 + 𝐶  

Contoh 11: 

Carilah solusi umum dari persamaan berikut 

 

cos𝜃 𝑑𝑟 + (𝑟 sin 𝜃 − cos4 𝜃)𝑑𝜃 = 0 

Jawab: 

Perhatikan bahwa persamaan diferensial di atas dapat 

ditulis menjadi: 

cos𝜃 𝑑𝑟 + (𝑟 sin 𝜃 − cos4 𝜃)𝑑𝜃 = 0 

bagi kedua ruas dengan 

(cos 𝜃)𝑑𝜃 

sehingga 

𝑑𝑟

𝑑𝜃
+
𝑟 sin 𝜃 − cos4 𝜃

cos𝜃
= 0 

𝑑𝑟

𝑑𝜃
+ 𝑟 ⋅

sin 𝜃

cos𝜃
− cos3 𝜃 = 0 

𝑑𝑟

𝑑𝜃
+ (tan 𝜃)𝑟 = cos3 𝜃 

bentuk persamaan terakhir merupakan persamaan 

diferensial linear orde satu 

𝑝(𝜃) = tan𝜃 

sehingga 

∫𝑝(𝜃) 𝑑𝜃 = ∫ tan𝜃 𝑑𝜃 = ln(sec 𝜃) 

diperoleh faktor integrasinya, yakni 

𝑣(𝜃) = ln(sec 𝜃) 
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dengan demikian, persamaan diferensial 

𝑑𝑟

𝑑𝜃
+ (tan 𝜃)𝑟 = cos3 𝜃 

dapat langsung dituliskan sebagai berikut 

𝑟 = 𝑒−𝑣(𝜃) ⋅ ∫ 𝑒𝑣(𝜃) ⋅ cos3 𝜃 𝑑𝜃 

  = 𝑒− ln(sec 𝜃) ⋅ ∫𝑒ln(sec 𝜃) ⋅ cos3 𝜃 𝑑𝜃 

  = (sec 𝜃)−1∫sec 𝜃 ⋅ cos3 𝜃 𝑑𝜃 

  = cos 𝜃∫cos2 𝜃 𝑑𝜃 

  = cos 𝜃 (
1

2
𝜃 −

1

4
sin 2𝜃 + 𝐶) 

Jadi, solusi umum dari persamaan diferensial tersebut 

adalah 

𝑟 = cos 𝜃 (
1

2
𝜃 −

1

4
sin 2𝜃 + 𝐶)  

4. Rangkuman 

Faktor Integrasi 𝛼 = (𝑥) 𝑎𝑡𝑎𝑢 𝛼 = 𝛼(𝑦) 

 

Jika 𝛼 = 𝛼(𝑥)  maka 
𝜕𝛼

𝜕𝑦
=

𝑑𝛼

𝑑𝑥
 dan 

𝜕𝛼

𝜕𝑦
= 0, sehingga 

 

𝜕𝛼𝑀

𝜕𝑦
= 𝛼

𝜕𝑀

𝜕𝑦
+
𝜕𝛼

𝜕𝑦
𝑀 = 𝛼

𝜕𝑀

𝜕𝑦
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𝜕𝛼𝑁

𝜕𝑥
= 𝛼

𝜕𝑁

𝜕𝑥
+
𝜕𝛼

𝜕𝑥
𝑁 

= 𝛼
𝜕𝑁

𝜕𝑥
+
𝑑𝛼

𝑑𝑥
𝑁 

 

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek 

1) Carilah solusi umum dari persamaan berikut 

 

(𝑦 sin 2𝑥 − cos 𝑥)𝑑𝑥 + (1 + sin2 𝑥)𝑑𝑦 = 0 

 

2) Carilah solusi umum dari persamaan diferensial 

berikut 

 

𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = −2𝑥6𝑦4 

 

3) Carilah solusi umum dari persamaan berikut 

 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+
𝑡 + 1

2𝑡
𝑥 =

𝑡 + 1

𝑥𝑡
 

 

6. Evaluasi Pembelajaran 

1) Diberikan persamaan 

 

𝑎 (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
) + 𝑏𝑦 = 𝑘𝑒−𝜆𝑥 

 

dengan a, b, k adalah konstanta positif, dan 𝜆 adalah 

konstanta non-negatif. Selesaikanlah persamaan 

tersebut. 

 

2) Temukan solusi dari masalah berikut: 

 



310 

nilai awal 𝑦′ −
𝑦

2
= exp(−𝑡), dengan 𝑦(0) = −1 

 

 

3) Buktikanlah teorema berikut: 

 

Jika f dan g adalah solusi dari 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑝(𝑥)𝑦 = 0 

maka 

𝑐1𝑓 + 𝑐2𝑔 

 

juga merupakan solusi dari persamaan diferensial 

tersebut dengan 𝑐1, 𝑐2 sebagai konstanta sembarang 

 

7. Umpan Balik 

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada 

pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal 

yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban 

maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan. 

V. Penutup 

1. Penutup 

Modul ini memuat rangkuman materi yang tercantum 

pada rangkuman kegiatan pembelajaran 1, 2 dan 3. Modul 

ini menuntun mahasiswa memahami materi Persamaan 

Diferensial Eksak dan Faktor Integrasi secara mandiri 

maupun kelompok. Selanjutnya dilakukan assessment 

yaitu dengan melakukan kuis pada materi yang telah 

dipelajari. 

2. Petunjuk Jawaban Evaluasi Kegiatan Pembelajaran 

Jawaban dari evaluasi tidak dicantumkan, dikarenakan 

setiap permasalahan dapat diselesaiakan dengan jawaban 

yang terbuka. 
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3. Daftar Istilah 

Integrasi : Proses menemukan fungsi asli atau 

menghitung  

area di bawah kurva 

Eksak : Solusi atau metode yang tepat dan tanpa  

kesalahan 

Linier : Hubungan atau fungsi yang membentuk garis  

lurus saat digambar 
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MODUL 10 

PERSAMAAN DIFERENSIAL LINIER ORDER 1 

(PD LINIER ORDER 1) 
 

I. Pendahuluan 

4. Deskripsi Singkat Modul X 

Pada Modul 10 ini akan dibahas PD Linier Order 1 dan 

PD yang dapat dijadikan PD Linier, salah satu diantaranya 

adalah PD Bernaoulli. 

5. Capaian Pembelajaran Lulusan 

Mahasiswa diharapkan dapat menyelesaikan Persamaan 

Diferensial khususnya PD Bernoulli. 

6. Kemampuan Akhir 

Mahasswa diharapkan mampu menyelesaikan Persamaan 

Diferensial khususnya PD Bernoulli. 

7. Persyaratan Kompetensi 

Kegiatan Proses Belajar (KPB): 3x(2x50) 

Kegiatan Pembelajaran Terstruktur (KPT): 3x(2x60) 

Kegiatan Mandiri (KM): 3x(2x60) 

8. Kegunaan Modul 

Setelah mempelajari bab ini, mahasiswa diharapkan 

mampu: 

1) Mencari jawab PD Linier Order 1 

2) Mencari jawab PD Bernoulli 

3) Mencari jawab beberapa jenis PD yang dapat 

diubah menjadi PD Linier 

9. Materi Pokok dan Sub Materi Pokok 
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a. Persamaan Diferensial (Tingkat Dasar) 

b. PD Linier 

c. PD Bernoulli 

d. PD dengan Substitusi/Transformasi berbeda 

II. Kegiatan Pembelajaran 1 

1. Judul Kegiatan Pembelajaran 

Persamaan Diferensial (Tingkat Dasar) 

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir 

Ketepatan penyelesaian jawab umum PD 

3. Uraian, Contoh dan Ilustrasi 

Persamaan diferensial (umumnya disingkat PD) 

merupakan salah satu mata kuliah matematika yang 

termasuk dalam tingkat lanjut karena perlunya 

pemahaman lanjutan dari materi-materi penunjang, 

terutama kalkulus diferensial dan kalkulus integral. Oleh 

karena itu, disarankan untuk menguasai kedua materi 

tersebut sebelum memulai mempelajari mengenai 

persamaan diferensial. Pada bagian ini disajikan beberapa 

contoh soal terkait pengenalan persamaan diferensial 

(dasar). 

 

Contoh 1: 

Bentuklah persamaan diferensial dari 𝑦 = 𝐴 sin 𝑥 +

𝐵 cos 𝑥 

 

Jawab: 

Ingat bahwa 

𝑑

𝑑𝑥
sin 𝑥 = cos𝑥

𝑑

𝑑𝑥
cos 𝑥 = −sin 𝑥

 

dari bentuk 
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𝑦 = 𝐴 sin 𝑥 + 𝐵 cos 𝑥 

 

turunkan kedua ruas terhadap x 

 

 

maka diperoleh 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝐴 cos 𝑥 − 𝐵 sin 𝑥 

 

turunkan sekali lagi terhadap x, maka diperoleh 

 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= −𝐴 sin 𝑥 − 𝐵 cos𝑥 

 

= −(𝐴 sin 𝑥 + 𝐵 cos𝑥) 

 

= −𝑦 

 

dengan demikian, didapatkan 

 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑦 = 0 

 

Jadi, bentuk persamaan diferensial dari persamaan 

 

𝑦 = 𝐴 sin 𝑥 + 𝐵 cos 𝑥 

adalah 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑦 = 0  

 

Contoh 2: 

Bentuklah persamaan diferensial dari 
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𝑦 = 𝑥 +
𝐴

𝑥
 

Jawab: 

diberikan 𝑦 = 𝑥 +
𝐴

𝑥
 

turunkan keuda ruas terhadap x, maka akan diperoleh 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 1 −

𝐴

𝑥2
 (∗) 

 

karena 𝑦 = 𝑥 +
𝐴

𝑥
, dengan menempatkan A pada satu 

ruas, diperoleh 

𝐴 = 𝑥(𝑦 − 𝑥) 

 

substitusikan A ke (*), didapat 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 1 −

𝑥(𝑦 − 𝑥)

𝑥2
 

 

= 1−
𝑦 − 𝑥

𝑥
 

 

=
2𝑥 − 𝑦

𝑥
 

 

Jadi, persamaan diferensialnya adalah 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
2𝑥 − 𝑦

𝑥
 

atau 

𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 2𝑥 − 𝑦  

 



316 

Contoh 3: 

Carilah persamaan diferensial dari himpunan garis 

lengkung 

𝑦 = 𝐶𝑒−4𝑥  

 

dengan C adalah konstanta sembarang 

 

Jawab: 

Ingatlah rumus turunan fungsi transenden berikut, 

dengan u menyatakan fungsi dalam variabel bebas x 

 

𝑑

𝑑𝑥
𝑒𝑢 = 𝑢′𝑒𝑢  

 

karena ada satu konstanta sembarang, maka 

dibutuhkan 2 (dua) persamaan untuk 

mengeliminasinya dan orde tertinggi dari turunannya 

adalah 1 

 

Persamaan 1: 

𝑦 = 𝐶𝑒−4𝑥  

Persamaan 2: 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −4𝐶𝑒−4𝑥  

 

dari persamaan 1, substitusikan C ke Persamaan 2, 

maka didapat 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −4 ⋅

𝑦

𝑒−4𝑥
⋅ 𝑒−4𝑥  

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −4𝑦 
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𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 4𝑦 = 0 

 

 

 

Jadi, persamaan diferensial yang dimaksud adalah 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 4𝑦 = 0  

 

Contoh 4: 

Tentukan persamaan diferensial dari 

 

𝑦 = 𝑥3 + 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥 + 𝐶 

 

dengan A, B, C masing-masing merupakan konstanta 

sembarang 

 

Jawab: 

Persamaan 1: 

𝑦 = 𝑥3 + 𝐴𝑥2 + 𝐵𝑥 + 𝐶 

 

turunkan terhadap x, 

 

diperoleh: 

 

Persamaan 2: 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 3𝑥2 + 2𝐴𝑥 + 𝐵 

 

turunkan terhadap x, diperoleh 
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Persamaan 3: 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 6𝑥 + 2𝐴 

 

turunkan terhadap x, diperoleh 

 

Persamaan 4: 

𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
= 6 

 

Jadi, persamaan diferensial yang dimaksud adalah 

 

𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
− 6 = 0  

 

Contoh 5: 

Carilah persamaan diferensial dari berkas kardioida 

 

𝑟 = 𝑎(1 − cos𝜃) 

 

dengan a adalah konstanta sembarang 

 

Jawab: 

karena ada satu konstanta sembarang, dibutuhkan 2 

persamaan untuk mengeliminasinya dan orde tertinggi 

dari turunannya adalah 1 

 

Persamaan 1: 

𝑟 = 𝑎(1 − cos𝜃) 

 

turunkan r terhadap 𝜃, diperoleh 

 

Persamaan 2: 
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𝑑𝑟

𝑑𝜃
= 𝑎 sin 𝜃 

substitusikan 

𝑎 =
𝑟

1 − cos𝜃
 

 

dari Persamaan 1 ke Persamaan 2, dengan demikian 

diperoleh 

𝑑𝑟

𝑑𝜃
=

𝑟

1 − cos𝜃
× sin 𝜃 

 

  (1 − cos𝜃)
𝑑𝑟

𝑑𝜃
= 𝑟 sin 𝜃 

 

Jadi, persamaan diferensialnya adalah 

 

  (1 − cos 𝜃)
𝑑𝑟

𝑑𝜃
= 𝑟 sin 𝜃  

 

Contoh 6: 

Carilah persamaan diferensial dari keluarga lingkaran 

dengan jari-jari tetap yang berpusat pada sumbu x 

dengan persamaannya 

 

(𝑥 − 𝑐)2 + 𝑦2 = 𝑟2 

 

dengan c adalah suatu konstanta 

 

Jawab: 

karena ada 1 konstanta sembarang, diperlukan dua 

persamaan untuk mengeliminasinya dan orde tertinggi 

dari turunannya adalah 1 

 

Persamaan 1: 
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(𝑥 − 𝑐)2 + 𝑦2 = 𝑟2 

 

turunkan terhadap x, 

 

 

diperoleh: 

 

Persamaan 2: 

2(𝑥 − 𝑐) + 2𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0 

 

dari Persamaan 2, diperoleh 

 

𝑥 − 𝑐 = −𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

 

substitusikan ke Persamaan 1 sehingga diperoleh 

 

(−𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
2

+ 𝑦2 = 𝑟2 

 

𝑦2 (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
2

+ 𝑦2 = 𝑟2 

 

Jadi, persamaan diferensial yang dimaksud adalah 

 

𝑦2 (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
2

+ 𝑦2 = 𝑟2  

 

Contoh: 

Tentukan persamaan diferensial dari 

 

𝑥 = 𝑦 − (𝑦2 + 1) 
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Jawab: 

diberikan persamaan 

 

𝑥 = 𝑦 − (𝑦2 + 1) 

 

turunkan terhadap y sehingga diperoleh 

 

𝑑𝑥

𝑑𝑦
= 1 − 2𝑦 

 

Jadi, persamaan diferensialnya 

 

𝑑𝑥

𝑑𝑦
= 1 − 2𝑦  

 

Contoh 7: 

Tunjukkan kebenaran teorema berikut 

Jika 𝑓1 solusi dari 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃(𝑥)𝑦 = 𝑄1(𝑥) 

 

dan 𝑓2 solusi dari 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃(𝑥)𝑦 = 𝑄2(𝑥) 

 

maka 𝑓1 + 𝑓2  merupakan solusi dari 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃(𝑥)𝑦 = 𝑄1(𝑥) + 𝑄2(𝑥) 

 

Jawab: 
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misalkan turunan pertama 𝑓1 dan 𝑓2 berturut-turut 

adalah 𝑓1′ dan 𝑓2′. Dari hipotesis, diperoleh dua 

persamaan berikut: 

 

{
𝑓1
′ + 𝑃(𝑥)𝑓1 = 𝑄1(𝑥)

𝑓2
′ + 𝑃(𝑥)𝑓2 = 𝑄2(𝑥)

 (∗∗) 

 

untuk membuktikan bahwa 𝑓1 + 𝑓2 merupakan solusi 

dari persamaan 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃(𝑥)𝑦 = 𝑄1(𝑥) + 𝑄2(𝑥) 

 

substitusikan 

𝑦 = 𝑓1 + 𝑓2 

dengan 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓1

′ + 𝑓2
′ 

ke ruas kiri 

 

diperoleh 

 

𝑓1
′ + 𝑓2

′ + 𝑃(𝑥)(𝑓1 + 𝑓2) 

= (𝑓1
′ + (𝑃(𝑥)𝑓1)) + (𝑓2

′ + (𝑃(𝑥)𝑓2)) 

 

dengan menggunakan (**), diperoleh = 𝑄1(𝑥) +

𝑄2(𝑥) (terbukti) 

 

Contoh 8: 

Tentukan penyelesaian umum dari 

 

2𝑦′′ − 8 = 0 

Jawab: 
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misalkan y adalah fungsi dari x, sehingga 

 

2𝑦′′ − 8 = 0 

 

𝑦′′ = 4 

 

 ∫𝑦′′ 𝑑𝑦 = ∫4𝑑𝑥 

 

𝑦′ = 4𝑥 + 𝐶 

 

∫𝑦′ 𝑑𝑦 = ∫(4𝑥 + 𝐶) 𝑑𝑥 

 

𝑦 = 2𝑥2 + 𝐶𝑥 + 𝐷 

 

Jadi, penyelesaian umum dari persamaan diferensial di 

atas adalah 

𝑦 = 2𝑥2 + 𝐶𝑥 + 𝐷  

 

dengan C dan D merupakan konstanta sembarang 

 

4. Rangkuman 

Ingat bahwa 

𝑑

𝑑𝑥
sin 𝑥 = cos 𝑥

𝑑

𝑑𝑥
cos 𝑥 = − sin 𝑥

 

dari bentuk 

𝑦 = 𝐴 sin 𝑥 + 𝐵 cos 𝑥 
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5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek 

Hitung persamaan berikut 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 2𝑥𝑦 = 4𝑥 

6. Evaluasi Pembelajaran 

Hitung persamaan berikut 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ ycos 𝑥 = 5𝑒cos 𝑥 

 

7. Umpan Balik 

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada 

pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal 

yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban 

maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan. 

 

III. Kegiatan Pembelajaran 2 

1. Judul Kegiatan Pembelajaran 

Pd Linier 

 

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir 

a. Ketepatan penyelesaian jawab umum PD linier 

homogen dan tak homogen order 2 dengan koefisien 

konstan 

b. Ketepatan penyelesaian jawab umum PD linier 

homogen dan tak homogen order n ≥ 3 dengan 

koefisien konstan 

 

3. Uraian, Contoh dan Ilustrasi 

PD Linier dapat dikelompokkan menjadi PD Linier 

Homogen dan PD Linier Tak Homogen, dimana P(x) 

dan Q(x) fungsi kontinu dalam x atau konstan. 
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1) PD Linier Homogen 

PD Linier Homogen 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃(𝑥)𝑦 = 0… (∗)  

→ 𝑦 = 𝑒∫−𝑃(𝑥)𝑑𝑥 

Selalu mudah dipisah variabelnya 

 

menjadi 

 

𝑑𝑦

𝑦
= −𝑃(𝑥)𝑑𝑥 → ln 𝑦 = ∫−𝑃𝑑𝑥 

 

Jawab umumnya: 

 

∫
𝑑𝑦

𝑦
= ∫−𝑃(𝑥)𝑑𝑥 

 

ln 𝑦 = ∫−𝑃(𝑥)𝑑𝑥 

atau 

𝑦 = 𝑒∫−𝑃(𝑥)𝑑𝑥 

 

Contoh 9: 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ (𝑥2 + 1)𝑦 = 0 

 

Jawab: 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 = −(𝑥2 + 1)𝑦; 
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∫
𝑑𝑦

𝑦
= ∫−(𝑥2 + 1)𝑑𝑥 

 

 ln𝑦  = − (
1

3
𝑥3 + 𝑥) + 𝑐; 

 

𝑦 = 𝑒−(
1
3
𝑥3+𝑥)+𝑐

 

 

atau dapat juga ditulis 

 

𝑦 = 𝑐𝑒−(
1

3
𝑥3+𝑥)

  

 

Contoh 10: 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 5𝑦 = 0 

 

∫
𝑑𝑦

𝑦
= ∫5𝑑𝑥 

 

  ln 𝑦 = 5𝑥 + 𝑐 

 

𝑦 = 𝑒(5𝑥+𝑐) 

 

𝑦 = 𝑐𝑒5𝑥 

 

2) PD Linier Tak Homogen 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃(𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥)… (∗)  

 

Jawab umumnya dicari sebagai berikut: 

 



327 

Dimisalkan jawabannya  

 

𝑦 = 𝑈(𝑥)𝑉(𝑥)  

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑢

𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑣

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

 

Disubstitusikan ke PD (*) diperoleh 

 

𝑈
𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑉

𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 𝑃𝑈𝑉 = 𝑄; 

 

𝑈 (
𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑃𝑉) + 𝑉

𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 𝑄…(∗∗) 

 

V(x) dipilih 

sehingga 

 

(
𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑃𝑉) = 0 →   

𝑑𝑣

𝑣
= −𝑃𝑑𝑥 

→ ln𝑉 = ∫−𝑃𝑑𝑥 

 

Dipenuhi oleh 𝑉 = 𝑒∫−𝑃𝑑𝑥  (lihat PD Linier 

Homogen 1) 

 

untuk 𝑉 = 𝑒∫−𝑃𝑑𝑥, maka (**) menjadi 

 

𝑉
𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 𝑄; 

 

𝑑𝑢 =
𝑄

𝑉
𝑑𝑥; 
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 𝑢 = ∫
𝑄

𝑉
𝑑𝑥 + 𝑐  

 

Jadi, jawab umumnya y = U V menjadi 

 

𝑌 = [∫
𝑄

𝑉
𝑑𝑥 + 𝑐]𝑉 …𝑉 = 𝑒∫−𝑃𝑑𝑥  

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃𝑦 = 𝑄

… :𝑌 = 𝑈 𝑉

𝑉 = 𝑒∫−𝑃𝑑𝑥

𝑈 = ∫
…

𝑉
𝑑𝑥 + 𝑐

 

 

Contoh 11: 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
−

3

(𝑥 + 2)
𝑦 = (𝑥 + 2)4 

 

Jawab umumnya y = u v 

 

a) Mencari V: 

𝑉 = 𝑒∫−𝑃𝑑𝑥  

 = 𝑒
∫

3
(𝑥+2)

𝑑𝑥
 

 = 𝑒3ln(𝑥+2) 

 = 𝑒ln(𝑥+2)
3
 

atau 

 𝑉 = (𝑥 + 2)3  

*) ln 𝑣 = ln 𝑒ln(𝑥+2)
3
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= ln(𝑥 + 2)3 

 

 

 

b) Mencari U: 

𝑈 = ∫
𝑄

𝑉
𝑑𝑥 + 𝑐  

  = ∫
(𝑥 + 2)4

(𝑥 + 2)3
𝑑𝑥 + 𝑐 

  = ∫(𝑥 + 2)𝑑𝑥 + 𝑐 

𝑈 =
1

2
(𝑥 + 2)2 + 𝑐  

 

Jawab umumya: 

 

𝑦 = 𝑈 𝑉 

 

𝑦 = [
1

2
(𝑥 + 2)2 + 𝑐] (𝑥 + 2)3 

 

𝑦 =
1

2
(𝑥 + 2)5 + 𝑐(𝑥 + 2)3 

  

 Contoh 12: 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑦 = 𝑥 

 Jawab umumnya Y = UV 

 

a) Mencari 𝑉 = 𝑒𝑒
∫−𝑃𝑑𝑥

 

= 𝑒∫−𝑑𝑥 ; 

   𝑉 = 𝑒−𝑥 
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b) Mencari 𝑈 = ∫
𝑄

𝑉
𝑑𝑥 + 𝑐 

= ∫
𝑥

𝑒−𝑥
𝑑𝑥 + 𝑐 

= ∫𝑥𝑒𝑥𝑑𝑥 + 𝑐 

𝑈 = 𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 + 𝑐 

Jawab umumnya: 

 

𝑦 = 𝑈 𝑉 

= (𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 + 𝑐)𝑒−𝑥 

𝑦 = 𝑥 − 1 + 𝑐 𝑒−𝑥 

 

4. Rangkuman 

PD Linier dapat dikelompokkan menjadi PD Linier 

Homogen dan PD Linier Tak Homogen, dimana P(x) dan 

Q(x) fungsi kontinu dalam x atau konstan. 

 

1) PD Linier Homogen 

PD Linier Homogen 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃(𝑥)𝑦 = 0… (∗)  

→ 𝑦 = 𝑒∫−𝑃(𝑥)𝑑𝑥 

Selalu mudah dipisah variabelnya 

 

menjadi 

 

𝑑𝑦

𝑦
= −𝑃(𝑥)𝑑𝑥 → ln 𝑦 = ∫−𝑃𝑑𝑥 

 

Jawab umumnya: 
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∫
𝑑𝑦

𝑦
= ∫−𝑃(𝑥)𝑑𝑥 

 

ln 𝑦 = ∫−𝑃(𝑥)𝑑𝑥 

atau 

𝑦 = 𝑒∫−𝑃(𝑥)𝑑𝑥 

 

2) PD Linier Tak Homogen 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃(𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥)… (∗)  

 

Jawab umumnya dicari sebagai berikut: 

 

Dimisalkan jawabannya  

 

𝑦 = 𝑈(𝑥)𝑉(𝑥)  

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑢

𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑣

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

 

Disubstitusikan ke PD (*) diperoleh 

 

𝑈
𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑉

𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 𝑃𝑈𝑉 = 𝑄; 

 

𝑈 (
𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑃𝑉) + 𝑉

𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 𝑄…(∗∗) 

 

V(x) dipilih 

sehingga 
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(
𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑃𝑉) = 0 →   

𝑑𝑣

𝑣
= −𝑃𝑑𝑥 

→ ln𝑉 = ∫−𝑃𝑑𝑥 

 

Dipenuhi oleh 𝑉 = 𝑒∫−𝑃𝑑𝑥  (lihat PD Linier Homogen 

1) 

 

untuk 𝑉 = 𝑒∫−𝑃𝑑𝑥, maka (**) menjadi 

 

𝑉
𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 𝑄; 

 

𝑑𝑢 =
𝑄

𝑉
𝑑𝑥; 

 

 𝑢 = ∫
𝑄

𝑉
𝑑𝑥 + 𝑐  

 

Jadi, jawab umumnya y = U V menjadi 

 

𝑌 = [∫
𝑄

𝑉
𝑑𝑥 + 𝑐]𝑉 …𝑉 = 𝑒∫−𝑃𝑑𝑥  

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃𝑦 = 𝑄

… :𝑌 = 𝑈 𝑉

𝑉 = 𝑒∫−𝑃𝑑𝑥

𝑈 = ∫
…

𝑉
𝑑𝑥 + 𝑐
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5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek 

 

Hitung persamaan berikut 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝑦 = 𝑥𝑦5 

 

6. Evaluasi Pembelajaran 

 

Hitung persamaan berikut 

 

𝑒𝑦
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑒𝑦 = 4sin 𝑥 

 

7. Umpan Balik 

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada 

pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal 

yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban 

maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan. 

 

IV. Kegiatan Pembelajaran 3 

1. Judul Kegiatan Pembelajaran 

Pd Bernoulli 

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir 

Ketepatan penyelesaian PD Bernoulli 

3. Uraian, Contoh dan Ilustrasi 

Bentuk umumnya: 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃(𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥)𝑦𝑛 …(∗) 𝑛≠0 atau 𝑛≠1 
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1) Jika n = 0 atau n = 1 maka (*) PD Linier 

2) Jika n ≠ 0 atau n ≠ 1 maka PD (*) dapat diubah 

menjadi PD Linier dengan cara membagi (*) 

dengan 𝑦𝑛 

 

Didapat: 𝑦𝑛
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃(𝑥)𝑦1−𝑛 = 𝑄(𝑥) 

 

Substitusi: 𝑍 = 𝑦1−𝑛 →
𝑑𝑍

𝑑𝑥
= (1 − 𝑛)𝑦−𝑛

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

 

𝑦−𝑛
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

1 − 𝑛

𝑑𝑧

𝑑𝑥
 

 

Pada (**) didapat: 

 

1

1 − 𝑛

𝑑𝑧

𝑑𝑥
+ 𝑃(𝑥)𝑧 = 𝑄(𝑥) 

 

𝑑𝑧

𝑑𝑥
= (1 − 𝑛)𝑃(𝑥)𝑧 = (1 − 𝑛)𝑄(𝑥) … (∗∗∗) 

merupakan PD Linier dalam variabel x dan z 

Jawab umumnya: 𝑧 = 𝑈1𝑉1 dimana 

 

𝑉1 = 𝑒
∫(1−𝑛)𝑃𝑑𝑥 

 

𝑉1 = 𝑒
∫−(1−𝑛)𝑃𝑑𝑥 ;  

𝑈1 = ∫
(1 − 𝑛)𝑄

𝑉1
𝑑𝑥 + 𝑐 ; 

𝑍 = 𝑌1−𝑛 → 𝑦1−𝑛 = 𝑄1𝑉1  

 

 

 



335 

Contoh 13: 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
−
𝑦

𝑥
= 𝑥3𝑦3…(∗)  

 

Jawab: 

 

(*) dibagi 𝑦3 didapat 

 

𝑦−3
𝑑𝑦

𝑑𝑥
−
𝑦−2

𝑥
= 𝑥3…(∗∗) 𝑛 = 3 → (1 − 𝑛)

= −2 

 

Substitusi 𝑍 = 𝑦−2 ; 

 

𝑑𝑧

𝑑𝑥
= −2𝑦−3

𝑑𝑦

𝑑𝑥
; 

 

𝑦−3
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

1

2

𝑑𝑧

𝑑𝑥
 pada (∗∗) 

 

didapat: −
1

2

𝑑𝑧

𝑑𝑥
−
𝑧

𝑥
= 𝑥3 

atau 
𝑑𝑧

𝑑𝑥
+
2

𝑥
𝑧 = −2𝑥3 …(∗∗∗) → PD Linier 

 

Misal jawab umumnya: 

𝑍 = 𝑈1𝑉1 

𝑉1 = 𝑒
∫−

2
𝑥
𝑑𝑥

 

  = 𝑒−2 ln 𝑥; 
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𝑉1 = 𝑥
−2 

𝑈1 = ∫
−2𝑥3

𝑥−2
𝑑𝑥 + 𝑐 

= ∫−2𝑥5𝑑𝑥 + 𝑐 

= −
1

3
𝑥6 + 𝑐 

𝑍 = 𝑈1𝑉1  

 

𝑉1 = 𝑒
∫−(1−𝑛)𝑃𝑑𝑥 

 

𝑈1 = ∫
(1 − 𝑛)…

𝑉1
𝑑𝑥 

𝑍 = 𝑦−2 → 𝑦−2 = 𝑈1𝑉1 

 

Jawab umumnya (∗∗∗): 

𝑍 = (−
1

3
𝑥6 + 𝑐)𝑥−2 ; 

 

𝑍 = −
1

3
𝑥4 + 𝑐𝑥−2 

 

dengan mensubstitusikan kembali 𝑍 = 𝑦−2, maka 

didapat: 

 

𝑦−2 = −
1

3
𝑥4 + 𝑐𝑥−2 
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Contoh 14: 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+
1

3
𝑦 =

1

3
(1 − 2𝑥)𝑦4…(∗) 

 

Jawab (*) dibagi 𝑦4 didapat: 

 

𝑦−4
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+
1

3
𝑦−3 =

1

3
(1 − 2𝑥)… (∗∗) 

Substitusikan 𝑍 = 𝑦−3;  
𝑑𝑧

𝑑𝑦
= −3𝑦−4

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

 

Pada (**) didapat: 

 

−
1

3

𝑑𝑧

𝑑𝑥
+
1

3
𝑧 =

1

3
(1 − 2𝑥) 

 

atau 

 

𝑑𝑧

𝑑𝑥
− 𝑧 = 2𝑥 − 1… (∗∗∗) 

Jawab umum (***) 𝑍 = 𝜑 𝑉 

 

𝑉 = 𝑒∫𝑑𝑥 = 𝑒𝑥; 

 

 𝜑 = ∫
2𝑥 − 1

𝑒𝑥
𝑑𝑥 + 𝑐 

  = ∫(2𝑥 − 1)𝑒−𝑥 + 𝑐 

𝜑 = −2𝑥𝑒−𝑥 − 𝑒−𝑥 + 𝑐 

 

𝑧 = (−2𝑥𝑒−𝑥 − 𝑒−𝑥 + 𝑐)𝑒𝑥  ; 

 

𝑍 = −2𝑥 − 1 + 𝑐 𝑒𝑥 
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dengan mensubstitusikan kembali 𝑍 = 𝑦−3, 

didapat jawab umumnya (*): 

 

𝑦−3 = −2𝑥 − 1 + 𝑐 𝑒𝑥 

 

4. Rangkuman 

 

Bentuk umum: 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃(𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥)𝑦𝑛 …(∗) 𝑛≠0 atau 𝑛≠1 

 

1) Jika n = 0 atau n = 1 maka (*) PD Linier 

2) Jika n ≠ 0 atau n ≠ 1 maka PD (*) dapat diubah 

menjadi PD Linier dengan cara membagi (*) dengan 

𝑦𝑛 

 

Didapat: 𝑦𝑛
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃(𝑥)𝑦1−𝑛 = 𝑄(𝑥) 

 

Substitusi: 𝑍 = 𝑦1−𝑛 →
𝑑𝑍

𝑑𝑥
= (1 − 𝑛)𝑦−𝑛

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

 

𝑦−𝑛
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

1 − 𝑛

𝑑𝑧

𝑑𝑥
 

 

Pada (**) didapat: 

 

1

1 − 𝑛

𝑑𝑧

𝑑𝑥
+ 𝑃(𝑥)𝑧 = 𝑄(𝑥) 
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𝑑𝑧

𝑑𝑥
= (1 − 𝑛)𝑃(𝑥)𝑧 = (1 − 𝑛)𝑄(𝑥) … (∗∗∗) 

merupakan PD Linier dalam variabel x dan z 

Jawab umumnya: 𝑧 = 𝑈1𝑉1 dimana 

 

𝑉1 = 𝑒∫(1−𝑛)𝑃𝑑𝑥 

 

𝑉1 = 𝑒
∫−(1−𝑛)𝑃𝑑𝑥 ;  

𝑈1 = ∫
(1 − 𝑛)𝑄

𝑉1
𝑑𝑥 + 𝑐 ; 

𝑍 = 𝑌1−𝑛 → 𝑦1−𝑛 = 𝑄1𝑉1  

 

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek 

Tentukan orde persamaan diferensial berikut dan tentukan 

apakah termasuk persamaan linear atau tidak 

 

𝑥 ⋅
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 3 ⋅

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 2𝑥𝑦 = sin 𝑥 

 

6. Evaluasi Pembelajaran 

Tentukan orde persamaan diferensial berikut dan tentukan 

apakah termasuk persamaan linear atau tidak 

 

𝑥 ⋅
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑥 (

𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
2

− 𝑥2𝑦 = 𝑒−𝑥 

 

7. Umpan Balik 

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada 

pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal 

yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban 

maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan. 
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V. Kegiatan Pembelajaran 4 

4. Judul Kegiatan Pembelajaran 

PD dengan Substitusi / Transformasi yang Berbeda 

5. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir 

Ketepatan penyelesaian PD dengan Substitusi / 

Transformasi yang berbeda 

6. Uraian, Contoh dan Ilustrasi 

Selain PD Bernoulli, masih ada PD lain yang dapat 

diubah menjadi PD Linier, tetapi tidak ada pedoman 

umum substitusi atau transformasinya. Pemilihan 

substitusi atau transformasinya didasari oleh kejelian 

melihat bentuk soalnya. Berikut akan diberikan dua 

contoh dengan substitusi atau transformasinya yang 

berbeda. 

 

Contoh 15: 

 

PD: 𝑓′(𝑦)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃(𝑥)𝑓(𝑦) = 𝑄(𝑥)… (𝑥) 

 

dengan Substitusi 𝑊 = 𝑓(𝑦); 
𝑑𝑤

𝑑𝑥
= 𝑓′(𝑦)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

 

PD (∗)menjadi 
𝑑𝑤

𝑑𝑥
+ 𝑃(𝑥)𝑤 = 𝑄(𝑥) PD Linier 

 

Contoh:Cari jawab umum PD: 
sin 𝑦

cos2𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑥
−

1

𝑥 cos 𝑦

= 𝑥 (∗) 

 

Substitusi W =
1

cos 𝑦
;
𝑑𝑤

𝑑𝑥
=
𝑑𝑤

𝑑𝑦
⋅
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
sin 𝑦

cos2𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑥
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PD (𝑥) menjadi 
𝑑𝑤

𝑑𝑥
−
1

𝑥
𝑤 = 𝑥 

 

Jawab umum W = U V 

 

𝑉 = 𝑒∫
1
𝑥
𝑑𝑥 ; 

𝑉 = 𝑒ln 𝑥; 

𝑉 = 𝑥 

 

𝑈 = ∫
𝑥

𝑣
𝑑𝑥 + 𝑐 

 = ∫𝑑𝑥 + 𝑐 

 = 𝑥 + 𝑐 

 

𝑊 = 𝑈𝑉 

  = (𝑥 + 𝑐)𝑥  

  = 𝑥2 + 𝑐 𝑥 

disubstitusikan kembali 𝑊 =
1

cos𝑦
 

 

didapat jawab umum: 

 

1

cos𝑦
= 𝑥2 + 𝑐𝑥 

 

Contoh 16: 

 

(4𝑟2𝑠 − 6)𝑑𝑟 + 𝑟3𝑑𝑠 = 0 (*) 

 

 

 



342 

dapat diubah menjadi: 

 

4𝑟2𝑠 𝑑𝑟 + 𝑟3𝑑𝑠 = 6𝑑𝑟  

 4 𝑠 𝑑𝑟 + 𝑟 𝑑𝑠 =
6

𝑟2
𝑑𝑟 

(5 𝑑𝑟 + 𝑟 𝑑𝑠) + 3 𝑠 𝑑𝑟 =
6

𝑟2
𝑑𝑟 (∗∗) 

 

Bentuk (𝑠 𝑑𝑟 + 𝑟 𝑑𝑠) mengingatkan substitusi: 

 

𝑡 = 𝑠 𝑟 ;  𝑑𝑡 = 𝑠 𝑑𝑟 + 𝑟 𝑑𝑠 

 

dengan substitusi (**) menjadi: 

 

𝑑𝑡 + 3
𝑡

𝑟
𝑑𝑟 =

6

𝑟2
𝑑𝑟 

 

atau 

 

𝑑𝑡

𝑟𝑑
+
3

𝑟
𝑡 =

6

𝑟2
 PD Linier 

 

Jawab umumnya: t = UV 

 

𝑉 = 𝑒∫
3
𝑟
𝑑𝑟 = 𝑒−3 ln 𝑟; 𝑉 = 𝑟−3 

𝑈 = ∫
𝑟
6
2

𝑟−3
𝑑𝑟 + 𝑐∫6𝑟𝑑𝑟 + 𝑐 ;   𝑈 = 3𝑟2 + 𝑐 

 

𝑡 = 𝑢 𝑣 

𝑡 = (3𝑟2 + 𝑐)𝑟−3 

= 3𝑟−1 + 𝑐𝑟−3 

 

disubstitusikan kembali t = sr, 
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didapat jawab umum 

 

𝑆 = 3 𝑟−2 + 𝑐 𝑟−4 

 

Contoh 17: 

Selesaikan persamaan berikut ini: 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 5𝑦 = 0 

Jawab: 

*) Ingat bentuk umum PD Linier homogen: 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃𝑦 = 0  (∗) 

𝑃 = konstan, atau 

𝑃 = 𝑃(𝑥) → fungsi 𝑥 

Cara penyelesaiannya: 

selalu mudah dipisah variabelnya sebagai berikut: 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −𝑃𝑦 atau 

𝑑𝑦

𝑦
= −𝑃𝑑𝑥

→ terpisah variabelnya 

lalu diintegralkan: 

∫
𝑑𝑦

𝑦
= ∫−𝑃𝑑𝑥  atau ln 𝑦 = ∫−𝑃𝑑𝑥 

atau 

𝑦 = 𝑒∫−𝑃𝑑𝑥 
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Pada contoh ini, 𝑃 =  −5 (konstan) 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 5𝑦 → dipisah variabelnya: 

𝑑𝑦

𝑦

= 5𝑑𝑥 (terpisah) 

diintegralkan: 

∫
𝑑𝑦

𝑦
= ∫5𝑑𝑥 

ln 𝑦 = 5𝑥 + 𝑐  

atau 

ln 𝑦 = ln 𝑒5𝑥+𝑐 

atau 

𝑦 = 𝑒5𝑥+𝑐  

dapat juga ditulis sebagai berikut: 

𝑦 = 𝑒5𝑥 ⋅ 𝑒𝑐 → atau 𝑦 = 𝑐 𝑒5𝑥  

 

Contoh 18: 

Selesaikan persamaan berikut ini: 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ (𝑥2 + 1)𝑦 = 0 

*) Pada contoh ini, 𝑃 = 𝑃(𝑥) = (𝑥2 + 1) 

Jawab: 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −(𝑥2 + 1)𝑦 
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atau 

𝑑𝑦

𝑦
= −(𝑥2 + 1)𝑑𝑥 → terpisah variabelnya 

diintegralkan: 

∫
𝑑𝑦

𝑦
= ∫−(𝑥2 + 1)𝑑𝑥 

ln 𝑦 = −(
1

3
𝑥3 + 𝑥) + 𝑐 → jawab umumnya 

atau 

𝑦 = 𝑒−(
1
3
𝑥3+𝑥)+𝑐

 

atau 

𝑦 = 𝑒−(
1
3
𝑥3+𝑥) ⋅ 𝑒𝑐 

atau 

𝑦 = 𝑐𝑒−(
1
3
𝑥3+𝑥)

 

 

Contoh 19: 

Selesaikan PD Linier Non Homogen berikut: 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃(𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥)(∗) 

disingkat 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃𝑦 = 𝑄 
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Jawab: 

dimisalkan jawab umumnya berbentuk: 

𝑦 = 𝑢(𝑥)𝑣(𝑥) 

disingkat 

𝑦 = 𝑢𝑣  

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑢

𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑣

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

disubstitusikan pada PD (*) 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃𝑦 = 𝑄 didapat 

𝑢
𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑣

𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 𝑃𝑢𝑣 = 𝑄 

𝑢 (
𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑃𝑣) + 𝑣

𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 𝑄 (∗∗) 

𝑣 dipilih sebagai (
𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑃𝑣) = 0 

atau 

𝑑𝑣

𝑑𝑥
= −𝑃𝑣 

𝑑𝑣

𝑣
= −𝑃𝑑𝑥 → ∫

𝑑𝑣

𝑣
= ∫−𝑃𝑑𝑥 

ln 𝑣 = ∫−𝑃𝑑𝑥 

atau 

𝑣 = 𝑒∫−𝑃𝑑𝑥  
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dengan pilihan 𝑣 = 𝑒∫−𝑃𝑑𝑥, maka PD (∗∗) menjadi 

0 + 𝑣
𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 𝑄 

atau 

𝑣
𝑑𝑢

𝑑𝑥
= 𝑄 

atau 

𝑑𝑢 =
𝑄

𝑣
𝑑𝑥 

∫𝑑𝑢 = ∫
𝑄

𝑣
𝑑𝑥 

atau 

𝑢 = ∫
𝑄

𝑣
𝑑𝑥 + 𝑐  

Jawab umumnya: 

𝑦 = 𝑢𝑣 → 𝑦 = {∫
𝑄

𝑣
𝑑𝑥 + 𝑐} 𝑣 

 = (∫
𝑄

𝑣
𝑑𝑥 + 𝑐) 𝑒∫−𝑃𝑑𝑥 

Contoh 20: 

Selesaikan persamaan berikut: 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+
1

3
𝑦 =

1

3
(1 − 2𝑥)𝑦4 (∗) 

Jawab: 

dibagi 𝑦4 
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didapat 

𝑑𝑦
𝑑𝑥 +

1
3𝑦 =

1
3
(1 − 2𝑥)𝑦4

𝑦4
 

𝑦−4
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+
1

3
𝑦−3 =

1

3
(1 − 2𝑥) (∗∗) 

 

substitusi 𝑧 = 𝑦−3  

↳
𝑑𝑧

𝑑𝑥
= −3𝑦−4

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

𝑦−4
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

1

3

𝑑𝑧

𝑑𝑥
 

(∗∗) menjadi 

    −
1

3

𝑑𝑧

𝑑𝑥
+
1

3
𝑧 =

1

3
(1 − 2𝑥) 

𝑑𝑧

𝑥
− 𝑧 = (2𝑥 − 1) (∗∗∗) 

hasil di atas merupakan PD Linier Non Homogen 

dalam variabel x dan z 

𝑃(𝑥) = −1 ;   𝑄(𝑥) = (2𝑥 − 1) 

jawab umumnya: 

𝑧 = 𝑢𝑣  

𝑣 = 𝑒∫−𝑃𝑑𝑥 → 𝑣 = 𝑒∫𝑑𝑥 → 𝑣 = 𝑒𝑥  

𝑢 = ∫
𝑄

𝑣
𝑑𝑥 → 𝑢 = ∫

(2𝑥 − 1)

𝑒𝑥
𝑑𝑥 
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= ∫(2𝑥 − 1)𝑒−𝑥 𝑑𝑥 

= −2𝑥𝑒−𝑥 − 𝑒−𝑥 + 𝑐 

𝑧 = 𝑢𝑣 

= (−2𝑥𝑒−𝑥 − 𝑒−𝑥 + 𝑐)𝑒𝑥 

𝑧  = −2𝑥 − 1 + 𝑐𝑒𝑥 

dimana 

𝑧  = 𝑦−3 

∴ Jawab umumnya: 𝑦−3 = −2𝑥 − 1 + 𝑐𝑒𝑥  

 

7. Rangkuman 

 

PD: 𝑓′(𝑦)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃(𝑥)𝑓(𝑦) = 𝑄(𝑥)…(𝑥) 

 

dengan Substitusi 𝑊 = 𝑓(𝑦); 
𝑑𝑤

𝑑𝑥
= 𝑓′(𝑦)

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

 

PD (∗)menjadi 
𝑑𝑤

𝑑𝑥
+ 𝑃(𝑥)𝑤 = 𝑄(𝑥) PD Linier 

 

8. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek 

 

Tentukan orde persamaan diferensial berikut dan tentukan 

apakah termasuk persamaan linear atau tidak 

 

a) 𝑥 ⋅
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 3 ⋅

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 2𝑥𝑦 = sin 𝑥 
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b) 𝑥 ⋅
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑥 (

𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
2

− 𝑥2𝑦 = 𝑒−𝑥 

 

c) (1 + 𝑦2)
𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+ 𝑡 ⋅

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ 2𝑦 = 𝑒𝑡 

 

d) 
𝑑4𝑦

𝑑𝑡4
+

𝑑3𝑦

𝑑𝑡3
+

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
+ 𝑦 = 1 

 

6. Evaluasi Pembelajaran 

Carilah persamaan diferensial dari fungsi primitif berikut 

jika A dan B adalah konstanta sembarang 

1) 𝑦 = 𝐴𝑒𝑥 + 𝐵 

2) 𝑦 = 𝐴 sin(𝑦 + 𝐵) 

 

7. Umpan Balik 

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada 

pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal 

yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban 

maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan. 

 

VI. Penutup 

1. Rangkuman 

Modul ini memuat rangkuman materi yang tercantum 

pada rangkuman kegiatan pembelajaran 1, 2, 3 dan 4. 

Modul ini menuntun mahasiswa memahami materi 

Persamaan Diferensial Linier Order 1 (PD Linier Order 

1) secara mandiri maupun kelompok. Selanjutnya 

dilakukan assessment yaitu dengan melakukan kuis 

pada materi yang telah dipelajari. 
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2. Petunjuk Jawaban Evaluasi Kegiatan Pembelajaran 

Jawaban dari evaluasi tidak dicantumkan, dikarenakan 

setiap permasalahan dapat diselesaiakan dengan 

jawaban yang terbuka. 

3. Daftar Istilah 

Bernoulli : Jenis persamaan diferensiasi non-linier  

yang melibatkan variabel independen dan 

fungsi 

Variabel : Simbol yang mewakili nilai yang bisa  

berubah 

Substitusi : Metode mengganti variabel dengan 

bentuk  

lain untuk menyederhanakan persamaan 

atau integral 
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MODUL 11 

APLIKASI PD ORDER I 
 

I. Pendahuluan 

1. Deskripsi Singkat Modul XI 

Dalam Modul 11 ini, diberikan beberapa contoh aplikasi 

PD Order I, khususnya dalam bidang sains dan teknologi. 

2. Capaian Pembelajaran Lulusan 

Mahasiswa diharapkan dapat menyelesaikan PD Order I 

dan aplikasi khususnya dalam Rangkaian Listrik 

3. Kemampuan Akhir 

Mahasiswa diharapkan mampu menyelesaikan PD Order I 

dan aplikasi khususnya dalam Rangkaian Listrik 

4. Persyaratan Kompetensi 

Kegiatan Proses Belajar (KPB): 3x(2x50) 

Kegiatan Pembelajaran Terstruktur (KPT): 3x(2x60) 

Kegiatan Mandiri (KM): 3x(2x60) 

5. Kegunaan Modul 

Setelah mempelajari Modul XI, mahasiswa diharapkan 

dapat menyelesaikan PD Order I dan aplikasi khususnya 

dalam Rangkaian Listrik 

6. Materi Pokok dan Sub Materi Pokok 

a. Aplikasi PD Order I dalam Rangkaian Listrik 

b. Aplikasi PD Order I dalam Masalah Campuran 

c. Trayektori 

d. Aplikasi pada Masalah Rangkaian Listrik (Lanjutan) 
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II. Kegiatan Pembelajaran 1 

1. Judul Kegiatan Pembelajaran 

Aplikasi PD Order I dalam Rangkaian Listrik 

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir 

Ketepatan penyelesaian jawab umum PD Order I dalam 

Rangkaian Listrik 

3. Uraian, Contoh dan Ilustrasi 

Contoh 1: 

 

 
Gambar 11. 1. Rangkaian Listrik dengan Komponen RL 

 

Resistor R = 10 Ohm, inductor L = 2 henry dan 

baterai 𝐸 = 20𝑒−3𝑡 Volt, dihubungkan seri dengan 

sakelar S. Pada saat t = 0, sakelar ditutup dan I = 0. 

Tentukan I untuk t > 0. 
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Jawab: 

Menurut Hukum Kirchoff: Potensial yang dihasilkan 

sepanjang R + Potensial yang dihasilkan sepanjang L + 

Potensial yang dihasilkan sepanjang E = 0 

 

𝑅𝐼 + 𝐿
𝑑𝐼

𝑑𝑡
+ (−𝐸) = 0 

 

10 𝐼 + 2
𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 20𝑒−3𝑡 

 

𝑅𝐼 + 𝐿
𝑑𝐼

𝑑𝑡
= 𝐸  

 

PD Linier non Homogen Order 1 dalam variabel I dan t 

 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
+ 5𝐼 = 10𝑒−3𝑡  (*) PD Linier 

 

Jawab umum 𝐼 = 𝑈 𝑉  

 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
+ 𝑃𝐼 = 𝑄 → 𝑃 = 5 ;   𝑄 = 10𝑒−3𝑡  ;   𝑉

= 𝑒∫−𝑃 𝑑𝑡  ;   𝑈 = ∫
𝑄

𝑉
𝑑𝑡 + 𝑐 

 

𝑉 = 𝑒∫−5𝑑𝑡  

𝑉 = 𝑒−5𝑡 

 

𝑈 = ∫
10𝑒−3𝑡

𝑒−5𝑡
𝑑𝑡 + 𝑐 

 = ∫10𝑒2𝑡𝑑𝑡 + 𝑐 ;   𝑢 = 5𝑒2𝑡 + 𝑐 
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Jawab umum 𝐼 = (5𝑒2𝑡 + 𝑐)𝑒−5𝑡; 

  𝐼 = 5𝑒−3𝑡 + 𝑐 𝑒−5𝑡 

 

Jawab khusus untuk t = 0; I = 0 menjadi sebagai berikut 

 

0 = 5𝑒0 + 𝑐 𝑒0 

0 = 5 + 𝑐  

𝐶 = −5 

 

Jawab khusus: 𝐼 = 5𝑒−3𝑡 − 5𝑒−5𝑡 

𝐼 = 5 (
1

𝑒3𝑡
−
1

𝑒5𝑡
) 

 

𝑡 = 1 → 𝐼 = 5 (
1

8
−
1

32
) 

 

𝑡 = 2 → 𝐼 = 5 (
1

64
−

1

256
) 

 

Contoh 2: 

 

 
Gambar 11. 2. Rangkaian Listrik dengan Komponen 

RC 
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Resistor R = 5 Ohm, Kondensor C = 0,02 farad 

(
1

50
 farad) dihubungkan dengan baterai E = 100 Volt. 

Pada saat t = 0, muatan Q pada kondensor adalah 5 

coulomb. Carilah Q untuk t > 0 dan arus I. Tentukan 

muatan Q dan arus untuk t > 0. 

 

Jawab: Menurut Hukum Kirchhof, potensial yang 

dihasilkan sepanjang R + potensial yang 

dihasilkan sepanjang C + potensial yang 

dihasilkan E = 0 

 

𝑅𝐼 +
𝑄

𝐶
= 𝐸

𝐼 =
𝑑𝑄

𝑑𝑡

 

}
 
 

 
 

→ 𝑅
𝑑𝑄

𝑑𝑡
+
1

𝐶
𝑄 = 𝐸 

5
𝑑𝑄

𝑑𝑡
+ 50𝑄 = 100 

 

PD linier non homogen dalam 

variabel Q dan t 

 

𝑑𝑄

𝑑𝑡
+ 10𝑄 = 20 

 

𝑅𝐼 +
𝑄

𝐶
+ (−𝐸) = 0 

𝑅𝐼 + 
𝑄

𝐶
= 𝐸  

5 𝐼 + 
𝑄

0,02
= 100 
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5 𝐼 + 50 𝑄 = 100 

 

Karena 𝐼 =
𝑑𝑄

𝑑𝑡
 

maka 

 

5
𝑑𝑄

𝑑𝑡
+ 50𝑄 = 100 

 

PD Linier Non Homogen Order 1 dalam variabel Q dan 

t 

 

→
𝑑𝑄

𝑑𝑡
+ 10𝑄 = 20  (∗)PD Linier 

 

→ a) Jawab umumnya: Q = U V 

𝑉 = 𝑒∫−𝑃𝑑𝑡   

𝑈 = ∫
𝑄

𝑉
𝑑𝑡  

 

𝑉 =  𝑒∫−10𝑑𝑡  

𝑉 = 𝑒−10𝑡  

 

𝑈 = ∫
20

𝑒−10𝑡
𝑑𝑡 + 𝑐 

  = ∫20𝑒10𝑡𝑑𝑡 + 𝑐 

  = 2∫10𝑒10𝑡𝑑𝑡 

 

𝑈 = 2𝑒10𝑡 + 𝑐 

 

𝑄 = 𝑈 𝑉 
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Jawab umum: 

𝑄 = (𝑍𝑒10𝑡 + 𝐶)𝑒−10𝑡  

𝑄 = 2 + 𝑐 𝑒−10𝑡  (∗∗) 

 

b) Pada saat t = 0, muatan Q = 5 Coulomb 

(**) 5 = 2 + c 

c =3 

Jawab khusus 𝑄 = 2 + 3 𝑒−10𝑡  

 

c) 𝐼 =
𝑑𝑄

𝑑𝑡
  

𝐼 = −30𝑒−10𝑡  

 

4. Rangkuman 

Menurut Hukum Kirchoff: Potensial yang dihasilkan 

sepanjang R + Potensial yang dihasilkan sepanjang L + 

Potensial yang dihasilkan sepanjang E = 0 

 

𝑅𝐼 + 𝐿
𝑑𝐼

𝑑𝑡
+ (−𝐸) = 0 

 

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek 

Carilah arus I untuk t > 0 jika: 

𝐸 = 5 cos5 𝑡 Volt 

𝐸 = 5 Volt 

6. Evaluasi Pembelajaran 

Carilah arus I untuk t > 0 jika: 

𝐸 = 20 sin 5 𝑡 Volt 

𝐸 = 20 Volt 
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7. Umpan Balik 

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada 

pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-

soal yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban 

maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan. 

 

III. Kegiatan Pembelajaran 2 

1. Judul Kegiatan Pembelajaran 

Aplikasi PD Order 1 dalam Masalah Campuran 

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir 

Ketepatan penyelesaian jawab umum PD Order 1 

3. Uraian, Contoh dan Ilustrasi 

Contoh 3: 

Hukum Newton menyatakan bahwa laju perbandingan 

suatu benda sebanding dengan perbedaan temperatur 

diantara benda dengan daerah atau udara sekitarnya. 

Jika suatu benda diinginkan dari 100℃ sehingga 70℃ 

dalam waktu 15 menit, tentukan kapan temperatur 

benda mencapai 40℃ jika temperatur udara sekitarnya 

30℃. 

Jawab: 

Temperatur benda setelah t menit = T° 

Laju pendinginan 
𝑑𝑇

𝑑𝑡
 

Beda temperatur benda dengan temperatur udara 

sekitarnya = T – 30 

𝑃𝐷:
𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝑘(𝑇 − 30) 

k = konstan kesebandingan 
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dipisah variabelnya: 
𝑑𝑇

𝑇−30
= 𝑘𝑑𝑡 PD variabel terpisah 

Perbandingan dari T = 100 ke T = 30 perlu waktu dari t 

= 0 ke t = 15 

∫
𝑑𝑇

𝑇 − 30

70

100

= ∫ 𝑘𝑑𝑡

15

0

 

ln(𝑇 − 30) |
70

100
= 𝑘𝑡 |

15

0
 

ln(70 − 30) − ln(100 − 30)   = 15𝑘 

15𝑘 = ln
4

9
 

= −0,5596 

𝑘 = −0,0373 

untuk pendinginan dari T = 100 ke T = 40 perlu waktu 

dari t = t 

∫
𝑑𝑇

𝑇 − 30

40

100

= ∫𝑘𝑑𝑡

𝑡

0

 

ln(𝑇 − 30) |
40

100
= 𝑘𝑡 |

𝑡

0
 

 ln
10

70
= 𝑘𝑡 

𝑘𝑡 = ln
1

7
 

  = −1,9459 

𝑡 =
−1,9459

𝑘
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=
−1,9459

−0,0373
 

= 52,17 menit 

 

Contoh 4: 

Sebuah tangki air silinder dengan jari-jari R = 2,5 m 

dengan tinggi H = 3 m yang terisi penuh akan 

dikosongkan melalui lubang bulat dengan jari-jari r = 25 

mm yang terletak di atas tangka. Berapa lama waktu 

yang dibutuhkan /diperlukan jika kecepatan air keluar 

lubang V = 2,5 √ℎ m/dt, dimana h adalah kedalaman air 

dalam tangki 

Jawab: 

Volume air yang keluar dari lubang per detik adalah 

𝜋 𝑟2𝑣 𝑑𝑡 = 𝑟(0,0,25)2(2,5√ℎ)𝑑𝑡 … (∗) 

Jika dh penurunan air dalam tangka sehubungan 

keluarnya air dari lubang, maka volume air yang turun 

= 𝜋 𝑅2𝑑ℎ 

= 𝜋 (2,5)2𝑑ℎ… (∗∗) 

didapat 

𝜋 (0,025)2(2,5√ℎ)𝑑𝑡 

= −𝜋(2,5)2𝑑ℎ… (∗∗)  

𝑑𝑡 = −(
2,5

0,025
)

2 𝑑ℎ

2,5√ℎ
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𝑑𝑡 = −4000
𝑑ℎ

√ℎ
 

didapatkan antara 

t = 0 ,  h = 3, dan 

t = t ,  h = 0 

∫𝑑𝑡

𝑡

0

= −4000∫
𝑑ℎ

√ℎ

0

3

 

𝑡 = −8000√ℎ |
0

3
= 8000√3 

Jadi, untuk mengosongkan tangka memerlukan waktu 

8000√3 detik = 3 jam 34 menit 

 

Contoh 5: 

Garis tangent di titik P(x,y) dari suatu kurva 

memotong sumbu y di titik 𝐴(0,2𝑥𝑦2). 

Cari kurvanya 

Jawab: Lihat pada gambar 

 

Gambar 11. 3. Grafik Garis Tangent 
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Panjang AB = x 

Panjang PC = y 

Panjang BC = A0 

  = 2𝑥𝑦2 

Panjang 𝑃𝐵 = 𝑦 − 2𝑥𝑦2 

tan𝜑 =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑃𝐵

𝐴𝐵
 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑦 − 2𝑥𝑦2

𝑥
 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
−
𝑑𝑦

𝑑𝑥
−
𝑦

𝑥
= −2𝑦2 (∗) PD Bernoulli 

𝑦−2
𝑑𝑦

𝑑𝑥
−
1

𝑥
𝑦−1 = −2 (∗∗) 

Substitusi 

𝑍 = 𝑦−1 

𝑑𝑧

𝑑𝑥
= −𝑦−2

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

dengan substitusi tersebut, (**) menjadi 

−
𝑑𝑧

𝑑𝑥
−
1

𝑥
𝑧 = −2 

𝑑𝑧

𝑑𝑥
+
1

𝑥
𝑧 = 2 PD Linier 

Jawab umumnya: 

Z = U V 

𝑉 = 𝑒∫−
1
𝑥
𝑑𝑥
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𝑉 = 𝑥−1 

𝑈 = ∫
2

𝑥−1
𝑑𝑥 + 𝑐 

 = ∫2𝑥 𝑑𝑥 + 𝑐 

𝑈 = 𝑥2 + 𝑐 

𝑍 = 𝑈𝑉 → 𝑍 = (𝑥2 + 𝑐)𝑥−1 

𝑍 = 𝑥 + 𝑐𝑥−1 

substitusikan 𝑍 = 𝑦−1 didapat jawab umum 

𝑦−1 = 𝑥 + 𝑐𝑥−1 

atau 

𝑦 ≈
𝑥

𝑥2 + 𝑐
 

 

Contoh 6: 

Sebuah bak memuat 100 liter air. Karena suatu 

kesalahan, 300 kg garam tertaburkan dalam bak yang 

seharusnya diperlukan hanya 200 kg. Dalam mengatasi 

masalah ini, dituanglah air yang sudah tercampur air 

garam secara teratur 3 liter/menit. Dalam waktu yang 

sama, bak juga dimasukkan 3 liter air murni. Jika dijaga 

agar kondisi garam dalam bak merata setiap saat dengan 

dilakukan pengadukan, berapa lama agar garam yang 

ada dalam bak sesuai dengan yang diharapkan (200 kg)? 

Jawab: 

𝐺(𝑡) = Jumlah garam yang terdapat dalam bak 
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𝑑𝐺

𝑑𝑡
 =  Laju perubahan jumlah garam 

𝑑𝐺

𝑑𝑡
 =  Laju jumlah garam yang masuk – laju jumlah  

garam yang keluar 

=≫ Laju garam yang masuk = 0 

=≫ Laju garam yang keluar =
𝐺

100 𝐿
× 3

𝐿

𝑚𝑒𝑛𝑖𝑡
 

  =
3

100
 𝐺/𝑚𝑒𝑛𝑖𝑡 

sehingga, 

𝑑𝐺

𝑑𝑡
= −

3 𝐺

100
𝑡(0) = 300

 

solusi, 

𝑑𝐺

𝑑𝑡
= −

3 𝐺

100
  sehingga  

𝑑𝐺

−
3 𝐺
100 𝑡

= 𝑑𝑡 

−
100

3
ln|𝐺| = 𝑡 + ln|𝑐| 

𝐺−
100
3 = 𝑐 𝑒𝑡 

maka 

𝐺(𝑡) = (𝑐 𝑒𝑡)−
3
100  

atau 

𝐺(𝑡) = 𝐶 𝑒−
3𝑡
100 

 



367 

pada saat t = 0, G = 300, 

300 = 𝐶 𝑒0  =≫   𝐶 = 300 

sehingga solusi menjadi 

𝐺(𝑡) = 300𝑒−
3𝑡
100  

karena hanya diinginkan garam di bak hanya 200 kg, 

maka 

200 = 300𝑒−
3𝑡
100 

2

3
= 𝑒−

3𝑡
100 

sehingga 

ln |
2

3
| = −

3𝑡

100
 

maka 

−0.4055 = −
3𝑡

100
 

𝑡 = 13.5 menit 

Jadi, air garam dalam bak akan sesuai dengan yang 

diharapkan dalam waktu 13.5 menit 

 

Contoh 7: 

Sebuah tangki berisi 20 kg garam yang dilarutkan dalam 

5000 L air. Larutan garam yang mengandung 0.03 kg 

daram per liter air memasuki tangki dengan laju 25 

L/menit. Larutan tetap teraduk rata dan dialirkan keluar 

dari tangki dengan laju yang sama. Berapa banyak 

garam yang terdapat dalam tangki setelah setengah jam? 
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Jawab: 

dimisalkan 

𝑦(𝑡) = Jumlah garam setelah t menit 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
 = Laju perubahan jumlah garam 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
 = Laju masuk – Laju keluar 

Laju masuk =  0.03
𝑘𝑔

𝐿
× 25

𝐿

𝑚𝑒𝑛𝑖𝑡
= 0.75

𝑘𝑔

𝑚𝑒𝑛𝑖𝑡
 

Laju keluar =  
𝑦(𝑡)

5000

𝑘𝑔

𝐿
× 25

𝐿

𝑚𝑒𝑛𝑖𝑡
=
𝑦(𝑡)

200

𝑘𝑔

𝑚𝑒𝑛𝑖𝑡
 

Jadi, dari persaaan diperoleh 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 0.75

𝑘𝑔

𝑚𝑒𝑛𝑖𝑡
−
𝑦(𝑡)

200

𝑘𝑔

𝑚𝑒𝑛𝑖𝑡
 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
=
150 − 𝑦(𝑡)

200
 

sehingga 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
=
150 − 𝑦

200
𝑦(0) = 20

 

dengan menyelesaikan persamaan differensial terpisah 

ini, dapat diperoleh 

𝑑𝑦

150 − 𝑦
=
𝑑𝑡

200
 

integralkan kedua ruas, sehingga didapat, 

− ln|150 − 𝑦| =
𝑡

200
+ 𝑐 
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karena y(0) = 20, diperoleh 

− ln|130| = 𝑐 

sehingga 

− ln|150 − 𝑦| =
𝑡

200
+ (− ln|130|) 

jadi 

|150 − 𝑦| = ln|130|𝑒−
𝑡
200 

karena y(t) kontinu dan y(0) = 20 dan ruas kanan tidak 

pernah 0, dapat disimpulkan bahwa 150 – y(t) selalu 

positif, jadi |150 − 𝑦| = 150 − 𝑦 sehingga 

𝑦(𝑡) = 150 − 130𝑒−
𝑡
200 

Jadi, banyaknya garam setelah 30 menit adalah 

𝑦(30) = 150 − 130𝑒−
30
200 ≈ 38.1 𝑘𝑔 

 

4. Rangkuman 

Persamaan diferensial untuk mencari temperature (suhu 

(T)): 

𝑃𝐷:
𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝑘(𝑇 − 30) 

 

Persamaan diferensial untuk volume silinder: 

 

𝜋 𝑟2𝑣 𝑑𝑡 = 𝑟(0,0,25)2(2,5√ℎ)𝑑𝑡 

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek 

Suatu benda seberat 4 kg jatuh dari suatu ketinggian 

pada saat t = 0 dalam suatu medium yang mempunyai 
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hambatan (dalam kg), secara numerik, dua kali 

kecepatan sesaatnya (Vm/dt). Tentukan kecepatan dan 

jarak yang ditempuh pada saat t > 0 (y = 9,8) 

6. Evaluasi Pembelajaran 

Sejumlah panas Q joule/dt ditiupkan ke permukaan 

dinding, yang mempunyai persamaan 

𝑄 = −𝑘 𝐴 
𝑑𝑇

𝑑𝑥
 

dengan: 

k adalah daya rambat dinding, 

A = luas permukaan dinding (m2), dan 

T = suhu lapisan dinding x m dari permukaan, 

dimana jika x bertambah, maka T turun. 

Hitung berapa joules panas perjamnya yang digunakan 

untuk memanaskan 1m2 permukaan dinding setebal 1,25 

m jika suhu dipermukaan dalam 268 k dan dipermukaan 

luar 348 k, jika daya rambat dinding k = 1,05 

7. Umpan Balik 

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada 

pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-

soal yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban 

maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan. 

 

IV. Kegiatan Pembelajaran 3 

1. Judul Kegiatan Pembelajaran 

Trayektori 

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir 

Ketepatan penyelesaian jawab umum PD dalam 

Trayektori 
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3. Uraian, Contoh dan Ilustrasi 

Suatu kurva yang memotong setiap anggota suatu 

keluarge kurva-kurva Φ(𝑥, 𝑦, 𝑐) = 0 dengan sudut 

tertentu 𝛼 disebut trayektori isogonal dan keluarga 

kurva tersebut. Jika 𝛼 = 90°, maka disebut sebagai 

trayektori orthogonal. Karena garis tangent dititik (x,y) 

pada Q(x,y,c) = 0 tegak lurus dengan garis dititik (x,y) 

pada trayektori orthogonalnya, maka koefisien arah 

garis tangent trayektori orthogonal adalah 

−
1

𝑑𝑦/𝑑𝑥
 

dimana 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 adalah koefisien arah garis tangent dari 

Q(x,y,c) = 0. 

Berdasarkan uraian diatas, maka persamaan 

trayektori orthogonal dari keluarga kurva Φ(𝑥, 𝑦, 𝑐) = 0 

dicari sebagai berikut: 

Karena kurva Φ(𝑥, 𝑦, 𝑐) = 0… (1) 

𝑑Φ

𝑑𝑥
+
𝜕𝜙

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0… (2) 

Eliminasi c dari (1) dan (2) didapat PD dari (1) yang 

mempunyai bentuk umum 

𝐹 (𝑥, 𝑦,
𝑑𝑦

𝑑𝑥
) = 0 

dengan mengganti 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 dengan −

1

𝑑𝑦 𝑑𝑥⁄
 , didapat PD dari 

trayektori orthogonal: 

𝐹 (𝑥, 𝑦, −
1

𝑑𝑦 𝑑𝑥⁄
) = 0 
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Jawab umum dari PD tersebut dinamakan Φ(𝑥, 𝑦, 𝑐) =

0 yang merupakan keluarga dari trayektori orthogonal 

yang dicari. 

Taryektori Orthogonal 

Trayektori orthogonal adalah dua rumpun kurva yang 

saling tegak lurus. 

Sistem I : 𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝑐) 

Sistem II : 𝑦 = 𝑔(𝑥, 𝑐) 

Setiap kurva sistem II memotong tegak lurus setiap 

kurva sistem I (garis singgung saling tegak lurus). 

Sistem II merupakan trayektori orthogonal dari sistem I 

atau sebaliknya, sehingga 

(
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
𝐼
⋅ (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
𝐼𝐼
= −1

(
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
𝐼𝐼
= −

1

(
𝑑𝑦
𝑑𝑥
)
𝐼

 

Langkah untuk menentukan trayektori orthogonal: 

b) Sistem kurva diketahui 

c) Menentukan PD pada sistem I (PD 1) 

d) Mengganti 

(
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
𝐼𝐼
 dengan −

1

(
𝑑𝑦
𝑑𝑥
)
𝐼

 (PD 2) 

e) Selesaikan PD 1 dan 2 
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Contoh: 

Carilah trayektori orthogonal dari keluarga garis 𝑦 = 𝑐𝑥 

Jawab: 

𝑦 = 𝑐𝑥 … (1) 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑐 … (2) 

Eliminasi c dari (1) dan (2) didapat PD: 

𝑦 =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
𝑥 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑦

𝑥
… (3) 

dengan mengganti 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 dengan −

1

𝑑𝑦 𝑑𝑥⁄
 , didapat PD dari 

trayektori orthogonal: 

−
1

𝑑𝑦 𝑑𝑥⁄
=
𝑦

𝑥
 , atau 

−
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑦

𝑥
 

𝑥𝑑𝑥 + 𝑦𝑑𝑦 = 0… (4) 

Mencari jawab umum PD (4) 

∫𝑥 𝑑𝑥 +∫𝑦𝑑𝑦 = 𝑐1 

1

2
𝑥2 +

1

2
𝑦2 = 𝑐1 

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑐2
2 
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Jadi, trayektori Orthogonal dari keluarga garis kurva y = 

c x yang melalui titik 0 adalah lingkaran 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑐2
2 

yang berpusat dititik 0 dengan jari-jari 𝑐2 

 

Contoh: 

Tentukan lintasan orthogonal dari setiap keluarga kurva 

yang diberikan. Dalam setiap kasus, sketsalah beberapa 

anggota keluarga dan beberapa lintasan orthogonal pada 

sumbu yang sama. 

a) 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑐𝑦 

Jawab: 

Diketahui sistem I adalah 

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑐𝑦 

dimana 

𝑐 =
𝑥2 + 𝑦2

𝑦
 

Akan dicari PD dari sistem I, maka 

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑐𝑦 

diferensialkan, sehingga 

2𝑥 𝑑𝑥 + 2𝑦 𝑑𝑦 = 𝑐 𝑑𝑦 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

2𝑥

𝑐 − 2𝑦
 

Substitusikan nilai c, sehingga diperoleh, 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

2𝑥𝑦

𝑥2 − 𝑦2
  𝑃𝐷 1 
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Akan dicari trayektori orthogonal, maka didapat, 

(
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
𝐼𝐼
= −

1

(
𝑑𝑦
𝑑𝑥)

𝐼

 

(
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
𝐼𝐼
=
𝑦2 − 𝑥2

2𝑥𝑦
 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑦2 − 𝑥2

2𝑥𝑦
 𝑃𝐷 𝐻𝑜𝑚𝑜𝑔𝑒𝑛 

dalam mencari solusinya, misalkan: 

𝑦 = 𝑣𝑥 

𝑑𝑦 = 𝑣 𝑑𝑥 + 𝑥 𝑑𝑣 

substitusikan ke PD Homogen, sehingga 

𝑣 𝑑𝑥 + 𝑥 𝑑𝑣

𝑑𝑥
=
𝑥2𝑣2 − 𝑥2

2𝑥2𝑣
 

𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
=
𝑣2 − 1

2𝑣
− 𝑣 

𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
=
−1 − 𝑣2

2𝑣
 

𝑑𝑥

𝑥
= (

2𝑣

−1 − 𝑣2
) 𝑑𝑣 

maka, 

ln|𝑥| = − ln|−1 − 𝑣2| + ln|𝑐| 

𝑥(−1 − 𝑣2) = 𝑐 

𝑥 (−1 −
𝑦2

𝑥2
) = 𝑐 
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−𝑥2 − 𝑦2

𝑥
= 𝑐  sehingga  𝑥2 + 𝑦2 = −𝑐𝑥 

Jadi, keluarga kuva 𝑥2 + 𝑦2 = −𝑐𝑥 adalah 

trayektori orthogonal dari 𝑥2 + 𝑦2 = −𝑐𝑦 

 

 

Gambar 11.4.: Grafik Fungsi 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑐𝑦 dan 

𝑥2 + 𝑦2 = −𝑐𝑥 

 

b) 𝑦2 = 4𝑐𝑥 

Jawab: 

Diketahui sistem I adalah 

𝑦2 = 4𝑐𝑥  dimana  𝑐 =
𝑦2

4𝑥
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akan dicari PD dari sistem I, 

𝑦2 = 4𝑐𝑥 

maka, 

2𝑦 𝑑𝑦 = 4𝑐 𝑑𝑥 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
2𝑐

𝑦
 

substitusikan nilai c, sehingga diperoleh, 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑦

2𝑥
  𝑃𝐷1 

akan dicari trayektori orthogonal, maka didapat, 

(
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
𝐼𝐼
= −

1

(
𝑑𝑦
𝑑𝑥)

𝐼

 

(
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
𝐼𝐼
= −

2𝑥

𝑦
 

sehingga didapat solusinya, 

𝑦 𝑑𝑦 = −2𝑥 𝑑𝑥 

1

2
𝑦2 + 𝑥2 = 𝑐  atau  2𝑥2 + 𝑦2 = 𝐶 

Jadi, keluarga kurva 2𝑥2 + 𝑦2 = 𝐶 adalah 

trayektori orthogonal dari 𝑦2 = 4𝑐𝑥 
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Gambar 11.5.: Grafik Fungsi 𝑦2 = 4𝑐𝑥 dan 2𝑥2 +

𝑦2 = 𝐶 

4. Rangkuman 

Suatu kurva yang memotong setiap anggota suatu 

keluarge kurva-kurva Φ(𝑥, 𝑦, 𝑐) = 0 dengan sudut 

tertentu 𝛼 disebut trayektori isogonal dan keluarga 

kurva tersebut. Jika 𝛼 = 90°, maka disebut sebagai 

trayektori orthogonal. Karena garis tangent dititik (x,y) 

pada Q(x,y,c) = 0 tegak lurus dengan garis dititik (x,y) 

pada trayektori orthogonalnya, maka koefisien arah 

garis tangent trayektori orthogonal adalah 

 

−
1

𝑑𝑦/𝑑𝑥
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dimana 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 adalah koefisien arah garis tangent dari 

Q(x,y,c) = 0. 

 

Berdasarkan uraian diatas, maka persamaan trayektori 

orthogonal dari keluarga kurva Φ(𝑥, 𝑦, 𝑐) = 0 dicari 

sebagai berikut: 

Karena kurva Φ(𝑥, 𝑦, 𝑐) = 0… (1) 

 

𝑑Φ

𝑑𝑥
+
𝜕𝜙

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0… (2) 

 

Eliminasi c dari (1) dan (2) didapat PD dari (1) yang 

mempunyai bentuk umum 

 

𝐹 (𝑥, 𝑦,
𝑑𝑦

𝑑𝑥
) = 0 

 

dengan mengganti 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
 dengan −

1

𝑑𝑦 𝑑𝑥⁄
 , didapat PD dari 

trayektori orthogonal: 

 

𝐹 (𝑥, 𝑦, −
1

𝑑𝑦 𝑑𝑥⁄
) = 0 

 

Jawab umum dari PD tersebut dinamakan Φ(𝑥, 𝑦, 𝑐) =

0 yang merupakan keluarga dari trayektori orthogonal 

yang dicari. 

 

Taryektori Orthogonal 

Trayektori orthogonal adalah dua rumpun kurva yang 

saling tegak lurus. 

Sistem I : 𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝑐) 

Sistem II : 𝑦 = 𝑔(𝑥, 𝑐) 
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Setiap kurva sistem II memotong tegak lurus setiap 

kurva sistem I (garis singgung saling tegak lurus). 

Sistem II merupakan trayektori orthogonal dari sistem I 

atau sebaliknya, sehingga 

 

(
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
𝐼
⋅ (
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
𝐼𝐼
= −1

(
𝑑𝑦

𝑑𝑥
)
𝐼𝐼
= −

1

(
𝑑𝑦
𝑑𝑥)

𝐼

 

 

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek 

Carilah trayektori orthogonal dan keluarga hiperbola xy 

= c 

6. Evaluasi Pembelajaran 

Carilah trayektori orthogonal dan keluarga hiperbola 

5xy = c 

7. Umpan Balik 

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada 

pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-

soal yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban 

maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan. 

 

V. Kegiatan Pembelajaran 4 

1. Judul Kegiatan Pembelajaran 

Aplikasi pada Masalah Rangkaian Listrik 

(Lanjutan) 

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir 

Ketepatan penyelesaian jawab umum PD pada Masalah 

Rangkaian Listrik (Lanjutan) 
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3. Uraian, Contoh dan Ilustrasi 

Contoh 

Sebuah rangkaian memiliki emf 5 volt, resistansi 50 

Ohm, induktansi 1 Henry dan tanpa arus awal. Carilah 

arus dalam rangkaian ini pada setiap waktu t. 

 

 

Gambar 11.6.: Rangkaian RLC terhubung Seri dengan 

Sumber E dan saklar 

Jawab: 

diketahui: 

E = 5; R = 50; L = 1 

substitusi ke persamaan 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
+
𝑅

𝐿
𝐼 =

𝐸

𝐿
 

sehingga menjadi, 

𝑑𝐼

𝑑𝑡
+ 50𝐼 = 5  𝑃𝐷 𝑂𝑟𝑑𝑒 1 
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Faktor Integrasi: 

𝑒∫50 𝑑𝑡 = 𝑒50 𝑡 

kalikan FI (Faktor Integrasi) terhadap PD 

𝑒50 𝑡 (
𝑑𝐼

𝑑𝑡
+ 50 𝐼) = 5 𝑒50 𝑡 

𝑒50 𝑡𝑑𝐼 + 50 𝐼 𝑒50 𝑡 𝑑𝑡 = 5 𝑒50 𝑡  𝑑𝑡 

𝑑[𝑒50 𝑡 𝐼] = 5 𝑒50 𝑡 𝑑𝑡 

integralkan kedua ruas, sehingga diperoleh 

𝑒50 𝑡  𝐼 =
1

10
𝑒50 𝑡 + 𝑐 

𝐼 = 𝑐 𝑒50 𝑡 +
1

10
 

pada saat t = 0 dan I = 0, maka 

0 = 𝑐 𝑒0 +
1

10
  =≫   𝑐 = −

1

10
 

Jadi, arus dalam rangkaian ini pada setiap waktu t 

adalah 

𝐼 = −
1

10
𝑒−50𝑡 +

1

10
 

kuantitas −
1

10
𝑒−50𝑡  disebut arus transien, karena 

kuantitas ini menuju nol (menghilang) ketika 𝑡 → ∞ 

Kuantitas −
1

10
𝑒−50𝑡  dalam (I) disebut arus tunak 

(steady-state) 

Ketika 𝑡 → ∞, arus I mendekati nilai untuk arus tunak 

 



383 

Contoh 

Sebuah rangkaian listrik disambungkan seri terdiri dari 

sumber tegangan V volt, tahanan R Ohm, dan induktor 

L Henry. L, V dan R konstanta. Berapa besar arus i(t) 

jika diketahui pada t = 0, i = 0 ? 

Jawab: 

dengan menggunakan hukum Kirchoff 1, diperoleh: 

𝐿
𝑑𝑖

𝑑𝑡
+ 𝑅𝑖 = 𝑉 

dengan L, R dan V tetap 

PDB Linear: 

𝑑𝑖

𝑑𝑡
+
𝑅

𝐿
𝑖 =

𝑉

𝐿
 

Faktor Integrasi: 

𝑒∫
𝑅
𝐿
𝑑𝑡 = 𝑒

𝑅𝑡
𝐿  

kalikan FI terhadap PD 

𝑒
𝑅𝑡
𝐿 (
𝑑𝑖

𝑑𝑡
+
𝑅

𝐿
𝑖) = 𝑒

𝑅𝑡
𝐿
𝑉

𝐿
 

𝑒
𝑅𝑡
𝐿  𝑑𝑖 + 𝑒

𝑅𝑡
𝐿
𝑅

𝐿
𝑖 𝑑𝑡 = 𝑒

𝑅𝑡
𝐿  
𝑉

𝐿
𝑑𝑡 

𝑑 [𝑒
𝑅𝑡
𝐿  𝑖] = 𝑒

𝑅𝑡
𝐿  
𝑉

𝐿
𝑑𝑡 

integralkan kedua ruas, sehingga didapat 

𝑒
𝑅𝑡
𝐿  𝑖 =

𝑉

𝑅
𝑒
𝑅𝑡
𝐿 + 𝑐 
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𝑖 =
𝑉

𝑅
+ 𝑐 𝑒−

𝑅𝑡
𝐿  

gunakan syarat awal t = 0 dan i = 0, sehingga 

0 =
𝑉

𝑅
+ 𝑐 𝑒0   =≫   𝑐 = −

𝑉

𝑅
 

Jadi, besar arus i(t) jika diketahui pada t = 0 dan i = 0 

adalah 

𝑖(𝑡) =
𝑉

𝑅
−
𝑉

𝑅
𝑒−

𝑅𝑡
𝐿  

atau 

𝑖(𝑡) =
𝑉

𝑅
(1 − 𝑒−

𝑅𝑡
𝐿 ) 

4. Rangkuman 

Dengan menggunakan hukum Kirchoff 1, diperoleh: 

 

𝐿
𝑑𝑖

𝑑𝑡
+ 𝑅𝑖 = 𝑉 

 

dengan L, R dan V tetap 

 

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek 

Carilah arus I untuk t > 0 jika: 

𝐸 = 10 cos5 𝑡 Volt 

𝐸 = 10 Volt 

6. Evaluasi Pembelajaran 

Carilah arus I untuk t > 0 jika: 

𝐸 = 50 sin 5 𝑡 Volt 
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𝐸 = 50 Volt 

7. Umpan Balik 

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada 

pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-

soal yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban 

maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan. 

 

VI. Penutup 

1. Rangkuman 

Modul ini memuat rangkuman materi yang tercantum 

pada rangkuman kegiatan pembelajaran 1, 2, 3 dan 4. 

Modul ini menuntun mahasiswa memahami materi 

Aplikasi PD Order I secara mandiri maupun kelompok. 

Selanjutnya dilakukan assessment yaitu dengan 

melakukan kuis pada materi yang telah dipelajari. 

2. Petunjuk Jawaban Evaluasi Kegiatan Pembelajaran 

Jawaban dari evaluasi tidak dicantumkan, dikarenakan 

setiap permasalahan dapat diselesaiakan dengan 

jawaban yang terbuka. 

3. Daftar Istilah 

Resistansi :  Hambatan terhadap aliran listrik dalam  

 rangkaian 

Induktansi :  Kemampuan suatu rangkaian untuk  

 menyimpan energi dalam bentuk medan  

 magnet 

Orthogonal :  Dua vektor atau fungsi yang saling tegak  

 lurus atau memiliki produk dot nol 

Tayektori :  Jalur yang dilalui oleh objek dalam ruang  

 atau waktu 
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MODUL 12 

PERSAMAAN DIFERENSIAL LINIER ORDER 2 

DENGAN KOEFISIEN KONSTAN 
 

I. Pendahuluan 

1. Deskripsi Singkat Modul XII 

Pada Modul 12 ini akan dibahas khususnya PD Linier 

Order 2 dengan Koefisien Konstan. 

Bentuk umum PD Order 2: 

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑦′, 𝑦") = 0 

Untuk mencari jawab umumnya, yaitu menghilangkan y” 

atau 
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
 diperlukan pengintegralan dua kali (berulang) 

yang akan menimbulkan dua konstanta 𝑐1 dan 𝑐2, 

sehingga jawab umum PD Order 2 akan mempunyai 

bentuk umum: 

 

Φ(𝑥, 𝑦, 𝑐1, 𝑐2) = 0 

 atau 

𝑦 = Φ(𝑥, 𝑐1, 𝑐2). 

 

2. Capaian Pembelajaran Lulusan 

Mahasiswa diharapkan dapat menyelesaikan Persamaan 

Diferensial Linier Order 2 dengan Koefisien Konstan 

 

3. Kemampuan Akhir 

Mahasiswa diharapkan mampu menyelesaikan Persamaan 

Diferensial Linier Order 2 dengan Koefisien Konstan 

 

4. Persyaratan Kompetensi 
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Kegiatan Proses Belajar (KPB): 3x(2x50) 

Kegiatan Pembelajaran Terstruktur (KPT): 3x(2x60) 

Kegiatan Mandiri (KM): 3x(2x60) 

5. Kegunaan Modul 

Setelah mempelajari Modul 12 ini, mahasiswa diharapkan 

mampu: 

1) Mengenali PD Linier Orde 2 dengan Koefisien 

Konstan, baik yang Homogen maupun yang Tak 

Homogen 

2) Mencari Penyelesaian PD Linier Homogen Orde 2 

dengan Koefisien Konstan 

3) Mencari Penyelesaian PD Linier Tak Homogen 

Orde 2 dengan Koefisien Konstan 

 

6. Materi Pokok dan Sub Materi Pokok 

a. PD Linier Homogen Order 2 dengan Koefisien 

Konstan 

b. PD Linier Tak Homogen Order 2 dengan Koefisien 

Konstan 

 

II. Kegiatan Pembelajaran 1 

4. Judul Kegiatan Pembelajaran 

PD Linier Homogen Order 2 dengan Koefisien 

Konstan 

5. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir 

Ketepatan penyelesaian jawab umum PD linier homogen 

dan tak homogen order 2 dengan koefisien konstan 

6. Uraian, Contoh dan Ilustrasi 

Bentuk umumnya  

 

𝑦" + 𝑝 𝑦′ + 𝑞 𝑦 = 0  
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(dalam variabel x dan y) atau 

 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑝

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑞𝑦 = 0… (∗) 

dimana p dan q bilangan konstan. 

 

Jawab umumnya dicari dengan cara sebagai berikut: 

Dibuat persamaan karakteristiknya: 

 

𝑘2 + 𝑝𝑘 + 𝑞 = 0 

 

Kemudian dicari akar-akar karakteristiknya, namakan 

akar-akar karakteristiknya 𝑘1 dan 𝑘2. 

 

Ada tiga kasus / kemungkinan sebagai berikut: 

 

a) Jika 𝑘1 ≠ 𝑘2 dan riil, 

maka jawab umum PD (*) 

𝑦 = 𝑐1𝑒
𝑘1𝑥 + 𝑐2𝑒

𝑘2𝑥  

 

b) Jika 𝑘1 = 𝑘2 

maka jawab umum PD (*) 

𝑦 = 𝑐1𝑒
𝑘1𝑥 + 𝑐2 x 𝑒

𝑘2𝑥  

 

c) Jika 𝑘1 = 𝛼 + 𝛽𝑖 ;  𝑘2 = 𝛼 − 𝛽𝐼 

(sepasang akar kompleks, 𝛼 dan 𝛽 bilangan riil) 

maka jawab umum PD (*) 

 

𝑦 = 𝑐1𝑒
𝛼𝑥 cos𝛽𝑥 + 𝑐2𝑒

𝛼𝑥 sin 𝛽𝑥 

atau 

𝑦 = 𝑒𝛼𝑥(𝑐1 cos𝛽𝑥 + 𝑐2 sin 𝛽𝑥) 

 

Catatan: 



390 

Mahasiswa yang ingin mengetahui lebih rinci 

mengenai asal-usul jawab umum PD (*) diatas dapat 

mempelajarinya pada Buku Teks Persamaan 

Diferensial. 

Contoh 1: 

Carilah jawab umum PD: 

 

𝑦" + 5𝑦′ − 6𝑦 = 0 (*) 

 

Jawab: 

Dibuat persamaan karakteristik: 

 

𝑘2 + 5𝑘 − 6 = 0 

 

Mencari akar-akar persamaan karakteristik sebagai 

berikut: 

(𝑘 + 6)(𝑘 − 1) = 0  

 

 𝑘1 = −6 ;  𝑘2 = 1  

 

𝑘1 ≠ 𝑘2 dan riil 

 

Jawab umum PD (*)  

 

𝑦 = 𝑐1𝑒
𝑘1𝑥 + 𝑐2𝑒

𝑘2𝑥  

 

𝑦 = 𝑐1 𝑒
−6 𝑥 + 𝑐2 𝑒

𝑥 

 

Contoh 2: 

a) Cari jawab umum PD: 

 

 𝑦" − 6𝑦′ + 9𝑦 = 0 
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b) Cari jawab khususnya yang memenuhi syarat: 

 

𝑦(0) = 2 dan  𝑦(1) = 𝑒3𝑥 

 

Jawab: 

 

a) Persamaan karakteristiknya: 

 

 𝑘2 − 6𝑘 + 9 = 0 

 

Mencari akar-akar persamaan karakteristik sebagai 

berikut: 

 

(𝑘 − 3)(𝑘 − 3) = 0 

 

  𝑘1 = 𝑘2 = 3 

 

Jawab umum: 

 

𝑦 = 𝑐1𝑒
𝑘1𝑥 + 𝑐2𝑒

𝑘2𝑥  

 

𝑦 = 𝑐1𝑒
3𝑥 + 𝑐2 x 𝑒

3𝑥 

 

b) Mencari jawab khusus 

Untuk 𝑦(0) = 2 

 

2 = 𝑐1𝑒
0 + 𝑐1 0 𝑒

0  

 

2 = 𝑐1 + 0 

 

 𝑐1 = 2 

 

Untuk 𝑦(1) = 𝑒3𝑥 
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𝑒3𝑥 = 2𝑒3𝑥 + 𝑐2𝑒
3𝑥   

 

1 = 2 + 𝑐2 

  𝑐2 = −1 

 

Jadi, jawab khususnya: 

 

𝑦 = 2𝑒3𝑥 − 𝑥𝑒3𝑥 

 

Contoh 3: 

Carilah jawab umum PD: 

 

𝑦" + 8𝑦′ + 25𝑦 = 0 

 

Jawab: 

Persamaan karakteristiknya: 

 

𝑘2 + 8𝑘 + 25 = 0 

 

𝑘1,2  =
−8 ± √82 − 4 ⋅ 1 ⋅ 25

2 ⋅ 1
 

 

=
−8 ± √64 − 100

2
 

 

=
−8 ± √−36

2
 

 

=
−8 ± 6𝑖

2
 

 

𝑘1 = −4+ 3𝑖 
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𝑘2 = −4− 3𝑖 

 

 

Jawab umumnya: 

 

𝑦 = 𝑐1𝑒
−4𝑥 cos 3𝑥 + 𝑐2𝑒

−4𝑥 sin 3𝑥 

atau 

𝑦 = 𝑒−4𝑥(𝑐1 cos3𝑥 + 𝑐2 sin 3𝑥) 

 

Contoh 4: 

Cari jawab umum PD: 

 

𝑦" + 4𝑦′ = 0 

 

Jawab: 

Persamaan karakteristik: 

 

𝑘2 + 4𝑘 = 0 

 

𝑘(𝑘 + 4) = 0 

 

k1 = 0 

 

k2 = - 4 

 

𝑘1 ≠ 𝑘2 riil 

 

Jawab umum: 

 

𝑦 = 𝑐1𝑒
0 𝑥 + 𝑐2𝑒

−4𝑥  

 

𝑦 = 𝑐1 + 𝑐2𝑒
−4𝑥  
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Contoh 5: 

Cari jawab umum PD: 

 

𝑦" + 4𝑦 = 0  

 

Jawab: 

Persamaan Karakteristik: 

 

𝑘2 + 4 = 0 

 

𝑘2 = −4 

 

 𝑘1,2 = ±√−4 

 

𝑘1,2 = ±√4 √−1 dengan √−1 = 𝑖 

 

𝑘1 = 2 𝑖   

 

𝑘2 = −2𝑖  

 

atau dapat ditulis: 

 

 𝑘1 = 0+ 2 𝑖   

 

𝑘2 = 0 − 2 𝑖  

 

Jawab umum: 

 



395 

𝑦 = 𝑐1𝑒
0𝑥 cos 2𝑥 + 𝑐2𝑒

0𝑥 sin 2𝑥 

 

𝑦 = 𝑐1 cos2𝑥 + 𝑐2 sin 2𝑥 

 

4. Rangkuman 

Bentuk umum PD Linier Homogen Orde 2:  

 

𝑦" + 𝑝 𝑦′ + 𝑞 𝑦 = 0  

 

(dalam variabel x dan y) atau 

 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑝

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑞𝑦 = 0… (∗) 

 

dimana p dan q bilangan konstan. 

 

Jawab umumnya dicari dengan cara sebagai berikut: 

Dibuat persamaan karakteristiknya: 

 

𝑘2 + 𝑝𝑘 + 𝑞 = 0 

 

Kemudian dicari akar-akar karakteristiknya, namakan 

akar-akar karakteristiknya 𝑘1 dan 𝑘2. 

 

Ada tiga kasus / kemungkinan sebagai berikut: 

 

a) Jika 𝑘1 ≠ 𝑘2 dan riil, 

maka jawab umum PD (*) 

𝑦 = 𝑐1𝑒
𝑘1𝑥 + 𝑐2𝑒

𝑘2𝑥  

 

b) Jika 𝑘1 = 𝑘2 

maka jawab umum PD (*) 
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𝑦 = 𝑐1𝑒
𝑘1𝑥 + 𝑐2 x 𝑒

𝑘2𝑥  

 

c) Jika 𝑘1 = 𝛼 + 𝛽𝑖 ;  𝑘2 = 𝛼 − 𝛽𝐼 

(sepasang akar kompleks, 𝛼 dan 𝛽 bilangan riil) 

maka jawab umum PD (*) 

𝑦 = 𝑐1𝑒
𝛼𝑥 cos𝛽𝑥 + 𝑐2𝑒

𝛼𝑥 sin 𝛽𝑥 

atau 

𝑦 = 𝑒𝛼𝑥(𝑐1 cos𝛽𝑥 + 𝑐2 sin 𝛽𝑥) 

 

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek 

Carilah jawab umum dan jawab khusus dari persamaan 

diferensial berikut: 

 

𝑦" + 4𝑦′ + 3𝑦 = 0 

 

6. Evaluasi Pembelajaran 

Carilah jawab umum dan jawab khusus dari persamaan 

diferensial berikut: 

 

𝑦" + 2𝑦′ + 𝑦 = 0 

 

7. Umpan Balik 

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada 

pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal 

yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban 

maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan. 
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III. Kegiatan Pembelajaran 2 

1. Judul Kegiatan Pembelajaran 

PD Linier Tak Homogen Order 2 dengan Koefisien 

Konstan 

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir 

Ketepatan penyelesaian jawab umum PD linier homogen 

dan tak homogen order n ≥ 3 dengan koefisien konstan 

 

3. Uraian, Contoh dan Ilustrasi 

Bentuk umumnya: 

 

𝑦" + 𝑝 𝑦′ + 𝑞 𝑦 = 𝑓(𝑥) 

atau 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑝

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑞𝑦 = 𝑓(𝑥)… (∗) 

 

Jawab umumnya berbentuk 𝑦 = 𝑦𝐻 + 𝑦𝐾 , dimana 𝑦𝐻 

adalah jawab umum 𝑦" + 𝑝 𝑦′ + 𝑞 𝑦 = 0 dan 𝑦𝐾  adalah 

salah satu jawab Khusus dari PD (*) di atas. 

 

Cara mencari 𝑦𝐻 sudah dibahas pada PD Linier 

Homogen dengan Koefisien Konstan (lihat pada Butir 1 

di atas). 

Cara mencari 𝑦𝐾  dipengaruhi oleh bentuk umum dari 

𝑓(𝑥), yaitu ruas kanan dari PD (*) sebagai berikut: 

 

a. Jika 𝑓(𝑥) = 𝑃𝑛(𝑥)𝑒𝛼𝑥, dimana 𝑃𝑛(𝑥) adalah 

Polinomial atau suku banyak derajat n dalam x, 

maka 𝑦𝐾  dicari sebagai berikut: 

 

1) Jika 𝛼 bukan akar persamaan karakteristik 
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𝑘2 + 𝑝 𝑘 + 𝑞 = 0 (𝑘1 ≠ 𝛼; 𝑘2 ≠ 𝛼) 

maka 

𝑦𝐾 = 𝑄𝑛(𝑥)𝑒
𝛼𝑥  

 

dimana 𝑄𝑛(𝑥) adalah suku banyak derajat n 

yang dikoefisien-koefisiennya masih harus 

dicari dari hubungan: 

 

𝑦𝐾" + 𝑝 𝑦𝐾′ + 𝑞 𝑦𝐾 = 𝑓(𝑥) 

 

2) Jika 𝛼 sama dengan salah satu akar persamaan 

karakteristik 

 

𝑘2 + 𝑝𝑘 + 𝑞 = 0 (𝑘1 = 𝛼; 𝑘2 ≠ 𝛼) 

 

maka 

𝑦𝐾 = 𝑥 𝑄𝑛 (𝑥) 𝑒
𝛼𝑥  

 

dimana 𝑄𝑛(𝑥) adalah suku banyak derajat n 

yang koefisien-koefisiennya dicari dari 

hubungan: 

 

𝑦𝐾" + 𝑝 𝑦𝐾′ + 𝑞 𝑦𝐾 = 𝑓(𝑥) 

 

3) Jika 𝛼 sama dengan kedua akar persamaan 

karakteristik 

 

𝑘2 + 𝑝𝑘 + 𝑞 = 0 (𝑘1 = 𝑘2 = 𝛼) 

maka: 

𝑦𝐾 = 𝑥
2𝑄𝑛(𝑥)𝑒

𝛼𝑥  
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dimana 𝑄𝑛(𝑥) adalah suku banyak derajat n 

yang koefisien-koefisien dicari dari hubungan: 

 

𝑦𝐾" + 𝑝 𝑦𝐾′ + 𝑞 𝑦𝐾 = 𝑓(𝑥) 

 

Catatan: Suku banyak derajat n dalam x 

mempunyai bentuk umum 𝑎0𝑥
𝑛 + 𝑎1𝑥

𝑛−1 +

⋯𝐴𝑛−1𝑥 + 𝑎𝑛 dimana 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, ……𝑎𝑛−1,  𝑎𝑛 

bilangan konstan dan 𝑎0 ≠ 0. 

 

 

Contoh 6: 

Cari jawab umum PD: 

 

𝑦" + 𝑦′ − 6𝑦 = (4𝑥 + 5)𝑒3𝑥…(*) 

 

Jawab: 

PD (*) adalah PD Linier Tak Homogen order 2 

dengan koefisien konstan 

 

dimana 

 

𝑓(𝑥) = (4𝑥 + 5)𝑒3𝑥  

 

berbentuk umum 𝑃1(𝑥) → 𝑛 = 1 

 

𝑒𝛼𝑥 = 𝑒3𝑥 → 𝛼 = 3 

 

Jawab umum PD (𝑥):  

 

𝑦 = 𝑦𝐻 + 𝑦𝑘  

 

a) Mencari 𝑦𝐻 : 



400 

 𝑦" + 𝑦′ − 6𝑦 = 0 

 

Persamaan karakteristik: 

 

𝑘2 + 𝑘 − 6 = 0  

 

  (𝑘 + 3)(𝑘 − 2) = 0 

 

Akar-akar karakteristik: 

 

𝑘1 = −3 

𝑘2 = 2 

 

𝑘1 ≠ 𝑘2 riil 

 

∴ 𝑦𝐻 = 𝑐1𝑒
𝑘1𝑥 + 𝑐2𝑒

𝑘2𝑥   

 

  𝑦𝐻 = 𝑐1𝑒
−3𝑥 + 𝑐2𝑒

2𝑥 

 

b) Mencari 𝑦𝑘: 

 

𝑓(𝑥) = (4𝑥 + 5)𝑒3𝑥 = 𝑃1(𝑥)𝑒
𝛼𝑥 

 

  𝑛 = 1 ;   𝛼 = 3 

 

𝛼 = 3 bukan akar persamaan 

karakteristik 

 

𝑘2 + 𝑘 − 6 = 0 

𝑘1 = −3 ≠  𝛼 

𝑘2 = 2 ≠  𝛼 

 

𝑘𝑒𝑡𝑒𝑟𝑎𝑛𝑔𝑎𝑛 𝑎) 𝑝𝑜𝑖𝑛 1) 
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𝑦𝐾 = 𝑄𝑛(𝑥) 𝑒
𝛼𝑥

     = 𝑄1(𝑥) 𝑒
3𝑥  

 

𝑦𝑘 = (𝑎𝑥 + 𝑏)𝑒3𝑥 

 

Koefisien-koefisien a dan b dicari dari hubungan: 

 

𝑦𝐾" + 𝑦𝐾 ′ − 6𝑦𝐾 = (4𝑥 + 5) 𝑒
3𝑥…(**) 

 

𝑦𝐾 = (𝑎𝑥 + 𝑏) 𝑒
3𝑥 

 

𝑦′𝐾 = 𝑎𝑒3𝑥 + 3(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑒3𝑥 

 

𝑦𝐾" = 3𝑎𝑒
3𝑥 + 3𝑎𝑒3𝑥 + 9(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑒3𝑥 

 

= 6𝑎𝑒3𝑥 + 9(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑒3𝑥 

 

disubstitusikan ke (**) didapat: 

 

[6𝑎𝑒3𝑥 + 9(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑒3𝑥]

+ [𝑎𝑒3𝑥 + 3(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑒3𝑥]

− 6(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑒3𝑥 

 

= (4𝑥 + 5)𝑒3𝑥 

 

6(𝑎𝑥 + 𝑏) + 7𝑎 = 4𝑥 + 5 

 

6𝑎𝑥 + (7𝑎 + 6𝑏) = 4𝑥 + 5 

 

6𝑎𝑥 = 4𝑥 
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𝑎 =
2

3
 

 

7𝑎 + 6𝑏 = 5 

 

6𝑏 = 5 − 7𝑎 

6𝑏 = 5 −
14

3
 

6𝑏 =
1

3
 

 

𝑏 =
1

18
  

 

Jadi,  

𝑦𝐾 = (𝑎𝑥 + 𝑏)𝑒
3𝑥 

 

                         𝑦𝐾 = (
2

3
𝑥 +

1

18
)𝑒3𝑥 

 

Jawab umum: 

 

𝑦 = 𝑦𝐻 + 𝑦𝐾  

 

𝑦 = 𝑐1𝑒
−3𝑥 + 𝑐2𝑒

2𝑥 + (
2

3
𝑥 +

1

18
)𝑒3𝑥 

 

Contoh 7 

Cari jawaban umum PD: 

 

𝑦" − 4𝑦 = 3𝑥𝑒2𝑥 

 

Jawab umumnya: 
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𝑦 = 𝑦𝐻 + 𝑦𝐾   

 

a) Mencari 𝑦𝐻 

 

𝑦" − 4𝑦 = 0 

Persamaan karakteristik: 

 

𝑘2 − 4 = 0    

 

(𝑘 + 2)(𝑘 − 2) = 0 

Akar-akar karakteristik: 

 

𝑘1 = −2 

 𝑘2 = 2 

 

𝑘1 ≠ 𝑘2 riil  

 

𝑦𝐻 = 𝑐1𝑒
−2𝑥 + 𝑐2𝑒

2𝑥 

 

b) Mencari 𝑦𝐾   

𝑓(𝑥) = 3𝑥𝑒2𝑥 = 𝑃𝑛(𝑥)𝑒
𝛼𝑥 

 

𝑛 = 1 ;  𝛼 = 2 

 

𝛼 = 2 sama dengan salah satu akar 

persamaan karakteristik 

 

𝑘2 − 4 = 0 

 

𝑘1 = −2 ≠ 𝛼 

 

                        𝑘2 = 2 = 𝛼 
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                               𝑘𝑒𝑡𝑒𝑟𝑎𝑛𝑔𝑎𝑛 𝑎) 𝑝𝑜𝑖𝑛 2) 

 

𝑦𝐾 = 𝑥 𝑄𝑛(𝑥)𝑒
𝛼𝑥  

 

= 𝑥𝑄1(𝑥)𝑒
2𝑥 

 

= 𝑥(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑒2𝑥 

 

= (𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥)𝑒2𝑥 

Koefisien-koefisien a dan b dicari dari: 

 

𝑦𝐾" − 4𝑦𝑘 = 3𝑥𝑒
2𝑥 (**) 

 

𝑦𝐾  = (𝑎𝑥
2 + 𝑏𝑥)𝑒2𝑥 

 

𝑦𝐾′ = (2𝑎𝑥 + 𝑏)𝑒
2𝑥

+ 2(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥)𝑒2𝑥 

 

𝑦𝐾" = 2𝑎𝑒
2𝑥 + 2(2𝑎𝑥 + 𝑏)𝑒2𝑥

+ 2(2𝑎𝑥 + 𝑏)𝑒2𝑥 

+4(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥)𝑒2𝑥 

 

𝑦𝐾" = 2𝑎𝑒
2𝑥 + 4(2𝑎𝑥 + 𝑏)𝑒2𝑥

+ 4(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥)𝑒2𝑥 

 

disubstitusikan ke (**) didapat: 

 

[2𝑎𝑒2𝑥 + 4(2𝑎𝑥 + 𝑏)𝑒2𝑥

+ 4(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥)𝑒2𝑥] 

−4(𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥)𝑒2𝑥 = 3𝑥𝑒2𝑥 

 

2𝑎 + 4(2𝑎𝑥 + 𝑏) = 3𝑥  
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8𝑎𝑥 + (2𝑎 + 4𝑏) = 3𝑥 

 

8𝑎𝑥 = 3𝑥 

 

𝑎 = 3/8 

 

(2𝑎 + 4𝑏) = 0 

 

4𝑏 = −2𝑎 

𝑏 = −3/16 

 

𝑦𝐾 = (𝑎𝑥
2 + 𝑏𝑥)𝑒2𝑥 

𝑦𝐾 = (
3

8
𝑥2 −

3

16
𝑥)𝑒2𝑥 

 

Jawab umum: 

 

𝑦 = 𝑦𝐻 + 𝑦𝐾   

 

𝑦 = 𝑐1𝑒
−2𝑥 + 𝑐2𝑒

2𝑥

+ (
3

8
𝑥2 −

3

16
𝑥) 𝑒2𝑥 

 

𝑦 = 𝑐1𝑒
−2𝑥 + (

3

8
𝑥2 −

3

16
𝑥 + 𝑐2) 𝑒

2𝑥 

 

Contoh 8 

Cari jawab umum PD: 

 

𝑦" − 2𝑦′ + 𝑦 = 5𝑒𝑥 

 

Jawab umum: 
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𝑦 = 𝑦𝐻 + 𝑦𝐾  

 

a) Mencari 𝑦𝐻 ∶ 

𝑦" − 2𝑦′ + 𝑦 = 0 

 

Persamaan Karakteristik: 

 

𝑘2 − 2𝑘 + 1 = 0 

 

(𝑘 − 1)(𝑘 − 1) = 0 

 

Akar-akar karakteristik: 

 

𝑘1 = 𝑘2 = 1 

 

𝑦𝐻 = 𝑐1𝑒
𝑘1𝑥 + 𝑐2𝑒

𝑘2𝑥   

 

𝑦𝐻 = 𝑐1𝑒
𝑥 + 𝑐2 𝑥 𝑒

𝑥 

 

b) Mencari 𝑦𝐾  

 

𝑓(𝑥) = 5𝑒𝑥 = 𝑃𝑛(𝑥)𝑒
𝛼𝑥 

 

 𝑛 = 0 ;   𝛼 = 1 

 

𝛼 = 1 sama dengan kedua akar persamaan 

karakteristik 

 

𝑘2 − 2𝑘 + 1 = 0 

 

(𝑘1 = 𝑘2 = 𝛼)

→ 𝑘𝑒𝑡𝑒𝑟𝑎𝑛𝑔𝑎𝑛 𝑎) 𝑝𝑜𝑖𝑛 3) 
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𝑦𝐾 = 𝑥
2𝑄𝑛(𝑥)𝑒

𝛼𝑥  

 

𝑦𝐾 = 𝑥
2𝑄0(𝑥)𝑒

𝑥 

 

𝑦𝐾 = 𝑥
2𝑎𝑒𝑥 

 

𝑦𝐾 = 𝑎𝑥
2𝑒𝑥 

 

Koefisien a dicari dari 𝑦𝐾" − 2𝑦𝐾′ +

𝑦𝑘 = 5𝑒
𝑥 (**) 

 

𝑦𝐾  = 𝑎𝑥
2𝑒𝑥   

 

𝑦′
𝐾
= 2 𝑎 𝑥 𝑒𝑥 + 𝑎 𝑥2 𝑒𝑥   

 

𝑦"𝐾 = 2 𝑎 𝑒
𝑥 + 4 𝑎 𝑥 𝑒𝑥 + 𝑎 𝑥2 𝑒𝑥  

 

disubstitusikan ke (**) 

 

didapat: 

 

[2 𝑎 𝑒𝑥 + 4 𝑎 𝑥 𝑒𝑥 + 𝑎 𝑥2 𝑒𝑥]

− 2[2 𝑎 𝑥 𝑒𝑥 + 𝑎 𝑥2 𝑒𝑥] 

+𝑎 𝑥2 𝑒𝑥 = 5 𝑒𝑥 

 

2 𝑎 𝑒𝑥 = 5 𝑒𝑥 

𝑎 = 5/2 

 

Jadi, 𝑦𝐾 = 𝑎 𝑥2 𝑒𝑥   

𝑦𝐾 =
5

2
𝑥2𝑒𝑥 
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Jawab umum: 

 

𝑦 = 𝑦𝐻 + 𝑦𝐾  

 

𝑦 = 𝑐1𝑒
𝑥 + 𝑐2𝑥 𝑒

𝑥 +
5

2
𝑥2𝑒𝑥 

 

𝑦 = (𝑐1 + 𝑐2 𝑥 +
5

2
𝑥2) 𝑒𝑥 

b. Jika 𝑓(𝑥) = 𝑃𝑛(𝑥) cos𝛽𝑥 + 𝑄𝑚(𝑥) sin 𝛽𝑥, 

dimana 𝑃𝑛(𝑥) dan 𝑄𝑚(𝑥) suku banyak dalam x, 

maka 𝑦𝑘  dicari sebagai berikut: 

 

1) Jika 𝛽𝑖̇ bukan akar persamaan karakteristik 

 

𝑘2 + 𝑝𝑘 + 𝑞 = 0 

(𝑘1 ≠ 𝛽𝑖 ;  𝑘2 ≠ 𝛽𝑖) 

maka 

 

𝑦𝐾 = 𝑈𝛿(𝑥) cos𝛽𝑥 + 𝑉𝛿(𝑥) sin 𝛽𝑥  

 

dimana 𝑈𝛿(𝑥) dan 𝑉𝛿(𝑥) Suku banyak derajat 

𝛿 dalam x dengan ketentuan: 

 

𝛿 = 𝑛 jika 𝑛 ≥ 𝑚 

𝛿 = 𝑚 jika 𝑛 ≤ 𝑚 

 

2) Jika 𝛽𝑖 sama dengan salah satu akar persamaan 

karakteristik 

 

𝑘2 + 𝑝𝑘 + 𝑞 = 0 
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(𝑘1 = 𝛽𝑖̇ ;   𝑘2 = −𝛽𝑖)  

 

maka 

 

 𝑦𝐾 = 𝑥 {𝑈𝛿(𝑥) cos𝛽𝑥 + 𝑉𝛿(𝑥) sin 𝛽𝑥  

 

dimana 𝑈𝛿(𝑥) dan 𝑉𝛿(𝑥) seperti pada 1) di 

atas. 

 

 

Catatan: 

Ada kemungkinan 𝑃𝑛(𝑥) = 0 atau 𝑄𝑚(𝑥) = 0 

 

Jika 𝑃𝑛(𝑥) = 0 maka: 

𝑓(𝑥) = 𝑄𝑚(𝑥) sin 𝛽𝑥 

𝑈𝛿(𝑥)  = 𝑈𝑚(𝑥) 

𝑉𝛿(𝑥)   = 𝑉𝑚(𝑥) 

 

Contoh 9 

Cari jawab umum PD: 

 

 𝑦" − 2𝑦′ = 5 cos 2𝑥 

 

Jawab umum: 

 

𝑦 = 𝑦𝐻 + 𝑦𝐾  

 

a) Mencari 𝑦𝐻: 

𝑦" − 2𝑦′ = 0 

 

Persamaan karakteristik: 
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𝑘2 − 2𝑘 = 0 

𝑘(𝑘 − 2) = 0 

 

Akar-akar karakteristik: 

 

𝑘1 = 0 ;  𝑘2 = 2  

 

𝑘1 ≠ 𝑘2 riil 

 

𝑦𝐻 = 𝑐1𝑒
0𝑥 + 𝑐2𝑒

2𝑥   

 

𝑦𝐻 = 𝑐1 + 𝑐2𝑒
2𝑥 

 

b) Mencari 𝑦𝐾: 

 

𝑓(𝑥) = 5 cos2𝑥 𝑃𝑛(𝑥) cos 𝛽𝑥

+ 𝑄𝑚(𝑥) sin 𝛽𝑥 

 

𝑃𝑛(𝑥) = 5 = 𝑃𝑜(𝑥) 

 

𝑛 = 0  

 

𝑄𝑚(𝑥) = 0  

 

cos𝛽𝑥 = cos2𝑥  

 

𝛽 = 2 

 

𝛽𝑖 = 2𝑖 bukan akar persamaan karakteristik 

 

(𝑘1 = 0 ≠ 𝛽𝑖 ;   𝑘2 = 0 ≠ 𝛽𝑖) 

 

𝑘𝑒𝑡𝑒𝑟𝑎𝑛𝑔𝑎𝑛 𝑏.  𝑝𝑜𝑖𝑛 1) 
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𝑦𝐾 = 𝑈𝛿(𝑥) cos 𝛽𝑥 + 𝑉𝛿(𝑥) sin 𝛽𝑥 

 

      = 𝑉𝑜(𝑥) cos 2𝑥 + 𝑉𝑜(𝑥) sin 2𝑥 

 

𝑦𝐾 = a cos2𝑥 + 𝑏 sin 2𝑥 

 

𝑦𝐾
′ = −2 𝑎 sin 2𝑥 + 2 𝑏 cos2𝑥 

 

𝑦𝐾" = −4 𝑎 cos 2𝑥 − 4 𝑏 sin 2𝑥 

 

disubstitusikan pada 

 

𝑦𝐾" − 2𝑦𝐾′ = 5 cos 2𝑥 

didapat 

 

[−4 𝑎 cos2𝑥 − 4 𝑏 sin 2𝑥]

− 2[−2 a sin 2𝑥 + 2 𝑏 cos2𝑥 ] 

= 5 cos 2𝑥 

 

(−4𝑎 − 4𝑏) cos 2𝑥 + (4𝑎 − 4𝑏) sin 2𝑥

= 5 cos 2𝑥 + (0 sin 2𝑥) 

 

  −4𝑎 − 4𝑏 = 5 

 4𝑎 − 4𝑏 = 0 + 

−8𝑏 = 5  

  𝑏 = −
5

8
 

  𝑎 = −
5

8
 

 

𝑦𝐾 = a cos2𝑥 + 𝑏 sin 2𝑥 
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𝑦𝐾 = −
5

8
cos2𝑥 −

5

8
sin 2𝑥 

 

Jawab umum:  

 

 𝑦 = 𝑦𝐻 + 𝑦𝐾  

𝑦 = 𝑐1 + 𝑐2𝑒
2𝑥 −

5

8
cos2𝑥 −

5

8
sin 2𝑥 

 

 

 

Contoh 10 

Cari jawab umum PD: 

 

 𝑦" + 9𝑦 = 2 sin 3𝑥 

 

Jawab umum: 

 

𝑦 = 𝑦𝐻 + 𝑦𝐾  

 

a) Mencari 𝑦𝐻: 

 

𝑦" + 9𝑦 = 0 

 

Persamaan karakteristik: 

 

  𝑘2 + 9 = 0 

 

Akar-akar persamaan karakteristik: 

 

𝑘2  = −9 

𝑘1  = 3𝑖  

𝑘2  = −3𝑖 
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𝑦𝐻 = 𝑐1 cos 3𝑥 + 𝑐2 sin 3𝑥 

 

b) Mencari 𝑦𝐾 ∶ 

 

𝑓(𝑥) = 2 sin 3𝑥 

 = 𝑃𝑛(𝑥) cos𝛽𝑥 + 𝑄𝑚(𝑥) sin 𝛽𝑥 

 

𝑃𝑛(𝑥) = 0  

 

𝑄𝑚(𝑥) = 2 = 𝑄0(𝑥) 

 

𝑚 = 0  

 

sin 𝛽𝑥 = sin 3𝑥  

 

𝛽 = 3 

 

𝛽𝑖 = 3 𝑖 sama dengan salah satu akar 

persamaan karakteristik   𝑘2 + 9 = 0 

 

(𝑘1 = 3 𝑖 = 𝛽𝑖 ;   𝑘2 = −3𝑖 ≠ 𝛽𝑖) 

𝑘𝑒𝑡𝑒𝑟𝑎𝑛𝑔𝑎𝑛 𝑏.  𝑝𝑜𝑖𝑛 2) 

 

𝑦𝐾 = 𝑥{𝑈𝛿(𝑥) cos𝛽𝑥 + 𝑉𝑠(𝑥) sin 𝛽𝑥}  

 

= 𝑥{𝑈𝛿(𝑥) cos3𝑥 + 𝑉𝑜(𝑥) sin 3𝑥} 

 

𝑦𝐾 = 𝑥{𝑎 cos 3𝑥 + 𝑏 sin 3𝑥} 

 

𝑦𝐾 ′ = {𝑎 cos3𝑥 + 𝑏 sin 3𝑥}

+ 𝑥{−3 𝑎 sin 𝑥 + 3 𝑏 cos3𝑥} 
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𝑦𝐾" = {−3 𝑎 sin 3𝑥 + 3 𝑏 cos3𝑥}

+ {−3 𝑎 sin 3𝑥 + 3 𝑏 cos 3𝑥} 

+ 𝑥{−9 𝑎 cos 3𝑥 − 9 𝑏 sin 3𝑥} 

 

disubstitusikan ke 

 

 𝑦𝐾" + 9𝑦𝐾 = 2 sin 3𝑥 

 

didapat (−6 𝑎 sin 3𝑥 + 6 𝑏 cos3𝑥) 

𝑥(−9 𝑎 cos 3𝑥 − 9 𝑏 sin 3𝑥)

+ 9𝑥(𝑎 cos 3𝑥 + 6 sin 3𝑥) 

= 2 sin 3𝑥 

 

−6 𝑎 sin 3𝑥 + 6 𝑏 cos3𝑥

= 2 sin 3𝑥 + 0 cos 3𝑥 

 

−6𝑎 = 2  

𝑎 =  −1/3 

6 𝑏 = 0  

𝑏 = 0 

 

𝑦𝐾 = 𝑥{𝑎 cos 3𝑥 + 𝑏 sin 3𝑥}  

 

𝑦𝐾 = −
1

3
𝑥 cos 3𝑥 

 

Jawab umum: 

 

𝑦 = 𝑦𝐻 + 𝑦𝐾  

 

𝑦 = 𝑐1 cos3𝑥 + 𝑐2 sin 3𝑥 −
1

3
𝑥 cos 3𝑥 
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3) Jika 𝑓(𝑥) = 𝑒𝛼𝑥{𝑃𝑛(𝑥) cos𝛽𝑥 +

𝑄𝑚(𝑥) sin 𝛽𝑥}, maka seperti pada B) 

sebelumnya, 𝑦𝐾  dicari sebagai berikut: 

 

a) Jika (𝛼 + 𝛽𝑖) bukan akar persamaan 

karakteristik, maka: 

 

𝑦𝐾 = 𝑒
𝛼𝑥{𝑈𝑠(𝑥) cos𝛽 𝑥 + 𝑉𝑠(𝑥) sin 𝛽𝑥} 

 

b) Jika (𝛼 + 𝛽𝐼) akar persamaan 

karakteristik, maka: 

𝑦𝐾 = 𝑥 𝑒
𝛼 𝑥{𝑈𝑠(𝑥) cos𝛽 𝑥 + 𝑉𝑠(𝑥) sin 𝛽𝑥} 

 

4) PD: 𝑦" + 𝑝𝑦′ + 𝑞𝑦 = 𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥) + ⋯+

𝑓𝑡(𝑥) 

 

Ruas kanan terdiri atas t fungsi x 

 

Jawab umumnya: 

 

𝑦 = 𝑦𝐻 + 𝑦𝐾1 + 𝑦𝐾2 +⋯+ 𝑦𝐾𝑡  

 

dimana 𝑦𝐾𝑛  (dengan 𝑛 = 1,2,… , 𝑡): 

 

Jawab khusus PD: 

 

𝑦" + 𝑝𝑦′ + 𝑞𝑦 = 𝑓𝑛(𝑥) 

 

c. Jika 𝑓(𝑥) = 𝑒𝛼 𝑥{𝑃𝑛(𝑥) cos𝛽𝑥 + 𝑄𝑚(𝑥) sin 𝛽𝑥}, 

maka seperti pada sebelumnya, 𝑦𝐾  dicari sebagai 

berikut: 
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1) Jika (𝛼 + 𝛽𝑖) bukan akar persamaan 

karakteristik, 

maka: 

 

𝑦𝐾 = 𝑒
𝛼 𝑥{𝑈𝑠(𝑥) cos𝛽𝑥 + 𝑉𝑠(𝑥) sin 𝛽𝑥} 

 

2) Jika (𝛼 + 𝛽𝐼) akar persamaan karakteristik, 

maka 

 

𝑦𝐾 = 𝑥𝑒
𝛼 𝑥{𝑈𝑠(𝑥) cos𝛽𝑥 + 𝑉𝑠(𝑥) sin 𝛽𝑥} 

 

 

d. PD: 𝑦" + 𝑝 𝑦′ + 𝑞 𝑦 = 𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥) + ⋯+

𝑓𝑡(𝑥) 

Ruas kanan terdiri atas t fungsi x 

 

Jawab umumnya: 

𝑦 = 𝑦𝐻 + 𝑦𝐾1 + 𝑦𝐾2 +⋯+ 𝑦𝐾𝑡  

 

dimana 𝑦𝐾𝑛(dengan 𝑛 = 1,2,… , 𝑡); 

 

Jawab khusus PD: 

 

𝑦" + 𝑝 𝑦′ + 𝑞 𝑦 = 𝑓…(𝑥) 

 

Contoh 11: 

 

𝑦" + 3 𝑦′ + 2 𝑦 = (5𝑥 + 1) + 4𝑒𝑥 − 3 cos 2𝑥

≠ 6 sin 𝑥 

 

Ruas kanan 𝑓(𝑥) = 𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥) + 𝑓3(𝑥) +

𝑓4(𝑥) 
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dimana 

 

𝑓1(𝑥) = (5𝑥 + 1) 

 

                    𝑓2(𝑥) = 4𝑒
𝑥   

 

𝑓3(𝑥) = −3 cos 2𝑥  

 

𝑓4(𝑥) = 6 sin 𝑥 

 

Jawab umum: 𝑦 = 𝑦𝐻 + 𝑦𝐾1 + 𝑦𝐾2 + 𝑦𝐾3 + 𝑦𝐾4 

 

𝑦𝐻 jawab umum dari 𝑦" + 3 𝑦′ + 2 𝑦 = 0 

𝑦𝐾1 jawab khusus dari 𝑦" + 3 𝑦′ + 2 𝑦 =

(5𝑥 + 1) 

 

𝑦𝐾2 jawab khusus dari 𝑦" + 3 𝑦′ + 2 𝑦 = 4𝑒𝑥 

 

𝑦𝐾3 jawab khusus dari 𝑦" + 3 𝑦′ + 2 𝑦 =

−3 cos 2𝑥 

 

𝑦𝐾4 jawab khusus dari 𝑦" + 3 𝑦′ + 2 𝑦 = 6 sin 𝑥 

 

Contoh 12: 

 

𝑦′′ − 2𝑦′ + 𝑦 = 6𝑒𝑥 → 𝑘2 − 2𝑘 + 1 = 0 

↳ 𝑘1 = 1 

↳ 𝑘2 = 1 

 

∗) 𝑦𝑘 = 𝑐1𝑒
𝑥 + 𝑐2𝑥𝑒

𝑥  

 

*) Mencari 𝑦𝑘  𝑓(𝑥) = 𝑃𝑚(𝑥)𝑒
𝑥 
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↳ 𝑃𝑚(𝑥) = 6 → 𝑚 = 0  

↳ 𝑒𝛼𝑥 = 𝑒𝑥 → 𝛼 = 1  

𝛼 = 1 sama kedua akar 𝑘1 = 𝑘2 = 𝛼 = 1  

 

𝑦𝑘 = 𝑥
2𝑄𝑢(𝑥)𝑒

𝑥 

↳ 𝑦𝑘 = 𝑎0𝑥
2𝑒𝑥 

 

𝑦𝑘
′ = 2𝑎0𝑥𝑒

𝑥 + 𝑎0𝑥
2𝑒𝑥 

 = (2𝑎0𝑥 + 𝑎0𝑥
2)𝑒𝑥 

 

𝑦𝑘
′′ = 2𝑎0𝑒

𝑥 + 2𝑎0𝑥𝑒
𝑥 + 2𝑎0𝑥𝑒

𝑥 + 𝑎0𝑥
2𝑒𝑥 

 = (2𝑎0 + 4𝑎0𝑥 + 𝑎0𝑥
2)𝑒𝑥 

 

𝑦𝑘
′′ − 2𝑦𝑘

′ + 𝑦𝑘  

↳ (2𝑎0 + 4𝑎0𝑥 + 𝑎0𝑥
2) − 2(2𝑎0𝑥 + 𝑎0𝑥

2)

+ 𝑎0𝑥
2 

 

2𝑎0  = 6 

↳ 𝑎0 = 3 

𝑦𝑘 = 3𝑥
2𝑒𝑥  

 

Jawab: 

𝑦 = 𝑦𝑀 + 𝑦𝑘  

↳ 𝑦𝑘 = 𝑐1𝑒
𝑥 + 𝑐2𝑥𝑒

𝑥 + 3𝑥2𝑒𝑥  

  = (𝑐1 + 𝑐2𝑥 + 3𝑥
2)𝑒𝑥  

hasil: 

𝑦′ = 𝑐1𝑒
𝑥 + 𝑐2𝑒

𝑥 + 𝑐2𝑥𝑒
𝑥 + 6𝑥𝑒𝑥 + 3𝑥2𝑒𝑥 

𝑦′′ = 𝑐1𝑒
𝑥 + 𝑐2𝑒

𝑥 + 𝑐2𝑥𝑒
𝑥 + 𝑐2𝑥𝑒

𝑥 + 6𝑒𝑥

+ 6𝑥𝑒𝑥 + 6𝑥𝑒𝑥 + 3𝑥2𝑒𝑥 
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𝑐1 + 2𝑐2 + 𝑐2𝑥 + 6 + 12𝑥 + 3𝑥
2 − 2𝑐1 −

2𝑐2 − 2𝑐2𝑥 − 12𝑥 − 6𝑥
2 + 𝑐1 + 𝑐2 + 3𝑥

2 = 6 

cocok 

 

Contoh 12: 

 

𝑦′′ + 3𝑦′ + 2𝑦 = 𝑒−𝑥 

𝑘2 + 3𝑘 + 2 = 0 

↳ (𝑘 + 1)(𝑘 + 2) = 0 

↳ 𝑘1 = −1
↳ 𝑘2 = −2

 } 𝑘1 ≠ 𝑘2 

 

Mencari 𝑦𝑘  

𝑘1 = −1 = 𝛼 

𝑘2 = −2 ≠ 𝛼 

↳ 𝛼 sama salah satu akar 

↳ 𝑦𝑘 = 𝑥𝑎𝑒
𝛼𝑥 

   = 𝑎𝑥𝑒𝛼𝑥 

   ≈ 𝑎𝑥𝑒−𝑥 

 𝑦𝑘
′ = 𝑎𝑒−𝑥 + 𝑎𝑥(−𝑒−𝑥) 

   = (𝑎 − 𝑎𝑥)𝑒−𝑥 

𝑦𝑘
′′ = −𝑎𝑒−𝑥 + (−𝑎 + 𝑎𝑥)𝑒−𝑥 

= (−2𝑎 + 𝑎𝑥)𝑒−𝑥 

 

4. Rangkuman 

Cara mencari 𝑦𝐾  dipengaruhi oleh bentuk umum dari 

𝑓(𝑥), yaitu ruas kanan dari PD (*) sebagai berikut: 

 

Jika 𝑓(𝑥) = 𝑃𝑛(𝑥)𝑒𝛼𝑥, dimana 𝑃𝑛(𝑥) adalah 

Polinomial atau suku banyak derajat n dalam x, maka 

𝑦𝐾  dicari sebagai berikut: 

 

1) Jika 𝛼 bukan akar persamaan karakteristik 
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𝑘2 + 𝑝 𝑘 + 𝑞 = 0 (𝑘1 ≠ 𝛼; 𝑘2 ≠ 𝛼) 

 

maka 

𝑦𝐾 = 𝑄𝑛(𝑥)𝑒
𝛼𝑥  

 

dimana 𝑄𝑛(𝑥) adalah suku banyak derajat n 

yang dikoefisien-koefisiennya masih harus 

dicari dari hubungan: 

 

𝑦𝐾" + 𝑝 𝑦𝐾′ + 𝑞 𝑦𝐾 = 𝑓(𝑥) 

 

2) Jika 𝛼 sama dengan salah satu akar persamaan 

karakteristik 

 

𝑘2 + 𝑝𝑘 + 𝑞 = 0 (𝑘1 = 𝛼; 𝑘2 ≠ 𝛼) 

maka 

𝑦𝐾 = 𝑥 𝑄𝑛 (𝑥) 𝑒
𝛼𝑥  

 

dimana 𝑄𝑛(𝑥) adalah suku banyak derajat n 

yang koefisien-koefisiennya dicari dari 

hubungan: 

 

𝑦𝐾" + 𝑝 𝑦𝐾′ + 𝑞 𝑦𝐾 = 𝑓(𝑥) 

 

3) Jika 𝛼 sama dengan kedua akar persamaan 

karakteristik 

 

𝑘2 + 𝑝𝑘 + 𝑞 = 0 (𝑘1 = 𝑘2 = 𝛼) 

maka: 

𝑦𝐾 = 𝑥
2𝑄𝑛(𝑥)𝑒

𝛼𝑥  

 



421 

dimana 𝑄𝑛(𝑥) adalah suku banyak derajat n 

yang koefisien-koefisien dicari dari hubungan: 

 

𝑦𝐾" + 𝑝 𝑦𝐾′ + 𝑞 𝑦𝐾 = 𝑓(𝑥) 

 

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek 

Carilah jawab umum dan jawab khusus dari persamaan 

diferensial berikut: 

a. 𝑦" − 4𝑦′ + 4𝑦 = 𝑥2 

b. 𝑦" − 𝑦 = 𝑒𝑥 

 

6. Evaluasi Pembelajaran 

Carilah jawab umum dan jawab khusus dari persamaan 

diferensial berikut: 

 

𝑦" − 2𝑦′ + 5𝑦 = 𝑒𝑥 cos2𝑥 

7. Umpan Balik 

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada 

pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-

soal yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban 

maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan. 

 

IV. Penutup 

1. Rangkuman 

Modul ini memuat rangkuman materi yang tercantum 

pada rangkuman kegiatan pembelajaran 1 dan 2. Modul 

ini menuntun mahasiswa memahami materi Persamaan 

Diferensial Linier Order 2 dengan Koefisien Konstan 

secara mandiri maupun kelompok. Selanjutnya 

dilakukan assessment yaitu dengan melakukan kuis 

pada materi yang telah dipelajari. 
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2. Petunjuk Jawaban Evaluasi Kegiatan Pembelajaran 

Jawaban dari evaluasi tidak dicantumkan, dikarenakan 

setiap permasalahan dapat diselesaiakan dengan 

jawaban yang terbuka. 

3. Daftar Istilah 

Polinomial : Fungsi matematika berbentuk jumlah dari  

variabel berpangkat non-negatif dengan 

koefisien tetap 

Karakteristik : Ciri khas atau fitur utama dari fungsi atau  

sistem 

Homogen : Persamaan atau fungsi yang tetap  

konsisten jika semua variabel dikalikan 

dengan faktor yang sama 
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