BMP.UKI: S-03-KI1I-TE-11-2024

BUKU MATERI PEMBELAJARAN
KALKULUS Il

Penulis:

Stepanus, S.T., M.T.

PROGRAM STUDI TEKNIK ELEKTRO
FAKULTAS TEKNIK
UNIVERSITAS KRISTEN INDONESIA
JAKARTA
2024




KATA PENGANTAR

Segala puji dan syukur hanya bagi Tuhan Yesus
Kristus, oleh karena anugerah-Nya yang melimpah,
kemurahan dan kasih setia yang besar akhirnya penyusun
dapat menyelesaikan Buku Materi Pembelajaran (BMP)
“KALKULUS II”.

BMP ini disusun sebagai buku ajar matakuliah
Kalkulus 11 di Prodi Teknik Elektro, Fakultas Teknik
Universitas Kristen Indonesia, Jakarta. BMP ini terdiri dari
dua belas modul yang secara keseluruhan memiliki bobot 4
sks, dimana masing-masing modul akan memperlihatkan
pokok-pokok penting yang harus dipahami mahasiswa.
Dalam membantu pembaca untuk memahami semua materi
tersebut, BMP ini dilengkapi dengan contoh soal dan
penyelesaiaannya, serta latihan soal.

Penyusunan Buku Materi Pembelajaran ini tentu
tidak terlepas dari dukungan berbagai pihak, baik berupa
dukungan materi maupun moril. Penyusun menyadari
bahwa BMP ini jauh dari kata sempurna dan banyak
kekurangan sehingga penyusun membutuhkan Kritik dan
saran yang bersifat positif untuk menyempurnakan BMP
ini. Semoga BMP ini dapat bermanfaat bagi para pembaca
dan pada umumnya mahasiswa.

Akhir kata penyusun mengucapkan terimakasih dan
salam untuk kita semua.

Jakarta, 01 Januari 2024
Penyusun,

Stepanus, ST., MT.
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10.

PETUNJUK PENGGUNAAN BUKU MATERI

PEMBELAJARAN

Penjelasan Bagi Mahasiswa:

Bacalah Buku Materi Pembelajaran ini dengan seksama mulai dari kata
pengantar sampai dengan latihan soal, kemudian pahami seluruh materi yang
termuat di dalamnya.

Bacalah dengan seksama tujuan akhir untuk mengetahui apa yang akan
diperoleh setelah mempelajari materi ini.

Buku Materi Pembelajaran ini memuat informasi tentang apa yang harus
Anda lakukan untuk mencapai tujuanantara pembelajaran.

Pelajari dengan seksama materi tiap kegiatan belajar, jika ada informasi
yang kurang jelas atau mengalami kesulitan dalam mempelajari setiap
materi, sebaiknya berkonsultasi pada pengajar.

Perhatikan langkah-langkah dalam melakukan pekerjaan dengan benar untuk
mempermudah dalam memahami suatu proses pekerjaan.

Kerjakan soal-soal dalam cek kemampuan untuk mengukur sampai sejauh
mana pengetahuan yang telah Anda miliki.

Selesaikan semua latihan soal yang terdapat di dalam modul ini agar
pemahaman Anda berkembang dengan baik.

Setiap mempelajari satu sub kompetensi, Anda harus mulai dari menguasai
pengertian-pengertian dalam uraian materi, melaksanakan tugas-tugas dan
mengerjakan latihan soal.

Dalam menyelesaikan latihan soal, Anda tidak diperkenankan berdiskusi
dengan teman Anda sebelum selesai mengerjakan latihan soal dan diskusi
kelompok.

Membahas hasil pekerjaan Anda dengan teman sekelas dalam bentuk
kelompok dan kerjakan soal diskusi kelompok.
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CAPAIAN PEMBELAJARAN LULUSAN: SIKAP, PENGETAHUAN,KETERAMPILAN UMUM,
DAN KETERAMPILAN KHUSUS

Capaian pembelajaran lulusan Program Studi Teknik Elektro yang dibebankan pada matakuliah Kalkulus Il adalah:

Sikap:

Menghargai keanekaragaman budaya, pandangan, agama, dan kepercayaan, serta pendapat atau temuan
orisinalorang lain.

S5

S9 | Menunjukkan sikap bertanggungjawab atas pekerjaan di bidang keahliannya secara mandiri

Rendah hati, berbagi dan peduli, disiplin, professional dan bertanggung jawab serta berintegritas dalam
melaksanakan tugas yang dipercayakan

S11

Keterampilan Umum:

KU1 Mampu menerapkan pemikiran logis, Kkritis, sistematis, dan inovatif dalam konteks pengembangan atau
implementasi ilmu pengetahuan dan teknologi yang memperhatikan dan menerapkan nilai humaniora yang sesua
dengan bidang keahliannya

KU2 Mampu menunjukkan kinerja mandiri, bermutu, dan terukur.




KUG6

Mampu memelihara dan mengembangkan jaringan kerja dengan pembimbing, kolega, sejawat baik di dalam
maupun di luar lembaganya.

KU7

Mampu bertanggungjawab atas pencapaian hasil kerja kelompok dan melakukan supervisi dan evaluasi terhadap
penyelesaian pekerjaan yang ditugaskan kepada pekerja yang berada di bawah tanggung-jawabnya

KU8

Mampu melakukan proses evaluasi diri terhadap kelompok kerja yang berada dibawah tanggung jawabnya, dan
mampu mengelola pembelajaran secara mandiri.

KU9

Mampu mendokumentasikan, menyimpan, mengamankan dan menemukan kembali data untuk menjamin
kesahihan dan mencegah plagiasi.

Keterampilan Khusus:

KK1 Mampu menerapkan pengetahuan matematika, ilmu pengetahuan alam (engineering principle), teknologi informasi
dan komunikasi untuk menyelesaikan permasalahan rekayasa komplek di bidang energi listrik dan Kontrol

KK2 Mampu mendesain komponen, sistem dan/atau proses untuk memenuhi kebutuhan yang diharapkan di dalam
batasan-batasan realistis, misalnya hukum, ekonomi, lingkungan, sosial, politik, kesehatan dan keselamatan,
keberlanjutan serta untuk mengenali dan/atau memanfaatkan potensi sumber daya lokal dan nasional dengan
wawasan global

KK6| Mampu berkomunikasi secara efektif baik lisan maupun tulisan serta mampu bekerja dalam tim




Pengetahuan:

P1 Menguasai pengetahuan matematika level universitas termasuk kalkulus integral diferensial, aljabar linier, variabel

kompleks, serta probabilitas dan statistik

Capaian Pembelajaran Mata Kuliah (CPMK)

CPMK1

Mampu menyelesaikan fungsi variabel banyak, memahami dan menghitung turunan parsial fungsi dua
variabel/tiga variabel, turunan parsial

CPMK2

Mampu mengaplikasikan bidang tangent, garis normal, nilai ekstrem, aproksimasi

CPMK3

Mampu memahami dan menyelesaikan Integral lipat dua: koordinat kartesius/koordinat polar

CPMK4

Mampu menghitung integral lipat tiga

CPMK5

Mampu menyelesaikan persamaan deferensial linier orde 1

CPMKG6

Mampu menyelesaikan persamaan deferensial linier dengan koefisien konstan

Xi




UNIVERSITAS KRISTEN INDONESIA

FAKULTAS TEKNIK

PROGRAM STUDI TEKNIK ELEKTRO

RENCANA PEMBELAJARAN SEMESTER

MATA KULIAH KODE RUMPUN BOBOT | SEMESTER TANGGAL PENYUSUNAN
MK (SKS)
Kalkulus 11 520241012 Matematika 4 Genap 01 Januari 2024
OTORISASI Pengembang RPS Koordinator RMK Ka. PRODI
Tim Penyusun RPS:
1. Stepanus, ST. MT
2. Drs. Anggono HS
Stepanus, ST. MT Ir. Bambang Widodo, MT
Capaian Capaian Pembelajaran Luluusan Program Studi (CPL-Prodi)) Yang Dibebankan Pada

Pembelajaran (CP)

Mata Kuliah
S5 Menghargai keanekaragaman budaya, pandangan, agama, dan kepercayaan, serta
pendapat atau temuan orisinal orang lain.
S9 Menunjukkan sikap bertanggungjawab atas pekerjaan di bidang keahliannya
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secara mandiri

Rendah hati, berbagi dan peduli, disiplin, professional dan bertanggung jawab,

S11 serta berintegritas dalam melaksanakan tugas yang dipercayakan

KU1 Mampu menerapkan pemikiran logis, Kritis, sistematis, dan inovatif dalam
konteks pengembangan atau implementasi ilmu pengetahuan dan teknologi yang
memperhatikan dan menerapkan nilai humaniora yang sesuai dengan bidang
keahliannya

KU2 Mampu menunjukkan kinerja mandiri, bermutu, dan terukur.

KUG Mampu memelihara dan mengembangkan jaringan kerja dengan pembimbing,
kolega, sejawat baik di dalam maupun di luar lembaganya.

KU7 Mampu bertanggungjawab atas pencapaian hasil kerja kelompok dan melakukan
supervisi dan evaluasi terhadap penyelesaian pekerjaan yang ditugaskan kepada
pekerja yang berada di bawah tanggung-jawabnya

KU8 Mampu melakukan proses evaluasi diri terhadap kelompok kerja yang berada
dibawah tanggung jawabnya, dan mampu mengelola pembelajaran secara
mandiri.

KU9 Mampu mendokumentasikan, menyimpan, mengamankan, dan menemukan
kembali data untuk menjamin kesahihan dan mencegah plagiasi.

KK1 Mampu menerapkan pengetahuan matematika, ilmu pengetahuan alam
(engineering principle), teknologi informasi dan komunikasi untuk menyelesaikan
permasalahan rekayasa komplek di bidang energi listrik dan kontrol

KK2 Mampu mendesain komponen, sistem dan atau proses untuk memenuhi kebutuhan
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yang diharapkan di dalam batasan-batasan realistis, misalnya hukum, ekonomi,
lingkungan, sosial, politik, kesehatan dan keselamatan, keberlanjutan serta untuk
mengenali dan/atau memanfaatkan potensi sumber daya lokal dan nasional
dengan wawasan global

KK6 Mampu berkomunikasi secara efektif baik lisan maupun tulisan serta mampu
bekerja dalam tim
P1 Menguasai pengetahuan matematika level universitas termasuk kalkulus integral

diferensial, aljabar linier, variable kompleks, serta probabilitas dan statistik

Capaian Pembelajaran Mata Kuliah (CPMK)

CPMK1 Mampu menyelesaikan fungsi variabel banyak, memahami dan menghitung
turunan parsial fungsi dua variabel/tiga variabel, turunan parsial

CPMK2 Mampu mengaplikasikan bidang tangent, garis normal, nilai ekstrem, aproksimasi

CPMK3 Mampu memahami dan menyelesaikan Integral lipat dua: koordinat
kartesius/koordinat polar

CPMK4 Mampu menghitung integral lipat tiga

CPMK5 Mampu menyelesaikan persamaan deferensial linier orde 1

CPMKG6 Mampu menyelesaikan persamaan deferensial linier dengan koefisien konstan

Deskripsi Singkat
MK

Pada mata kuliah ini dipelajari matematika lanjut mahasiswa dibekali konsep berpikir matematis
dalam menyelesaikan masalah-masalah rekayasa, pemodelan dan lain-lain dalam keteknikan yang
berkaitan dengan aplikasi tentang fungsi variable banyak, turunan parsial, integral lipat dua dan tiga,
dan penyelesaian persamaan deferensial dengan variabel dapat dipisah, homogen, linier, Bernoulli,
exact, faktor integrasi, contoh aplikasi Persamaan deferensial linier order 2 dengan koefisien konstan,
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Persamaan deferensial linier order n > 3 dengan koefisien konstan. Contoh aplikasi, khususnya
rangkaian listrik. Persamaan deferensial linier order 2 dengan koefisien variabel.

Bahan Kajian

1.

Fungsi variabel banyak, Turunan parsial fungsi dua variabel/tiga variabel, turunan parsial ke- n >
2, turunan parsial fungsi implisit, fungsi majemuk, increment total dan diferensial total

2. Aplikasi: bidang tangent, garis normal, nilai ekstrem, aproksimasi Aw ~ dw
3. Integral lipat dua: koordinat kartesius/koordinat polar. Contoh penggunaan: mencari luas, massa,

rapat massa, titik berat

Integral lipat tiga dalam koordinat kartesius dan kordinat polar, kordinat silinder dan kordinat bola
beserta contoh penggunaannya

Persamaan deferensial linier order 1variabel dapat dipisah, homogen, exact, faktor integrasi,
Persamaan deferensial Bernoulli, contoh aplikasi khususnya rangkaian listrik

Persamaan deferensial linier order 2 dengan koefisien konstan, Persamaan deferensial linier order
n > 3 dengan koefisien konstan

Pustaka

Utama:

1.

Spiegel Murray, R., Koko Martono, (1989), Matematika Lanjutan Untuk Insinyur dan Iimuwan,
Erlangga

Purcell Edwin J., (2006), Calculus, 9th Ed., Prentice Hall

Erwin Kreyszig, (2006), Advanced Engineering Mathematics, Student Solutions Manual and Study
Guide, 9th Ed., John Wiley

Penunjang:

1.
2.

Ayres Frank. Jr. (1972). Differential Equations. Schaum’s Outline Series.
Piskunov. M. (1969). Differential and Integral Calculus. Moscow: MIR Publishers.
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3. Ayres, Frank. Jr. (1972). Calculus. Schaum’s Outline Series.
4. Spiegel, Murray R. (1989). Advance Mathematics for Engineers & Scientifics. Schaum’s Outline

Series.

5. Croft A., R. Davison and M. Hargreaves, (2000), Engineering Mathematics, Addison Wesley

o

Ayres Frank. Jr, (1972), Differential Equations, Mc-Graw Hill.

7. Murray R., Spiegel Jr. (1991). Kalkulus Lanjutan. Jakarta: Erlangga.

Perangkat lunak:

Perangkat keras:

Media _ Komputer
Pembelajaran
LCD
Nama Dosen Stepanus, ST, MT
Matakuliah syarat | -
Mg| Sub-CP-MK Bahan Kajian Bentuk dan | Estimasi | Pengalaman Sl
Ke- . Wakt Belaj
: (Kemampuan (Materi Per':ltf:l);;a - Maf];sjiz\tva
Akhir yang Pembelajaran) o ) (menit) Kriteria | Indikator | Bobo
Direncanakan) t
(Media dan
Sumber
Belajar)
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(1) (2) 3) (4) (5) (6) (7) (8) (9)
1-3| Mampu Fungsi variabel Bentuk: Mahasiswa Ketepata | 1. Ketepatan 4%
menyelesaikan banyak, Turunan . mendengarka | n penyelesaia
. . . Kuliah KPB . .
fungsi variabel | parsial fungsi dua 2X(2X50 n, berdiskusi, n turunan
banyak, variabel/tiga Metode: ) mengejarkan parsial dua
memahami dan | variabel, turunan latihan dan variable
menghitung parsial ke- n>2 Ceramah, quiz atau lebih
turunan parsial turunan arsi;I’ Diskusi, KPT
. P __p . Responsi, :2X(2x60 . Ketepatan
fungsi dua fungsi implisit, :
. . R Tugas ) penyelesaia
variabel/tiga fungsi majemuk,
. . n turunan
variabel, turunan | increment total .
arsial dan diferensial KM: parsial
P 2X(2x60) fungsi
total o
implisit
(680) . Ketepatan
penyelesaia
n turunan
parsial
fungsi
majemuk
. Ketepatan
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penyelesaia
n

increment
total dan
diferensial
total
4 | Mampu Aplikasi: bidang | Bentuk: Mahasiswa Ketepata | Ketepatan 4%
mengaplikasikan | tangent, garis . mendengarka | n penyelesaian
. . Kuliah KPB i . N
bidang tangent, | normal, nilai n, berdiskusi, menyelidiki
. :2X(2x50 : .
garis normal, ekstrem, Metode: ) mengejarkan titik
nilai ekstrem, aproksimasi Aw latihan dan maksimum
aproksimasi ~dw Ceramah, uiz atau minimum
P Diskusi, ket |9
Responsi, :2X(2x60
Tugas )
KM:
1x(2x60)
(680)
5-7| Mampu Integral lipat dua: | Bentuk: Mahasiswa Ketepata | 1. Ketepatan | 7 %
memahami dan | koordinat mendengarka | n penyelesa
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menyelesaikan
Integral lipat dua:
koordinat
kartesius/koordin
at polar.

kartesius/koordin
at polar. Contoh
penggunaan:
mencari luas,
massa, rapat
massa, titik berat

Kuliah
Metode:

Ceramah,
Diskusi,
Responsi,
Tugas

KPB
:3x(2x50
)

KPT
:3x(2x60
)

KM:
3x(2x60)

(1020)

n, berdiskusi,
mengejarkan
latihan dan
quiz

ian
integral
lipat dua

Ketepatan
penyelesa
ian
mencari
luas

Ketepatan
penyelesa
ian
mencari
massa

Ketepatan
penyelesa
ian
mencari
rapat
massa

Ketepatan
penyelesa
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ian

mencari
titik berat
8 | Evaluasi Tengah Semester 30 %
9- | Mampu Integral lipat tiga | Bentuk: Mahasiswa Ketepata Ketepatan 7%
1 | menghitung dalam koordinat . mendengarka | n penyelesaia
. . . . Kuliah KPB . . .
0 | integral lipat tiga | kartesius dan 2X(2X50 n, berdiskusi, n integral
kordinat polar, Metode: ' mengejarkan dalam
kordinat silinder ) latihan dan kordinat
dan kordinat bola Ce.zrama.\h, quiz kartesius
beserta contoh Diskusi, . KPT
penggunaannya Responsi, :2X(2x60 Ketepatan
Tugas ) penyelesaia
n integral
KM: dalam
1x(2x60) kordinat
polar
(680) Ketepatan
penyelesaia
n integral
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dalam
kordinat
silinder

4. Ketepatan

penyelesaia
n integral
dalam
kordinat
bola

11
13

Mampu
menyelesaikan
persamaan
deferensial linier
orde 1

Persamaan
deferensial linier
order 1 variabel
dapat dipisah,
homogen, exact,
faktor integrasi,
Persamaan
deferensial
Bernoulli, contoh
aplikasi
khususnya

Bentuk:
Kuliah
Metode:

Ceramah,
Diskusi,
Responsi,
Tugas

KPB
:3x(2x50
)

KPT
:3x(2x60
)

KM:
3x(2x60)

Mahasiswa
mendengarka
n, berdiskusi,
mengejarkan
latihan dan
quiz

Ketepata
n

1. Ketepatan
penyelesaian
PD linier
dengan
variabel yang
mudah dipisah

2. Ketepatan
penyelesaian
PD homogen

3. Ketepatan

4%

XXi




rangkaian listrik

penyelesaian

PD exact
(1020)
4. Ketepatan
penyelesaian
faktor
integrasi
5. Ketepatan
penyelesaian
PD Bernoulli
14-| Mampu Persamaan Bentuk: Mahasiswa Ketepata | 1. Ketepatan 4%
15 | menyelesaikan | deferensial linier . mendengarka | n penyelesaian
Kuliah KPB . . .
persamaan order 2 dengan 3X(2X50 n, berdiskusi, jawab umum
deferensial linier | koefisien Metode: ) mengejarkan PD linier
dengan koefisien | konstan, Ceramah latihan dan homogen dan
konstan Persamaan . o quiz tak homogen
e Diskusi, KPT
deferensial linier . order 2 dengan
Responsi, :3X(2x60 .
order n >3 TLdas ) koefisien
dengan koefisien g konstan
konstan. KM: 2. Ketepatan
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3x(2x60)

(1020)

penyelesaian
jawab umum
PD linier
homogen dan
tak homogen
ordern>3
dengan
koefisien
konstan

16

Evaluasi Akhir Semester

35 %
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SISTEM PENILAIAN

I. PERSYARATAN UMUM

A. Kehadiran:

1. Jumlah kuliah tatap muka per semester yang harus dihadiri oleh mahasiswa/i adalah 16 pertemuan.

2. Batas toleransi kehadiran mahasiswa/i 75 % dari total jumlah pertemuan.

3. Kiriteria ketidakhadiran mahasiswa/i adalah: S (sakit) ditandai dengan surat keterangan dokter, I (ljin) ditandai
dengan surat ijin resmi, dan A (Alpa), maksimal 4x pertemuan kelas.

4. Mahasiswa aktif dan parsitipatif mengikuti ibadah keluarga besar UKI dan tidak diperkenankan melakukan kegiatan
lain selama ibadah berlangsung.

5. Toleransi keterlambatan perkuliahan (dosen + mahasiswa/i) setiap tatap muka adalah 15 menit. Jika setelah 15

B.

menit dosen + mahasiswa/i
tidak hadir maka perkuliahan dibatalkan. (kecuali ada persetujuan atau ada masalah tertentu).

Perkualiahan:

1.
2.
3.

N o ok

Mata kuliah yang dilaksanakan mahasiswa berbasis KKNI.

Mata kuliah berbasis KKNI dinilai/dievaluasi per topik yang telah tuntas

Persentase penilaian/evaluasi ditentukan oleh dosen yang bersangkutan sesuai kompetensi MK dan capaian
pembelajaran.

Tidak diperkenankan meninggalkan kelas selama perkuliahan tanpa ijin oleh dosen.

Mahasiswa tidak diijinkan membuka HP saat proses belajar mengajar berlangsung tanpa ijin oleh dosen.

Mahasiswa memakai busana yang sopan.

Tidak membuat kegaduhan selama proses pembelajaran berlangsung.
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C. Kejahatan akademik: plagiarisme Menurut Peraturan Menteri Pendidikan R Nomor 17 Tahun 2010:
“Plagiat adalah perbuatan sengaja atau tidak sengaja dalam memperoleh atau mencoba memperoleh kredit atau nilai
untuk suatu karya ilmiah, dengan mengutip sebagian atau seluruh karya dan atau karya ilmiah pihak lain yang diakui
sebagai karya ilmiahnya, tanpa menyatakan sumber secara tepat dan memadai.” (Permendik No 17 Tahun 2010 dan
Panduan Anti Plagiasime terlampir).
Sanksi sesuai Permendik No 17 Tahun 2010 Pasal 12:

teguran;

peringatan tertulis;

penundaan pemberian sebagian hak mahasiswa;

pembatalan nilai satu atau beberapa mata kuliah yang diperoleh mahasiswa;

pemberhentian dengan hormat dari status sebagai mahasiswa;

pemberhentian tidak dengan hormat dari status sebagai mahasiswa; atau

pembatalan ijazah apabila mahasiswa telah lulus dari suatu program.

No ko

ILPERSYARATAN KHUSUS (disesuaikan dengan penilaian dari dosen pengampu)

Tugas dan Tanggung jawab mahasiswa/i

Pada setiap tatap muka mahasiswa/i diwajibkan berpartisipasi aktif dalam proses perkuliahan melalui hal-hal berikut

1. Kuis/Tugas: mahasiswa wajib mempersiapkan diri dan mengikuti kuis regular yang diadakan setiap tatap muka.
Materi kuis diambil dari materi yang dibahas setiap tatap muka hari itu, jawaban ditulis tangan pada buku tugas (log
book)

2. Mahasiswa/i wajib berpartisipasi aktif dalam diskusi yang diadakan dalam setiap tatap muka sesuai kebutuhan
materi perkuliahan (lihat RPS).
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Il.
1.

SISTEM PENILAIAN

Rubrik penilaian kognitif (kuis, UTS, UAS) Contoh
No Kualitas Jawaban Bobot
1. | Mampu menuliskan metode yang digunakan 10 %

2. | Jika langkah 1 benar dapat melakukan perhitungan dengan benar | 40 %

3. | Jika langkah 2 benar, dan mendapat hasil akhir yang benar 50 %

Nilai tiap soal quis/tugas, UTS, UAS: jumlah bobot x 100

Rubrik penilaian sikap

No | Pernyataan Selalu Sering Kadang— Tidak
(SL) (SR) Kadang (KK) | Pernah (TP)
(4) 3) ) 1)

1 | Keaktifan dalam diskusi

2 | Kedisiplinan

3 | Ketepatan waktu mengumpulkan penyelesai quiz/tugas

4 | Dst

Akhir Penilai sikap = (Jumlah nilai/jumlah pernyataan) x 25
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3. Bobot Penilaian

No Aspek Indikator Nilai | Bobot | Nilai x Bobot
1 | Kemampuan Kognitif | Quiz/Tugas ke 1 4%
Quiz/Tugas ke 2 4%
Quiz/Tugas ke 3 7%
uTsS 30 %
Quiz/Tugas ke 4 7%
Quiz/Tugas ke 5 4%
Quiz/Tugas ke 6 4%
UAS 35%
2 | Sikap Sikap 5%
Jumlah 100 %
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4. Skala nilai akhir dalam huruf dan angka:

Nilai Akhir (NA) | Nilai Huraf (NH) | Nilai Mutu (NM)
80,0-100,0 A 4,0
75,0-79,0 A- 37
70,0-74,9 B+ 33
65,0-69,9 B 3,0
60,0-64,9 B- 2,7
55,0-59,9 C 2,3
50,0-54,9 C- 2,0
45,0-49,9 D 1,0

<44,9 E 0

Terima kasih atas kerja sama dan kerja keras mahasiswa sekalian.
Jakarta, 01 Januari 2024

Mengetahui, Disusun Oleh

Ketua Program Studi, Dosen Pengampu,
Y ) +

Ir. Bambang Widodo, MT Stepanus, ST, MT
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MODUL 1

TURUNAN PARSIAL FUNGSI DUA VARIABEL /

TIGA VARIABEL

Pendahuluan
1. Deskripsi Singkat Modul |

Definisi turunan parsial, misalkan f fungsi dua variabel x
dan y. Jika y dijaga agar tetap konstan, katakanlah y = yp,
maka f (X, yo) adalah fungsi satu variabel x. Turunannya
di x = Xo disebut Turunan Parsial f terhadap x di (Xo, Yo)
dan dinyatakan oleh fx (Xo, Yo), dengan notasi:

f(xo+ Ax,yo) — f(x0,¥0)
Ax

fx(X0,¥0) = Alaicr—r}o

Dengan cara yang sama, turunan parsial f terhadap y di
(Xo, Yo) dinyatakan oleh fy (o, o), dengan notasi:

f(xo,y0 + Ay) — f(x0,¥0)
Ay

fy(X0,¥0) = Al3i;r—1}o

. Capaian Pembelajaran Lulusan

Mahasiswa diharapkan dapat menyelesaikan turunan
parsial dua variabel atau lebih.

. Kemampuan Akhir

Mahasiswa diharapkan mampu menyelesaikan turunan
parsial fungsi dua variabel atau tiga variabel.

. Persyaratan Kompetensi

Kegiatan Proses Belajar (KPB): 2x(2x50)
Kegiatan Pembelajaran Terstruktur (KPT): 2x(2x60)
Kegiatan Mandiri (KM): 2x(2x60)



5. Kegunaan Modul

Setelah mempelajari Modul 1, mahasiswa diharapkan
dapat menyelesaikan turunan parsial dua variabel atau
lebih

6. Materi Pokok dan Sub Materi Pokok
a. Turunan parsial pertama fungsi dua variabel
b. Turunan parsial kedua fungsi dua variabel
c. Increment total dan diferensial total

Il. Kegiatan Pembelajaran
Kegiatan Pembelajaran 1
1. Judul Kegiatan Pembelajaran
Turunan Parsial Pertama Fungsi Dua Variabel

2. Kemampuan Akhir (KA) dan Sub Kemampuan Akhir

Kemampuan Akhir: Kemampuan matematis yang meliputi
ketepatan penyelesaian turunan parsial fungsi majemuk
(fungsi dua variabel atau lebih).

Sub kemampuan Akhir: Kemampuan matematis yang
terstruktur yang berkaitan dengan penyelesaian turunan
parsial fungsi majemuk (fungsi dua variabel atau lebih).

3. Uraian, Contoh dan llustrasi

*) Dalam Kalkulus 1
Fungsi satu variabel

y=f(x)
Turunannya: Z—

z=1(x)
Turunannya: —



z=1(y)
Turunannya: g—;

Rumus-rumus turunan pada Kalkulus 1 & 2:

1. (c konstan)

y=¢C
y=0

y=x
y =nx"t

3. y=sinx
y = COS X

4., y=cosX
y =-sinx

5. y=tanx
y = sec?x

6. y=sin(ax +b)
y =acos (ax + b)

7. y=cos (ax +b)
y = -asin (ax + b)

8. y=tan (ax +b)
y = asec’(ax + b)



10.y =e™
y =-e%

11.y=e*
y =ae¥

12.y=Inx
1

y ==

X

Beberapa aturan / sifat Turunan antara lain:

1. y=Ux)xV(x)atauy =UxV
yI=UIiVI

2. y =cu/(ckonstan)
yl — Cul

3.y =U.V
y'=U"V+U.V'

Contoh (1)

a)y =2x*+3x+5

Turunannya:

2 — 4x+3+0
dx



b)z =siny

Turunannya:
% — cos
dy - y

c) Carilah turunan dari:
y =sinx +e”*

Jawab:

d

2 = cosx + e*
ax

*) Dalam Kalkulus 2
Kalkulus fungsi dua variabel:
z =T (x, y) => Bentuk eksplisit

Contoh fungsi 2 variabel:
z=x>+2xy+y*+6x+7y+9
z = sin(x? + y?)

Mencari turunan dari z = f (X, y)

=> turunan bentukya ada 2 macam:

0z

L> Turunan ke x = P
L 0z
> Turunan ke y = 7

Cara mencarinya sebagai berikut:
(i) 2=dariz=F(xy)

dicari dengan menganggap y sebagai konstan

(yang bukan x dianggap konstan)



(ii) 2—;dari z=1(xY)

dicari dengan menganggap x sebagai konstan

(yang bukan y dianggap konstan)

Contoh (2)

z=x>+y3+5x—-7y+8

Carilah:
2z
a) a
0z
b) P
Jawab:
8  Z=2x+0+5-0+0
ox
0z
a = 2x + 5

b) Z—§=0+3y2+0—7+0

9z _ a2 _
ay—3y 7

Contoh (3)

z=Inx+siny+3x—-5y+1



Carilah:
0z
a) a
0z
b) %
Jawab:

) Z=140+43-0+0
d0x x

2_1.3

ax  x
0z
b) —=0+cosy+0—-5+0

oy

0z
5y — C0SY ~ 5

Contoh (4)



9z _ 3
a) — = 2xy
9z _ 29,2
b) ay = X 3y
— 3x2y2
Contoh (5)
7=
Carilah:
0z
a) E
0z
b) 7
Jawab:
0z 2x
) =55
b) z = x%y~3
9z _ 20 4
5y = X (=3y™)
— _3 x2y—4-
3x?



Contoh (6)
Jika z = X2 sin(xy?)
Carilah:
0z
a) a
0z
b) %
Jawab:

a) misal u = x?
u =2x

dan v = sin(xy?)
v’ =y?2. cos(xy?)

0z
—=U'.V+UuU.V’
0x

= 2X . sin(xy?) + x2 . y? . cos(xy?)
= 2x sin(xy?) + x2y? cos(xy?)
b) g—; = x? cos(xy?) . 2xy
= 2 x% cos(xy?)

. Rangkuman

1. y=Ux)xV(x)atauy =UxV
yI:UIiVI



2. y = cu/(ckonstan)
yl — Cu,

3. y=UV
Yy =U.V+U.V

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek
Diketahuiu=x3y?z -2 x?y* +3y?723 — 4 x* 22
Carilah:

ou
a) 5;

ou
b)a
ou
C) 5;
o
dx2

d)

2%u
® 5

0%u

ﬂ 0z2

) 0%u
9 0x0y

2%u
dyox

h)

. 0%u
0 0x0z

10



0%u

j) 0z0x

0%u

k) d0yoz

0%u

I) 0z0y

03u
dx3

03u

a3u
0) 7

Evaluasi Pembelajaran
Diketahuiu=x3y? z -2 x>y +3y? 22 -4 x* 22
Carilah:

23u

a) dx20y

b) 23u

0x20z
03u
C) dy20x

03u
d) —=
d0y“40z

03u

e) 0z2%0x

03u
D —_

dz20y

2%u
0x0yoz

9)

11



7. Umpan Balik
Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada
pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal
yang diberikan, kemudian dilanjutkan dengan diskusi
tentang jawaban maupun perbaikan dari setiap soal-soal
yang diberikan.

I1l. Kegiatan Pembelajaran 2
1. Judul Kegiatan Pembelajaran
Turunan Parsial Kedua Fungsi Dua Variabel

2. Kemampuan Akhir (KA) dan Sub Kemampuan
Akhir

Kemampuan Akhir:  Kemampuan matematis yang
meliputi ketepatan penyelesaian turunan parsial fungsi
majemuk (fungsi dua variabel).

Sub kemampuan Akhir: Kemampuan matematis yang
terstruktur yang berkaitan dengan penyelesaian turunan
parsial fungsi majemuk (fungsi dua variabel).

3. Uraian, Contoh dan llustrasi

*) Turunan parsial ke-2 dari z = f (X, y)
Ingat pada Kalkulus 1:  z =f(x)
dz

Turunan ke-1: —
dx

d (d d?
Turunan ke-2: —(—Z) =22

dx \dx dx?

d (d? d3
Turunan ke-3: —(—Z) == ... dst

dx \dx? dx3

12



*) Kalkulus 2

z=f(x,y)
=> turunan parsialnya
0z o0 [0z 0%z
- |— - —(=)=l—
ke x ke X 0x (6x) x>
key— 9 (a—z) = 0%
y 0y \0x dyodx
0z 0z 0%z
- = - —|=)=
ke y ke x a (ay) oxdy
y oy \dy dy?
l l

Turunan Parsial ke 1

9%z
oxdy

. . 0%z
Kesimpulan terlihat Yyax =

Contoh (7)

Diketahui z = x3 + y* + 5x% — 6y3

Carilah turunan parsial ke 2 nya!

.\ 02z
dx2

0%z

dyox

i)

0%z
dxdy

iD)

13

Turunan Parsial ke 2

+7x+8y—1



.\ 0%z
IV) W

Jawab:

Dicari dahulu turunan parsial ke 1 = 22 jan %
dx ay

0z 2

—=3x“+10x+7

dx

% _ 4y3 —18y? + 8

3y =Y y

Turunan parsial ke 2 nya:
. 0%z d [0z
() 52 =% )
d
=—(3x2+10x+7)
0x

=6x+ 10

(i) 2= = 2 (%)
dyox - dy \0x

d
=—(3x2+10x+7)
dy

(i) 2s = 2 (%)
dxoy T ax ady

0
= 5(43/3 — 18y2 4+ 8)

14



(iv)a_zz -9 (2)
dyz ~ ay \ay

a
— 4 3_1 2
ay(y 8y* +8)

= 12y? — 36y
. 9%z 0%z
Terbukti Yyax — xay

Contoh (8)

Carilah turunan parsial ke-2 dari z = x*y®
Jawab:

Dicari dahulu turunan parsial ke-1:

62_ 3..6
o 4x°y
62_ 4.5
ay—6xy

15



(i) 2= = 2 (%)
dydx - dy \0x

d
— 436=2435
ay(xy) X7y

e 022 o [0z
(Ill)axay - 5(5)
0
=—(6 4,..5
ax(xy)
= 24x3y5
.\ 0%z d [0z
)55 =50)
0
=—(6 4,,5
ay(xy)
= 30x*y*

9%z _ 9%z
dyox - 0xdy

Terbukti

*) Secara serupa dapat dicari turunan parsial dari fungsi 3
variabel

w=f(xy,2)
Turunan parsial (ke 1):

6(0. 6(0. dw

ox’ 9y’ oz

16



Turunan parsial (ke 2):

0%w 0%w 0w 0%w @ d*w 9w
0x2’ 9y2’ 9z2’ 9ydx’ 0zax’ 0zdy

Contoh (9)
w=x%+y3+2z*+x3y%z
Carilah turunan parsialnya (ke 1 dan ke 2)!

Jawab:
Q) 3—‘;’ (yang bukan x dianggap konstan)

ow

a=2x+0+0+3x2y22

= 2x + 3x2%y?z
2 Z—C; (yang bukan y dianggap konstan)

aw_0+3 2+ 0+2x°
ay y xX"yz

= 3y2 + 2x3yz
3) aa—: (yang bukan z dianggap konstan)

Jw
E=0+0+423+x3y2

17



= 473 + x3y?

Cara mencari turunan parsial ke 2 nya:
w20 _ 0 (90
) ax2  ox (ax)
= 9 (2x + 3x%y?z)
0x

=2+ 6xy%z

5 Lo _ 0 (2u)
dyox - dy \0x

0
= 3y (2x + 3x%y?z)

= 6x%yz

o Zo _ 2 (2)
dzdx 9z \dx

0
=3 (2x + 3x%y?z)
= 3x2y?
%w 9 (0w
95 =55 (o)

dy \dy

0
= @(Syz + 2x3yz)

18



= 6y + 2x°z

0 Zo_ 2 (20)
0z0y oz ay

0
=3, (3y? + 2x3yz)

= 2x3y

) To _ 2 (00)
9z2 9z \az

2
= (423 + x3y?)

= 1272

4. Rangkuman

z=1T(x,y)
=> turunan parsialnya

ke x - |Z kexai(a—z)- 2%z
dox dx \0x dx?

ey -2 (%) =[2
y dy \dx dyox

key—|%Z kexai(a—z)- ke
y ay dx \0y - dxdy
ey 2 (2)=[22

y ay \ay/) ~ |ay2

l l
Turunan Parsial ke 1 Turunan Parsial ke 2

19



9%z _ 9%z

dyox _-6x6y

Kesimpulan terlihat

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek

Jika z = X2 sin(xy?)

Carilah:
a) %
b) j—y
C) %i

6. Evaluasi Pembelajaran
Jika z = x? sin(xy?)
Carilah:

0%z

D 5

0%z
d0x0y

b)

C) 0%z
dyox

7. Umpan Balik
Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada
pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal
yang diberikan, kemudian dilanjutkan dengan diskusi
tentang jawaban maupun perbaikan dari setiap soal-soal
yang diberikan.
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IV. Kegiatan Pembelajaran 3
1. Judul Kegiatan Pembelajaran
Increment Total Dan Diferensial Total

2. Kemampuan Akhir (KA) dan Sub Kemampuan
Akhir

Kemampuan Akhir: Kemampuan matematis yang
meliputi ketepatan penyelesaian increment total dan
diferensial total.

Sub kemampuan Akhir: Kemampuan matematis yang
terstruktur yang berkaitan dengan penyelesaian
increment total dan diferensial total.

3. Uraian, Contoh dan llustrasi

*) Increment / perubahan total & Diferensial total
Misal adaz =f(x, y)
Jika variabel x mengalami perubahan sebesar Ax
dan variabel y mengalami perubahan sebesar Ay
maka z akan mengalami perubahan total sebesar Az
Dariz =f(x,y)
z+Az=f(X+ Ax,y+ Ay)

Perubahan total:
[Az=f(x + Ax, y + Ay) - f(xY)]

atau dapat ditulis:
Az =f(X+Ax,y+ Ay) —f(x,y+ Ay) + f(x,y+ Ay)

21



f(x + Ax, y + Ay)- f(x, y + Ay)
= Ax Ax

f(x, y + Ay)-f(xy)
+ Ay Ay

Diferensial total |dz = 2Z Ax + EAy
dx ay

Catatan:

Untuk nilai Ax dan Ay yang cukup kecil maka dz = Az
(nilai dz mendekati nilai Az).

Hal tersebut diatas dapat digunakan untuk menghitung Az
dengan pendekatan dz.

Contoh (10)

Carilah nilai pendekatan dari /(4,05)2 + (2,93)2

Jawab:

J(4,05)2 + (2,93)2
= /(4 +0,05)2 + (3-0,07)?

Bentuk: /(x + Ax)2 + (v + Ay)?
dengan x = 4; Ax = 0,05

y=3; Ay =-0,07
Dimisalkan z = \/x2 + y2
_JEr R

22



=5
z+ Az = \/(x + Ax)? + (v + Ay)?

= /(4,05)2 + (2,93)2

J(4,05)2 + (2,93)2 ~ z + dz
~5+dz

Dihitung dz dengan Rumus:

~ Ox dy

Dariz = \/x2 + y?

atau z = (x2 + y2) /2

didapat - 2= = 2 (x2 + y?) "2 . (2x)
X

Ty

Ul R

5

0z 1 1
2 T (42 2y-1/
> % 2(x +y%)772.(2y)

y

NEzEe

23



dz = (g) (0,05) + (g) (=0,07)

= 0.04 — 0,042

= —0,002

\/(4,05)2 +(293)2=z+ Az
~z+dz
=5-0,002
= 4,998

*) Dengan Cara Serupa untuk fungsi 3 Variabel
Uu=~f(vY, 2

U+ du=f(x+Ax,y + Ay,z + Az)

du = f(x + Ax, y + Ay, z + Az) — f(X,y,2)

au au au
du —an+$Ay+£AZ

untuk Ax, Ay, Az cukup kecil maka du = Au
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Contoh (11)

U=x*+y%+2z?

Au =[G+ A2 + (y + Ay)? + (2 + Az)? —

Jx2+y? +z2

Sedangkan

ou ou ou
du = an +5Ay +6_ZAZ

U= (x%+y2+22) 72

au 1 2x
- — = =
0x 2 [x2+4y2 4 72

X

Jx2+y?+z2

Dengan cara serupa:

U 1 2y
- — = —
_ y
VX% +y?+z2
au 1 2z
- — = —
dz 2




~du = ﬁ[x. Ax +y. Ay + z.Az]

*) Mencari turunan parsial fungsi implisit
z =T (x, y) => fungsi eksplisit
Bentuk implisitnya: F (x,y,z) =0

*) Mencari turunan parsial dari fungsi

|F(X,y,z) = 0|
9z _, .02 _,
ax T ay

Caranya sebagai berikut:

a_z o oF /ax
0x aF/az .
}dengan—# 0
oF 0z
0z B /ay
dy aF/aZ
Contoh (12)

Diketahui Fungsi implisit:
x*+2y*+32z2-5=0

Carilah:
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Jawab:

F(x,y,z) =0

x2+2y?+3z2—-5=0

oF _
ox x
oF _,
dy R
oF _
0z d
)a_z 3 aF/ax
ax aF/az
_ 2x
6z
—_ _x
- 3z
) % B aF/ay
dy aF/aZ
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4y

6z

_

- 3z

oF

9y _ _ /ax

_ 2x _ X
4y 2y

Contoh (13)

Diketahui Fungsi implisit:
x2y3Z4- =1
Carilah:

0z
2. o

0z
b) P

ox
C) 5
Jawab:

F(x,y,z) =0

x%y3z*—1=0
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4. Rangkuman
Dariz =1 (x,y)
z+Az=f(X+ Ax,y+ Ay)

Perubahan total:
|Az=f(x+Ax, y+Ay)—f(x,y)|

atau dapat ditulis:
Az =f(x+Ax,y+ Ay)—f(x,y+Ay) +f(x,y+ Ay)
—~f(xy)

f(x + Ax, vy + Ay)- f(x, y + Ay)
- Ax Ax

f(x, y + Ay)-f(xy)
+ Ay Ay

. . 0z 0z
Diferensial total |dz = an + 5Ay

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek
1) Diketahui f (x, y) = x e¥—sin ;C—/ +x3y?
Carilah:

af (xy)
a) dx

Of (xy)
b) oy
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2
C) 9°f (x.y)

0x2

*f (xy)
d) ayz

9%f (xy)
e) 0xdy

9%f (xy)
ﬂ dyox

2) Jika diberikan fungsi:
T(W, XYy, 2)=zeW ¥ +y°
Carilah:

oT
a) 5;

0
b)%
0
c) a_z
0
d)%

2T
€)

o°r

dy?

92T

9) 372
2

h) 9T

ow?

92T
0xdy
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) a%T
] 0yoz

0°T

k) dzow

0°T
I) 0x0z

o°T

m) dyoz

6. Evaluasi Pembelajaran
Turunan Parsial f terhadap x di (xo, Yo) dan dinyatakan
oleh fx (xo, Yo), dengan notasi:

fxo+ Ax,yo) — f(x0,¥0)
Ax

fx(X0,¥0) = Alyicr—r)lo

Dengan cara yang sama, turunan parsial f terhadap y di
(%o, Yo) dinyatakan oleh fy (o, o), dengan notasi:

f(xo,y0 + Ay) — f(x0,¥0)
Ay

fy(X0,¥0) = Al3i;r—1}o

7. Umpan Balik
Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada
pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal
yang diberikan, kemudian dilanjutkan dengan diskusi
tentang jawaban maupun perbaikan dari setiap soal-soal
yang diberikan.
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V. Penutup

1. Rangkuman Modul

Modul satu ini memuat rangkuman materi yang
tercantum pada rangkuman kegiatan pembelajaran 1, 2
dan 3. Modul satu ini menuntun mahasiswa memahami
materi Turunan Parsial Fungsi Dua Variabel/Tiga
Variabel secara  mandiri  maupun  kelompok.
Selanjutnya dilakukan assessment yaitu dengan
melakukan kuis pada materi yang telah dipelajari.

2. Petunjuk Jawaban Evaluasi Kegiatan Pembelajaran
Jawaban dari evaluasi tidak dicantumkan, dikarenakan
setiap permasalahan dapat diselesaiakan dengan
jawaban yang terbuka.

3. Daftar Istilah
Parsial : Sebagian; Tidak Lengkap
Inplisit : Tersirat; Tidak dinyatakan dengan jelas
Eksplisit  : Jelas; Dinyatakan secara terbuka

4. Referensi

1) Ayres, F. Jr. (1972). Differential equations.
Schaum’s Outline Series.

2) Piskunov, M. (1969). Differential and integral
calculus. MIR Publishers.

3) Ayres, F. Jr. (1972). Calculus. Schaum’s Outline
Series.

4) Spiegel, M. R. (1989). Advanced mathematics for
engineers & scientists. Schaum’s Outline Series.

5) Spiegel, M. R., & Koko, M. (1989). Matematika
lanjutan untuk insinyur dan ilmuwan. Erlangga.
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Purcell, E. J. (2006). Calculus (9th ed.). Prentice
Hall.

Kreyszig, E. (2006). Advanced engineering
mathematics: Student solutions manual and study
guide (9th ed.). John Wiley.

Croft, A., Davison, R., & Hargreaves, M. (2000).
Engineering mathematics. Addison Wesley.

Ayres, F. Jr. (1972). Differential equations.
McGraw-Hill.

10) Spiegel, M. R. (1991). Kalkulus lanjutan. Erlangga.
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MODUL 2

NILAI EKSTRIM (MAKSIMUM / MINIMUM)
FUNGSI DUA VARIABEL

Pendahuluan
1. Deskripsi Singkat Modul 11

Pengantar Konsep Ekstrim dan relative (Maksimum-
Minimum) fungsi dua peubah real dirancang dengan cara
yang sama seperti ekstrim satu peubah real. Peranan
selang buka pada fungsi satu peubah diganti dengan
daerah bidang yang dibatasi oleh suatu lengkungan
tertutup yang bentuk sederhananya adalah cakram terbuka

di bidang.

Seperti halnya dengan fungsi satu peubah yang
sederhana, proses menentukan ekstrim relative untuk
fungsi dua peubah dimulai dengan mencari titik kritis. Uji
titik  kritis tresebut dapat diperiksa dengan cara
membandingkan  nilai ~ fungsinya terhadap nilai

disekitarnya atau dengan uji turunan parsial ke dua.

2. Capaian Pembelajaran Lulusan

Mahasiswa diharapkan dapat mencari nilai ekstrim

(maksimum/minimum) dari fungsi dua variabel.

3. Kemampuan Akhir

Mahasiswa diharapkan mampu mencari nilai ekstrim

(maksimum/minimum) dari fungsi dua variabel.
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4. Persyaratan Kompetensi
Kegiatan Proses Belajar (KPB): 2x(2x50)
Kegiatan Pembelajaran Terstruktur (KPT): 2x(2x60)
Kegiatan Mandiri (KM): 1x(2x60)

5. Kegunaan Modul
Setelah mempelajari Modul 11, mahasiswa diharapkan
dapat mencari nilai ekstrim (maksimum/minimum) dari
fungsi dua variabel.

6. Materi Pokok dan Sub Materi Pokok
Mencari nilai ekstrim (maksimum/minimum) dari fungsi
dua variabel.

Il. Kegiatan Pembelajaran 1
1. Judul Kegiatan Pembelajaran
Mencari Nilai Ekstrim (Maksimum / Minimum) Dari

Fungsi 2 Variabel Z = F (X,Y)
2. Kemampuan Akhir (KA) dan Sub Kemampuan Akhir

Kemampuan Akhir:  Kemampuan matematis yang
meliputi ketepatan penyelesaian dalam mencari nilai
ekstrim (maksimum/minimum) dari fungsi dua variabel.

Sub kemampuan Akhir; Kemampuan matematis yang
terstruktur yang berkaitan dengan turunan parsial dua
variable atau lebih.

3. Uraian, Contoh dan llustrasi

(Pada Kalkulus | sudah diajarkan mencari nilai
Diferensial dari fungsi 1 variabel y = f (x))

*) Cara mencari nilai ekstrim dari |Z = f(x,y)
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Langkah 1:
Mencari titik-titik kritisnya dengan turunan parsial ke-1

oz

= =0

g; 0 — diperoleh satu atau lebih dari satu titik kritis
ay

Local max

Global max

/

MO Global min
Gambar 2. 1. Grafik Kurva 3 Dimensi (3D)
Langkah 2:

Mencari turunan parsial ke-2

0%Z
FP%) menggunakan A

0%z KA .
3yax atau Fyr menggunakan B — dicari

0%z
ay?

menggunakan C

Langkah 3:

Diselidiki untuk setiap titik-titik kritisnya.
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Kemungkinannya:

1. Jika AC—B? > 0 & A < 0 - terjadi maksimum

2. Jika AC—B?% > 0&A > 0 - terjadi minimum

3. Jika AC — B2 < 0 - tidak terjadi ekstrim

4. Jika AC—B?=0 - dapat terjadi maksimum
atau minimum

Contoh (1)
Selidiki apakah
Z=x>—xy+y*+3x—2y+1

mempunyai titik maksimum atau minimum, berapa
nilainya!

Jawab:

Langkah 1:
Mencari titik-titik kritisnya:

0z
azO
0z
@:0
Dari
Z=x*—xy+y*+3x—2y+1
didapat
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_1_3

BZl(l) 2 2
~ 311
0 3132

3

B 2 _1__

2(3) 1 2 12>
~ 1 -
3

Titik kritisnya:
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9 =(=31)

Langkah 2:
Mencari Turunan Parsial kedua:

0%Z

- 0x?2

B 0%Z
~ dydx

Dari

didapat:

Dari




didapat:

Mencari AC — B?

=)@ -(-D?

=4-1=3>0

Langkah 3:

AC —
LTaﬁMiMhmnmndnn&kﬁﬁs(—gﬁ

41)
3

Nilai

Zmin

Zmin

B2=3>0

KarenaA=2>0
Minimum:

=x?—xy +yE+3x,—2y; + 1

2

(Y DR

+1

16+
9

= +1 4 2+1
B 9 3

4
9

_16+4+1-36—-6+9

9
12

9
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Contoh (2)

Carilah nilai ekstrim dari

Z=x3+y3-3xy

Jawab:

Langkah 1:
Mencari titik-titik kritis

az_o

ox

az_o

dy
(D3x2-3y=0

(ID3y?2—-3x=0

(D) 3y = 3x?
(1) 3x = 3y?
M y =x?
(1) y?=x
(x?)?2=x
x*—x=0
x(x3-1)=0
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x=0-x,=0
yi=x{ >y =0
|(x1,y1) = (0;0)|

X=1—>X1=1

i=xi >y =1
|(X1'3’1) = (1;1)|

Langkah 2:

i 92 _ 3,2 _
Dari ax—3x 3y

didapat
4= 0%Z
- 0x
A = 6x
B 0%Z
~ 0yodx
B=-3

192 _ 3,2 _
Darlay—3y 3x

didapat
co 0%Z
=3y
C =6y

Mencari AC — B?

43



= (6x)(6y)~(-3)?

AC — B? = 36xy — 9|

Langkah 3:
Untuk setiap titik-titik kritis (0,0) dan (1,1) dicari AC —
BZ
(1) Untuk titik kritis (x,y,) = (0,0)
- AC — B? = 36x,y, — 9
=0-9
=-9<0
— tidak terjadi ekstreme — bukan titik ekstreme
(1) Untuk titik kritis (x,,y,) = (1,1)
- AC — B? = 36x,y, — 9
=36—-9
=27>0
— terjadi ekstreme

A =6x
A =6 > 0 terjadi Minimum di titik kritis (1.1)

Zmin = X2° 4+ ¥2° — 3%y,
= 13 4 13 = 3(1)(1)
= -1

Contoh (3)

Mencari nilai ekstreme dari

|Z =xy(10 —x — y)|
l, Diubah Z = 10xy — x?y — xy?
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0z

— =10y — 2xy — y?
o Oy —2xy—y
0z =10 22
3y =10x —x Xy
Langkah 1:

Mencari titik-titik kritis

2z _
ax
oz _
ay_

(D10y — 2xy — y?
(ID10x — x? — 2xy

(M y(10-2x-y) =0
(IDx(10—x—-2y) =0

M A0-2x—y)=0
(ID) (10 — x — 2y) = 0

Jika ingin menggunakan SPL Non Homogen

—2x—y=-10
—x — 2y =-10

G i e C ) Rl G e R

~ ~

~
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10
1 2%8 By [1 0|3
0 1|5 ~ 0 110
3
Sx=10
3
10
Sy =73

o 10 10
Titik kritisnya (x;,y,) = (?,?)
Didapat nilai maksimum

Z=xy(10 —x —y)

2=(37)3)(0-5-3)

_ (10)3 1000

3 27

*) Turunan / Turunan parsial dari fungsi ..
fungsi)

. (Fungsi dari

() Jika Z = f (x, y) sedangkan x = g(t); y = h(t) » 1

variabel t

Z =1 (g(t), h(t)) - Z fungsi 1 variabel t

. az
Turunannya turunan biasa: =
(bukan turunan parsial)

(1) Jika Z = f (%, y) sedangkan x =g (u, v); y = h (u,

V) — 2 variabel
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Z =1 (g(u, v), h(u,v)) = Z fungsi dua variabel u
danv

0z oz

Turunannya turunan parsial: —=; ==

4z _ 0z dx 07 dy

Dari (1) Cara mencari % ox oy

6z _ 0z 9x 0z 3y
du  9x du dy odu
0z _ 0z 9z 0z dy
v 9x Av dy ov

Dari (I1) Cara mencari

Contoh 1
Z=x*+y*+2x+3y—1
Ditanya: Z—; (turunan biasa)

Jawab:

4z _ 9z 0x | 07 0y
de ~ 9x d8 = 9y a8

Dari Z=x?4+y?+4+2x+3y—1

. 0z
didapat —» Pl 2x + 2

0z
|.) 5 = Zy + 3
. . . dx
Dari x =sin6 didapat i cosf
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Dari x =cos# didapat Z—Z = —sinf

d

% = (2x+ 2) cosO + (2y + 3)(—sin 0)
= (2sin@ + 2)cos + (2cosB + 3)(—sin H)
=2sinfcosf + 2cosB — 2cosB sin @ —3sin 6
= 2cosf —3sin 0

Contoh (2)

Z=2x+3y+5, x=uv, y=2u+3v

. .0z 0z
Ditanya: 50’

) . w 0Z _0Z 0x | 0Z Oy
Jawab: Dari (i) == - —= day ou

(i) L =02 0x 02 0y
v 9x Av dy ov

— 9z _
DariZ=2x+3y+5 ax_z
0z
5—3
Darix=uv L=y
u
ox _
v
. ay _
Dariy=2u + 3v au_z
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oy _
017_3

(1) 22 = (D) + (3)(2)
=2v+6

2) 2= @MW + (3)(3)
=2v+9

*) Turunan parsial fungsi implisit F (x, y, z) =0

oF oF
62__@ 0Z 9y |0Z

ox  OF 9y~ OF |at
oZ 7

Contoh:

. 97 RYA
Cari F dan P
dari:x? + y2 + z%2 =
Jawab:

F(x,y,2) =0->x2+y2+22-9=0

oF _

— =2x;
0x X
6F_2
dy Y
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oF

—=2

0z d
.az_ 2x_
Tox  2Z  z

oz 2y 'y

"oy 227 Tz

Contoh (3)
Diketahui bilangan riil ... 10

Pecahlah / bagilah bilangan 10 + ... menjadi tiga bilangan riil

... sedemikian rupa sehingga hasil kalinya maksimum

10
(>0 | (ID>0 (I >0
1 1 8
2 3 5
7 2 1
5 3 2
(a) (b) (c)
6 1 3
4 3 3
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(HUnduIin >0
z=DMD)®B)=8
z=(2)3)(5) = 30
z=(N@)(1) = 14

z = abc = max

z=(4)(3)B3) = 36



z=f(xy)

@)>01 M>0 | (A0-x-y)>0 l, dicari maksimumnya

Langkah 3.
Diselidiki untuk setiap titik-titik kritisnya

Kemungkinan-kemungkinannya
. JikaAC — B? > 0 & A < 0 - terjadi maksimum
2. Jika AC —B? > 0 & A > 0 - terjadi minimum
3. Jika AC — B? < 0 - tidak terjadi ekstreme
4. JikaAC—B2=0-

--- dapat terjadi maksimum ataupun minimum

[EEY

*) Turunan parsial dari fungsi 3 variabel U =f(x, vy, 2)

|U = f(x,y,2)| - turunan parsial

au
l, ke x — ™ (selain x dianggap konstan)

au
l, ke y — E (selain y dianggap konstan)

ou
l, ke z = P (selain z dianggap konstan)

Contoh (1) U =x?y3z*+3x—5y+62z2+8

ou
Pl 2xy3z* + 3
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3 = 3x%y?%z* -5
au
Fr 4x%y373 + 12z

Mencari turunan parsiil ke 2 pada dasarnya seperti pada
2 dari fungsi 2 variabel

. .0 .
(0 Dari a—Z didapat

" 0 (GU) 02U
»>— =)= =—
b ke x d0x \0x d0x?
LK ou (6U> 02U
- —|—] =
¢y dy \ox Jdyox
" ou (6U> _ 0%
b kez = 0z \0x)  0zdx
. . QU
(i) Darlg
LK 0 (8U> 02U
- —|—) =
ex dx \dy dxdy
" ouU (E)U) 02U
> —|—)==—
b key dy \dy dy?
" ouU (6U> 02U
- —|—) =
b ke z dz \dy dz0dy
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au
(i) Darla—Z
LK 0 (GU) 0%U
¢* 2 9x\0z) T oxoz
LK ou (GU) 0%U
- —|—] =
€y dy \0z dydz
I aUu (oU 0%U
bkez =5 (62) 022
0 9
" dyox 0xdy’
02U 92U
0z0x 0x0z’
02U 0%
dydz 0z0y
Pada Kalkulus 1
x=2
f(x +3x—1)dx = f (x? +3x — 1)dx
x=1

(13 )lx:Z
3 )l



Contoh (2)

i U OV U ot
W 337 Gyax’ azax ° dzay Gari Contoh (1)

Jawab:

au
Dari Contoh (1) Pl 2xy3z* +3

NOLTRNCY

dx?
4 3,4
= a(ny z*+3)
— 2y3z4

L (D) aa;ax o (Z:)

au
= 3 (2xy3z* + 3)
= 6xy?z*

2= ()

ax ox

au
P (2xy3z* + 3)

= 8xy3z3
a%u ou
L) 5= (5)
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= g—lZ](szyzz4 —5) = 12x%y?z3
*) Integral dari fungsi 2 variabel f (x, y) dan fungsi 3
variabel f (x, y, z)
a. Integral dari fungsi 2 variabel f(x, y)
berbentuk integral lipat dua |f
b. Integral dari fungsi 3 variabel f(x, y, z)

berbentuk integral lipat tiga [ff

Prasyarat:
Paham integral 1 variabel

Fx) - j Fo)dx ... f F)dx

*) Integral dari fungsi 2 variabel f(x, y) menggunakan

f-..

... dua kali

Dimulai contoh-contoh menghitung double integral
dari f (X, y)

Contoh (1)

2 4
ff(ny+x2+y2)dydx
1 3

jika ditulis secara lebih lengkap menjadi
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2 4
j f(ny +x2 + y?)dy rdx
1 \3

x=2 ( Y=4
= Qxy + x%+ y?)dy ; dx

x=1 \y=3
yang dihitung terlebih
dahulu yang di dalam
kurung

y=4
f (2xy + x% + y?)dy — Jika menggunakan
y=3

— |y sebagai variabel|

integral dalam variabel y Selain y dianggap konstan

1 y=4
=(xy2+x2y+§y3> | y=

64
= (16x + 4x2 +?> —(9x +3x2+9)
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_(7 2+1 3_|_37)|2
AV R A
_(28+8+74) (7+1+37)
~\2 3 3 2 3 3

4z _ 0z dx 07 dy

Dari (1) Cara mencari % —ox oy

0z _ 9z 9x | 0z 0y
. . du  9x du dy du
Dari (I1) Cara mencari oz _ oz oz _ oz dy

v 9x Av dy ov

Contoh:
Carilah nilai ekstrem dari persamaan berikut
floy) =x3+2xy —y°
Jawab:
titik kritis
fo(,y) =3x24+2y =0
f,y)=2x—-2y=0

melalui eliminasi kedua fungsi tersebut f.(x,y) dan f,(x,y)
didapat

3x2+2x=0
x(3x+2)=0
maka

x=0;y=0- A(0,0)
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atau

2 2 B( 2 2)
= —_— == - -, — =
X=T30 YT T3 3’73

D(X,:V) = f;cx(ny)fyy(ny) - fxzy(x:J’)

fex(x,y) = 6x
fyy(xJ/) =-2
fxy(xJ/) = 2

D(x,y) =—-12x—22=—-12x—4
Titik 4(0,0)
D(A) =D(00)=-12-0—-22=-4<0

D < 0 - A(0,0) titik pelana

373

=4
D(Z 2)—4>0

3’ 3/
(-5-3)=5(-3)
fex 3’ 3/ 3
=—4<0

f(B) — nilai maks relatif
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substitusikan nilai ke dalam persamaan

flx,y) =x3+ 2xy — y?

(53-8 (D)3

2

Contoh:

Carilah nilai ekstrem dari persamaan berikut ini
fl,y) =x34+3xy+y3

Jawab:

titik kritis
fo(x,y) =3x2+3y=0
fy(,y) =3x+3y?2=0

berdasarkan eliminasi dari kedua persamaan tersebut di atas,
didapat

3x3-3y3=0
xX=Y
substitusikan ke dalam persamaan sebelumnya
3x24+3x=0
3x(x+1)=0
maka didapat

x=0;y=0- A(0,0)
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atau
x=-1y=-1-B(-1,-1)
fex (x,y) = 6x
fyy(x,y) = 6y
fry(x,¥) =3
D(x,y) = frx (6, V) fyy (2, 3) — £5(x, )
=36xy—9
Titik A(0,0) » D(A) = D(0,0)=36-0-0—-9=-9<0
l, titik pelana
Titik B(—1,—-1)
D(B) = D(-1,-1) =36(-1)(-1)—9=27>0
fex(=1,-1) =6(-1)
=-6<0
nilai maksimum relatif
~fooy) =x34+3xy+y3
= (-1D*+3(-D(-D + (-1)°
=1
4. Rangkuman

untuk setiap titik-titik kritisnya.

Kemungkinannya:

a. JikaAC— B2 > 0&A <0 - terjadi maksimum
b. Jika AC—B? > 0&A > 0 - terjadi minimum
c. Jika AC— B2 < 0 - tidak terjadi ekstrim
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d. JikaAC—B%2=0
l, dapat terjadi maksimum atau minimum

Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek

Tentukan titik-titik ekstrim dan jenisnya, serta harga
maksimum atau minimum fungsi dua variabel berikut:

z=x%y?Q2x+ 4y + 1)

Evaluasi Pembelajaran
Tentukan titik-titik ekstrim dan jenisnya, serta harga
maksimum atau minimum fungsi dua variabel berikut:

z=(x—-y)(1-xy)

Umpan Balik
Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada
pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal
yang diberikan, kemudian dilanjutkan dengan diskusi
tentang jawaban maupun perbaikan dari setiap soal-soal
yang diberikan.

Kegiatan Pembelajaran 2

. Judul Kegiatan Pembelajaran

Contoh Latihan Soal & Pembahasan

Kemampuan Akhir (KA) dan Sub Kemampuan Akhir
Kemampuan Akhir: Kemampuan matematis yang meliputi
ketepatan penyelesaian dalam mencari nilai ekstrim
(maksimum/minimum) dari fungsi dua variabel.

Sub kemampuan Akhir: Kemampuan matematis yang
terstruktur yang berkaitan dengan turunan parsial dua
variable atau lebih.
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3. Uraian, Contoh dan llustrasi

Contoh (1):

Tentukan titik-titik ekstrim dan jenisnya, serta harga
maksimum atau minimum dari fungsi dua variabel berikut
ini:

z=x3+y3—3xy
Jawab:

Syarat ekstrim:

aZ—Od az_o
ox My T
aZ—32 3y=0
ox x Y=
0z
@=3yz—3x=0—>x=y2

3(y*)? =3y =0
3y* =3y =0-3y(y* -1 =0
3y=0-y=0-x=0
y? —-1=0-y=1-x=1
=~ Jadi, titik kritis (0,0) dan (1,1)

Syarat titik kritis menjadi titik ekstrim jika dipenuhi:

(xO' yO) >0

0%z 0%z (622

2
. — = . —(=3)2
:>6x2 dy? 6x6y> 6x - 6y = (=3)
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di (0,0) = 0- 9 < 0, jadi titik (0,0) bukan merupakan titik
ekstrim

di (1,1)=6-1-6-1-9> 0, jadi titik (1,1) merupakan
titik ekstrim

Jenis ekstrim maksimum atau minimum menggunakan
ketentuan / ditentukan dengan:

azzd'(ll)—6 1=6>0
0x? L= N

maka, (1,1) merupakan titik ekstrim minimum
Harga fungsi minimum:
Zomin =x3+7y3—3xy
=1+1-3
=-1
Contoh (2):

Tentukan titik-titik ekstrim dan jenisnya, serta harga maksimum
atau minimum dari fungsi dua variabel berikut ini:

z=x3+3xy? — 15x — 12y
Jawab:

Syarat ekstrim:

aZ—Od 62_0

ox a“ay_
0z
a=3x2+3y2—15=0—>x2+y2—5=0
% bry—12=0-x=2(2) +y7 =50
— = 6XxYyY — = > XxX=—->|— —_ =
dy Y y ) T
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4
F+y2—5=0—>4+y4—5y2=0

y* =5y +4=0
P-HG*-1)=0
y2—4=0->y, =2dany, = -2 ->x; = ldanx, = —1
y2—1=0->y;=1dany, = —1->x3=2danx, = —2
Jadi, titik-titik kritis: (1,2), (—1,—-2),(2,1),dan (-2, —1)
Syarat titik kritis menjadi titik ekstrim jika dipenuhi:

(xOl :VO) >0

- 0%z . 0%z _ < 0%z >2 — 62 6x — (67)
d0x? dy? \0xdy

di(1,2)= 36— 36-22< 0

jadi titik (1,2) bukan merupakan titik ekstrim

di(—1,-2) = 36(—1)2-36-(-2)?< 0

jadi titik (-1,-2) bukan merupakan titik ekstrim

di(2,1) = 36-2%2—36(1)2> 0

jadi titik (2,1) merupakan titik ekstrim

di(=2,-1) = 36-(=2)?—- 36(-1)2> 0

jadi titik (-2,-1) merupakan titik ekstrim.

Jenis ekstrim maksimum atau minimum menggunakan ketentuan
dengan:

0%z
—di(21)=6-2=12>0
0x?
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maka (2,1) merupakan titik ekstrim minimum
Harga fungsi minimum:
Zmin = x3 +3xy? —15x — 12y
=23+3-2-12-15(2) - 12(1)
= —28

62
22 di(-2,-1) =6(-2)=—-12<0
0x

maka (-2,-1) merupakan titik ekstrim maksimum
Harga fungsi maksimum:
Zmaks = X3+ 3xy? — 15x — 12y
= (-2)3+3(-2)(-1)? = 15(-2) — 12(-1)
=28

4. Rangkuman

Mencari nilai ekstrim (maksimum/minimum) dari fungsi 2
variabel Z = F (X,Y)

Cara mencari niali ekstrim dari |Z = f(x,y)

Langkah 1:

Mencari titik-titik kritisnya dengan turunan parsial ke-1

0z
g; . — diperoleh satu atau lebih dari satu titik kritis

6y_
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Langkah 2:

Mencari turunan parsial ke-2

0%Z ran A
—— menggunakan
9x2 g8
2 2 . .
02 atau == menggunakan B - dicari |[AC — B?
dyodx 0xdy
9%z

377 menggunakan C

Langkah 3:
Diselidiki untuk setiap titik-titik kritisnya.

Kemungkinannya:
1. JikaAC—B? > 0&A < 0 - terjadi maksimum
2. Jika AC—B? > 0&A >0 - terjadi minimum
3. Jika AC — B2 < 0 - tidak terjadi ekstrim
4. JikaAC—B2=0

l, dapat terjadi maksimum atau minimum

Latihan
Tentukan titik-titik ekstrim dan jenisnya, serta harga
maksimum atau minimum fungsi dua variabel berikut:

z = 3x3 +9xy? — 45x — 36y

Evaluasi Pembelajaran
1) Selidiki apakah

Z=x*—xy+y*+3x—-2y+1
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mempunyai titik maksimum atau minimum, berapa
nilainyal

2) Carilah nilai ekstrim dari

Z=x3+y3—-3xy

7. Umpan Balik
Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada
pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-
soal yang diberikan, kemudian dilanjutkan dengan
diskusi tentang jawaban maupun perbaikan dari setiap
soal-soal yang diberikan.

IV. Penutup
1. Rangkuman
Modul ini memuat rangkuman materi yang tercantum
pada rangkuman kegiatan pembelajaran 1 dan 2. Modul
ini  menuntun mahasiswa memahami materi Nilai
Ekstrim (Maksimum/Minimum) Fungsi Dua Variabel
secara mandiri  maupun kelompok. Selanjutnya
dilakukan assessment yaitu dengan melakukan Kkuis
pada materi yang telah dipelajari.

2. Petunjuk Jawaban Evaluasi Kegiatan Pembelajaran
Jawaban dari evaluasi tidak dicantumkan, dikarenakan
setiap permasalahan dapat diselesaiakan dengan
jawaban yang terbuka.

3. Daftar Istilah
Ekstrim: Tititk maksimum atau minimum pada fungsi
Implisit : Fungsi yang tak dinyatakan langsung dalam
satu variabel
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Kritis : Titik dimana turunan pertama suatu fungsi nol

atau tidak ada
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MODUL 3

INTEGRAL LIPAT DUA (BAGIAN PERTAMA)

Pendahuluan
1. Deskripsi Singkat Modul 111

Integral lipat dua (double integrals) merupakan bentuk
integral biasa atau tunggal hasil pengintegralan pertama
harus diintegralkan kembali. Setelah mempelajari modul
ini, mahasiswa akan mampu menghitung integral lipat dua
dalam koordinat kartesius yang meliputi:

3) Integral lipat dua pada daerah persegi panjang
4) Integral lipat dua pada daerah umum
5) Menghitung luas antara dua kurva

. Capaian Pembelajaran Lulusan

Mahasiswa diharapkan dapat memahami dan menghitung
integral lipat dua.

. Kemampuan Akhir

Mahasiswa diharapkan mampu memahami dan
menghitung integral lipat dua.

. Persyaratan Kompetensi

Kegiatan Proses Belajar (KPB): 3x(2x50)
Kegiatan Pembelajaran Terstruktur (KPT): 3x(2x60)
Kegiatan Mandiri (KM): 3x(2x60)

. Kegunaan Modul

Setelah mempelajari Modul 11, mahasiswa diharapkan
dapat memahami dan menyelesaikan integral lipat dua.

. Materi Pokok dan Sub Materi Pokok

Integral lipat dua: koordinat kartesius/koordinat polar.
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Il. Kegiatan Pembelajaran 1
1. Judul Kegiatan Pembelajaran
Double Integral

2. Kemampuan Akhir (KA) dan Sub Kemampuan Akhir

Kemampuan Akhir: Kemampuan matematis yang meliputi
ketepatan penyelesaian dalam menyelesaikan integral lipat
dua.

Sub kemampuan Akhir: Kemampuan matematis yang
terstruktur yang berkaitan dengan penyelesaian integral
lipat dua, ketepatan penyelesaian mencari luas.

3. Uraian, Contoh dan llustrasi
Pada Kalkulus 2

* Double integral:

Bentuk umumnya
[[rena
L
ada 2 urutan dL
l, dL = dydx
L dL = dxdy
{ > > s

Gambar 3. 1. Luasan L dengan Integral Fungsi 2 Variabel

Gambar 3.1 merupakan integral dari fungsi 2 variabel f(x,
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y) pada suatu luasan L.

Pada bidang xy atau xoy

(*) Cara menghitung double integral
Beberapa contoh pendahuluan

(1) Akan dihitung bentuk double integral sebagai
berikut:

2 4
jj(x2+y2)dydx
13

jika ditulis lebih lengkap/jelas sebagai berikut

2 4

f f(xz +y2)dy pdx

1 \3

— vyang dihitung terlebih dahulu yang ada di

dalam kurung

4

Dihitung terlebih dahulu Integral f(x2 +y2)dy
3

— variabelnya y

Pada Kalkulus 1

4

f(x2 +a?) dx

3

— variabelnya x, (selain x dianggap konstan)
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(e ar) 122

_ (% 4)? + 4a2) _ (%(3)3 + 3a2)

4
f (b* +y*dy
3
— variabelnya y (selain y dianggap konstan)

1 y=4
— b2 A3
CORES S M

- <4b2 +%(4)3) _ (3b2 + %(3)3)

(1) 2 x=2
f(xz + y3) dx J. (x%2+ y3)dx
1 x=1
— variabelnya x, y konstan
1 x =2
—(=,3 3
(3x Yy x) | x=1
8 1
— | = 3 (= 3
(3 ey ) (3 Ty )
@ 7

f(x2 + y3) dy — variabelnya y, x konstan
1
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y=2
1 y=2
2 3 — (2 P’
](x +y%) dy (xy+4y)|y=
y=1

1

=|(2x*+4) — (xz +%)

gabungan

@ Jy (76 +y®)dy) dx

1 2

Umumnya ditulis (1) j j(x2 + y3)dy dx
01

Cara menghitungnya
Dihitung terlebih dahulu yang di dalam tanda
kurung

2
f(xz + y3)dy — variabelnya y
1

(x sebagai konstan)
y=2

= f(x2+y3)dy
y=1

1 y=2
— (42 et
(v e ) 1520

1 15
— 2 J— 2 — | = 2 —_
= (2x“+4) (x +4> x4+ 2

1 2

]adi,f f(x2 + y3)dy dx
1

0
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Il
—
=

N
+
=g
L
=
l
<
a5}
=
QL
o
@
=

<
QL
>

_4+45 [49
12 12

1

(2) ff(xz +y3dxdy = J. f(x2 + y3)dx |dy
01 1

0

Dihitung terlebih dahulu yang di dalam tanda kurung

2
f(x2 + y3)dx — variabelya x
1

x=2
= (x? +y3)dx

x=1
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7
= J <y3 + §) dy — variabel y

1, 7 \,y=1
= =—v* —
(ﬁ/+3ﬁ|y=0

<
o

+

w3

1
4

_ 3+28
12

31
12

Catatan: Dari Contoh (1) dan (2) terlihat bahwa urutan

dengan urutan berbeda hasilnya
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1 3 13

Contoh a)ff(x2y3 + 4)dy dx b)ff(x2y3 + 4)dx dy
0 2 0 2

x=1 ( Y=3

Jawab: a) f j(x2y3+4)dy dx

x=0 y=2

y=3
Dihitung terlebih dahulu J (x%y3 + 4)dy
y=2
— variabel y
1 y=3
— [ Z+24,4
—<4x N +4y>|y=2

81
= (sz + 12) — (4x* + 8)

_65 5.,

x=1

13
65
f f(x2y3 + 4)dy dx = J. (sz + 4) dx
0 2

x=0
— variabel x
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x=1( ¥=3
Jawab: b) f (x%y3 + 4)dx ; dy
X y=2

=0
y=3
Dihitung terlebih dahulu j (x%y3 + 4)dx

y=2
— variabel x

1 x=3
— [ Z 4343 4
Gy +a) 1,25

8
= (9y3+12) - (§y3 + 8)

19 |
='?;)/ + 4
13 x=1
19
ff(x2y3 + 4)dxdy = f (?y?’ + 4) dy
0 2 x=0

— variabel y
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Contoh:

Selesaikan persamaan berikut ini

1 x
ffdydx
0 x2

Jawab:

1 X

[ astas

0 \x2

X
Dihitung terlebih dahulu j dy — variabel y
xZ

—y| y=x
_y y:xz

=x — x?

1 x 1
f f dydx = f(x — x%)dx — variabel x
0 0

x2

x=1

(x — x?®)dx
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Il
N| =
|
[SSRIE

N =

*) Bentuk umum double integral

Gambar 3. 2. Grafik Luasan L

[ rena
L

sengan Ty L=
e N =y

(1) Jika menggunakan urutan dL = dy dx
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x=b Y=91(x)

[[reva= [ [ repaa

x=a y=g,(x)
b [ 91(%)
=f{ f f(x,y)dy}dx
a \g2(%)
(2) Jika menggunakan urutan dL = dx dy
y=b x=g1(x)
f flx,y)dL = J j f(x,y)dxdy
L y=a x=g(x)
b [ 91(%)
=J-{ J- f(x,y)dx}dy
a \(gz2(x)

*) Beberapa contoh penggunaan
Mencari luas dan / dari luasan L

0 va

0 a b

Gambar 3. 3. Grafik Luasan L dengan y = g, (x) dan g,(x)
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Secara simbolis ditulis

luas L = ﬂ dL
L
» (D) dL =dydx

- Urutan dL ada 2 macam\ (1) dL = dxdy

Anjuran: gunakan arsiran tegak

Pada gambar (I) di atas: luas L = j j dL
L

x=b Y=91(x)

= f J. dy dx
x=a y=gz(x)

g1(x)

b
=J- J.dydx
a

g2(x)

g1(x)
Dihitung terlebih dahulu J. dy =
ga2(x)

91(x)
Y g2(x)

= g1(x) — g,(x)

b
- |as L = f (9:(x) — g2 (0)}dx

Sama dengan Rumus luas L
pada Kalkulus 1
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(1

Gambar 3. 4. Grafik Luasan L dengan x = g,(x) dan g,(x)

Anjuran: gunakan arsiran datar

luas L = f dL

L
y=b x=g1(x)

= f f dx dy
y=a x=gz(x)
b ( 91(x)

= f f dx ¢ dy
a \gz2(x)

Contoh

Dengan menggunakan integral, hitunglah

a) luas AOCB
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b) luas AOAC
Jawab: a)

Menggunakan Rumus I:

x=b ¥Y=91(x)
luas L = f f dy dx
x=a y=gz(x)
lihat gambar:

Gambar 3. 5. Grafik Luasan L berbentuk Segitiga

dimana dengan

a=0;b=1
sebagai y = g,(x) adalah garis lurus BC
— Persamaannya ?
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sebagai y = g,(x) adalah garis lurus OC — Persamaannya ?

Salah satu persamaan garis lurus:

7 =0
B(0,2) sebagai B(xl,yl)\ ;2 _ 9
7 =1
C(1,1) sebagai B(xz,yz)\ ;Z —1

Jadi, luas L, = luas AOCB

x=1Y=—x+2

= f f dy dx
y=x

x=0

—-x+2

Dihitung f dy — variabel y
X

_ |y=—x+2
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y—2

1-2

y—2
-1

Yy—W

x—x1

Y2 — W1

Xy — Xy

x—0
1-0
X
1

y—2=-x

BC — sebagai y = g, (x)

Secara serupa didapat

Ac: =7

— sebagaiy = g,(x)



=(—x+2)—x

=—-2x+2

x=1
~ luas AOCB = f (=2x + 2)dx — variabel x
x=0

1
(—x% + 2x) | 0= (1+2) = (=0+0)=[1]
Jawab b) Diberikan dua cara

Cara (1) AOAC dipecah jadi 2

“““I A(2,0)

a||||||H
R

Gambar 3. 6. Grafik y=x,y=-x+2

D

AOAC = AODC + ADAC

luas AODC

I
QU
<
o
=
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y=x

x
Dihitung terlebih dahulu f dy = y| 0" X
y=0

1

~ luas AODC = fxdx
0

x=2 y=—x+2

luas ADAC = j j dy dx
=0

x=1 y=

Dihitung terlebih dahulu

y==x+2

—x+ 2
f dy=y| 0 =—x+2
y=0

2
. luas ADAC = f(—x + 2)dx
1
1 2
B (Exz * 2x> I

=(—2+4)—(—§+2)=

~ luasAOAC = =+

N| =
N| =

I
[=]
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Cara (2)

BEES

Gambar 3. 7. Grafik x=y dan x=-y+2

Persamaan garis OC:y = x atau

Persamaan garis AC:y = —x + 2

y=1x==y+2
~ luas AOAC = f f dx dy
y=0 x=y
xX==y+2
Dihitung terlebih dahulu f dx
x=y
| x=-y+2
xX=y
=(-y+2) -y
=-2y+2

=X

y=1
~ luas AOAC = (—2y + 2)dy

y=0
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1
=(—y2+2y)|0
=—1+42

=[1]

4. Rangkuman
Double integral:
Bentuk umumnya

[ rena

|, dL = dydx
l, dL = dxdy

ada 2 urutan dL

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek

1) Hitunglah integral berikut dengan mengubahnya
terlebih dahulu dalam sistem kordinat kutub

f f 2xy dA
D

D adalah luas daerah pada kuadran pertama di antara
lingkaran berjari-jari 2 dan lingkaran berjari-jari 5
yang berpusat di titik asal

6. Evaluasi Pembelajaran
Hitunglah integral berikut:
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13
a)jj(x2y3 + 5)dy dx
0 2

13
b)ff(x2y3 + 6)dx dy
0 2

7. Umpan Balik
Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada
pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal
yang diberikan, kemudian dilanjutkan dengan diskusi
tentang jawaban maupun perbaikan dari setiap soal-soal
yang diberikan.

I1l. Kegiatan Pembelajaran 2
1. Judul Kegiatan Pembelajaran
Pembahasan Latihan Integral Lipat Dua

2. Kemampuan Akhir (KA) dan Sub Kemampuan Akhir

Kemampuan Akhir:  Kemampuan matematis yang
meliputi ketepatan penyelesaian dalam menyelesaikan
integral lipat dua.

Sub kemampuan Akhir: Kemampuan matematis yang
terstruktur yang berkaitan dengan penyelesaian integral
lipat dua, ketepatan penyelesaian mencari luas.

3. Uraian, Contoh dan llustrasi

Integral berulang (integral ganda atau integral lipat)
merupakan materi kalkulus lanjut yang dipelajari secara
mendalam untuk menganalisis masalah luas dan volume,
baik pada bidang dua dimensi maupun tiga dimensi.
Dalam memberikan pemahaman tentang materi tersebut,
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berikut disajikan beberapa soal dan pembahasan khusus
terkait dengan integral lipat dua, yaitu integral dengan dua
simbol sekaligus.

Contoh:

Hitunglah
21
ff(xz + 2y)dx dy
00

Jawab:

dengan menggunakan aturan pengintegralan, diperoleh

2 1
jj(x2+2y)dxdy=jEx3+2xy](1)dy
00 0

2

f[ + 2y —O]dy

0

_[1 4 2]2
“ 1377 o

3 3
Jadi,
21
ff(xz +2y)dxdy = g
0 0
Contoh:
Hitunglah
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4 2
ff dy dx
(x +y)?
31
Jawab:

Tahap integrasi pertama adalah dengan menganggap x
sebagai suatu konstanta dan integrasikan terhadap variable
y (menggunakan teknik substitusi), sehingga diperoleh

4 2 4
s

(x+y)? x+yl1 x
31 3

4
j x+2)dx
3

— [In(x + 1) — In(x + 2)]‘3*

-Gl

l5 |
"o ns
1 25
"4
Jadi,
4 2
J‘f dydx 25
(x +v)? 24
3 1
Contoh:
Hitunglah
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Ofxf(x+y)dydx

Jawab:

dengan menggunakan aturan pengintegralan, diperoleh

1

11
[ 1 1
ff(x+y)dydx =f xy+§y2]xdx
0 x 0o
[ 1 1
N (22,2
_(x+2) (x T2 )]dx

1
- [(x=52+3)e
= X 2x > X
0

-l -3+ 37
—2x—x X

Il
o

0
_ 1
2
Jadi,
11
1
ff(x+y)dydx=§
0 x
Contoh:
Hitunglah
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Inglny

ffex“’dxdy

1 0

Jawab:

Gunakan teknik integrasi parsial

fuv’=uv—ju’v

dengan demikian, didapatkan

Inglny In8

j j e*tY dx dy — j [ex+y]l(;1y
1 0 1
In8

= f (elmy+y —e¥) dy
1

In8

=f (ye” —e”)dy

= [ye” — Zey]lln8

gunakan teknik integral parsial
=[G -21°
=e8(In8 —2) — (e(1-2))

=8(In8—-2)+e=8In8—16+¢

Catatan:

a1°8b = p|Ina = °loga
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Jadi,

Inglny
ffex+ydxdy=81n8—16+e

1 0

Contoh:

Hitunglah
T ox
j j xsiny dy dx
00

Jawab:

dengan menggunakan aturan pengintegralan, diperoleh

T

T X
ffxsinydydx = f[—xcosy]gdx
0 0 0

s
= f(—xcosx + x) dx
0

_ [ ] 4 1 T
= X Sinx COS X > X 0
Gunakan teknik integral parsial

1 1
=—nsinn—cosn+zn2—(0—1+0)=2+E7t2

Jadi,
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mw X 1
ffxsinydydx=2+§7t2
0 0

Contoh:

Hitung nilai integral lipat dua yang ditunjukkan atas R

ﬂxysz;R ={(x,y):0<x<1,-1<y<1}
R

Jawab:

Sajikan integral lipat dua tersebut beserta batas
integrasinya sesuai dengan R, kemudian integralkan

1 1 1 1 1
f f xy?dxdy = f y? [Exz] 0 dy
-17o -1

=[G

Il
W =
=
<
w
e
| =

[N

(1-(D)

~
N
~
Il
[

AR O FRr N

Jadi, nilai integral lipat dua tersebut adalah

Contoh:
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Hitung nilai integral lipat dua yang ditunjukkan atas R

] (x24+y)dA;R ={(x,y):-1<x<1,0<y <2}

R

Jawab:

Sajikan integral lipat dua tersebut beserta batas
integrasinya sesuai dengan R, kemudian integralkan

2 1 2 1 1
ff(x2+y2)dxdy=j [—x3+xy2] dy
0 J-1 0 3 -1
2 1
_ - 2 _ [ _ A2
_L[3+y ( 3 y)]dy
2.2
=f (—+2y2)dy
o \3
_[2 +2 3]2
~ 13773V o

2 20
=—2+2)-0="
3(2+2% 3

Jadi, nilai integral lipat dua tersebut adalah |—

Contoh:

Hitung luas daerah yang dibatasi oleh garis x + y = 2 dan
2y = x + 4 dengan menggunakan integral lipat dua

Jawab:
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Garis x + y = 2 ekuivalen dengan x = 2 — y, sedangkan
garis 2y = x +4 ekuivalen dengan x =2y — 4. Titik
potong kedua garis tersebut adalah (0, 2). Grafiknya
adalah sebagai berikut:

2y=ux+4

s

r+ =2

Gambar 3. 8. Grafik Luas Daerah yang dibatasi oleh
X+y=2 dan 2y=x+4

Luas daerah yang dimaksud adalah

A:_!J-dA
:f: f:::jdxdy
=f02[(2—3I)—(2y—4)]d3’
=f02(6—3y)dy
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_[6 3 2]2
12727 o
=(12—-6)—0=6

Jadi, luas daerah yang dimaksud adalah 6 satuan luas

4. Rangkuman
Integral berulang (integral ganda atau integral lipat)
merupakan materi kalkulus lanjut yang dipelajari secara
mendalam untuk menganalisis masalah luas dan volume,
baik pada bidang dua dimensi maupun tiga dimensi.

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek
1) Rumuskan integral untuk mencari luas daerah yang

dibatasi oleh kurva polar
r=3+42sinf

yang berada di luar lingkaran r = 2

6. Evaluasi Pembelajaran
Bentuk umum double integral

(] g
) 7ot jgensanldi =y

Jika menggunakan urutan dL = dy dx,
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x=b Y=91(x)

jf(x,y)dL = f f f(x,y)dydx

L x=a y=g,(x)
b [ 91(%)
=f j flx,y)dy ¢ dx
a \g2(x)

Jika menggunakan urutan dL = dx dy

y=b x=g1(x)
ﬂf(x,y)dL = j j f(x,y)dxdy
L y=a x=g,(x)
b [ 91(%)
=f f f(x,y)dx ¢ dy
a \g2(x)

7. Umpan Balik
Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada
pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal
yang diberikan, kemudian dilanjutkan dengan diskusi
tentang jawaban maupun perbaikan dari setiap soal-soal
yang diberikan.

IV. Penutup
1. Rangkuman
Modul ini memuat rangkuman materi yang tercantum
pada rangkuman kegiatan pembelajaran 1 dan 2. Modul
ini menuntun mahasiswa memahami materi Integral Lipat
Dua secara mandiri maupun kelompok. Selanjutnya
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dilakukan assessment yaitu dengan melakukan kuis pada
materi yang telah dipelajari.

2. Petunjuk Jawaban Evaluasi Kegiatan Pembelajaran
Jawaban dari evaluasi tidak dicantumkan, dikarenakan
setiap permasalahan dapat diselesaiakan dengan jawaban
yang terbuka.

3. Daftar Istilah
Ekivalen : Sama dalam nilai atau fungsi

Polar - Sistem koordinat dengan jarak dan sudut dari
titik asal
Kuadran : Salah satu dari empat bagian pada bidang
koordinat
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MODUL 4
INTEGRAL LIPAT DUA (BAGIAN DUA)

I. Pendahuluan
1. Deskripsi Singkat Modul 1V

Pada bagian ini akan dibahas perluasan integral
tertentu ke bentuk integral lipat dua dari fungsi dua
peubah. Akan dibahas bentuk-bentuk integral lipat dalam
koordinat kartesius, koordinat kutub, maupun dalam
koordinat yang lebih umum. Penerapan integral lipat
diantaranya untuk menghitung luas, volume, pusat massa,
dan momen inersia.

Setelah mempelajari modul ini, mahasiswa dapat:

1) Menghitung integral lipat dua dalam koordinat
kartesius.

2) Menghitung integral lipat dua dalam koordinat
kutub.

3) Menghitung integral lipat dua dalam koordinat
yang lebih umum melalui penggantian peubah.

2. Capaian Pembelajaran Lulusan
Mahasiswa diharapkan dapat memahami dan menghitung
integral lipat dua.

3. Kemampuan Akhir
Mahasiswa  diharapkan ~mampu  memahami  dan
menghitung integral lipat dua.

4. Persyaratan Kompetensi
Kegiatan Proses Belajar (KPB): 3x(2x50)
Kegiatan Pembelajaran Terstruktur (KPT): 3x(2x60)
Kegiatan Mandiri (KM): 3x(2x60)
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5. Kegunaan Modul
Setelah mempelajari Modul IV, mahasiswa diharapkan
dapat memahami dan menyelesaikan integral lipat dua.

6. Materi Pokok dan Sub Materi Pokok
Integral lipat dua: koordinat kartesius/koordinat polar.

Il. Kegiatan Pembelajaran 1
1. Judul Kegiatan Pembelajaran

Menghitung Integral Lipat Dua Dalam Koordinat
Kartesius

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir
1) Ketepatan penyelesaian integral lipat dua
2) Ketepatan penyelesaian mencari luas

1. Uraian, Contoh dan llustrasi
*) Double Integral Dalam Koordinat Cartesius

Variabelnya x, y

Y
A

v

Gambar 4. 1. Suatu Luasan L dalam Koordinat
Cartesius
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Bentuk umumnya

[[rena

L

adalah integral tertentu dari f (x,y) pada luasan L,
dimana L adalah luasan pada bidang xy

dL dapat berbentuk urutan:

l, (1) dL = dydx

l, (2) dL = dxdy

D Jika dL = dydx maka

b 91(x)
[[rava=[ [ r@yaa
L a gx(x)
x=b ( Y=91(x)
= { J. flx,y) dy}dx
x=a \y=g2(x)

— lihat L pada gambar (4.2)

(2 Jika dL = dxdy maka

b 91()
[[rama={ [ reoy sy
L a g>)
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y=b ( x=g1(¥)

= f f flx,y) dx ;dy
y=a \x=g2(¥)
— lihat L. pada gambar (4.3)

YA

y = g1(x)

y = g2(x)

>
0 a b

Gambar 4. 2. Grafik Luasan L dengan
y = 91(x) dan g,(x)
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Contoh:

Persamaan garis lurus melalui 2 titik (x1, y1) dan (X2, y2)
adalah:

Y=V1 _ XX

Yo—Y1 X2 —Xq

\ B(0,2)

1 C(1,1)

A(2,0)

-1

Gambar 4. 3. Grafik y=x dan y=-x+2

(*) Persamaan garis OC:
O (X1, y1) = (0, 0)
C (%2, y2) = (1, 1)

Y—V1 _ X—7X
Vo—=Y1 Xp—X;
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y—=0 x-0

1-0 1-0

(*) Persamaan garis AB:
A (X1, y1) = (2, 0)
B (X2, y2) = (0, 2)

y—W X — X
Yo—=YV1 X2—Xq

Z:B_x—Z

2—-0 0-2

X_x—Z

2 -2
_2(x—2)

YT

Cara lain mencari persamaan garis lurus yang melalui dua
titik (a, 0) dan (o, b) sebagai berikut:

Y

Gambar 4. 4. Grafik melalui 2 titik (a, 0) dan (o, b)

QR

v _
+2=1
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Contoh (1)

Hitung .U (x +y)dL
L

a) JikaL = AOCB
b) Jika L = AOAC

N

Jawab a)

Gambar 4. 5. Grafik y=x dan y=-x+2
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Menggunakan (1)

x=b ¥Y=91(x)
ﬂ(x+y)dL= f f (x +y) dydx
L x=a y=g,(x)

=f j (x+y)dy dx

x=0 y=x
a=0 g, =—x+2
b=1 g,=x
Dihitung terlebih dahulu

y=—x+2

f (x+y)dy

y=x
— y sebagai variabel (x sebagai konstan)

1 y=—-x+2
— 2
(xy+2y>| y=Xx

= [x(—x +2) +%(—x + 2)2] — [(xz + %xz)]

1 1
= (—x*+ 2x) +E(x2 —4x +4) - (xz +Ex2)

= —2x%+2

x=1
ff(x + y)dL = f (—2x% +2) dx
L x=0
l, variabelnya x
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Seandainya diselesaikan menggunakan cara (2) dL = dxdy
L dibagi menjadi L; dan L (lihat gambar)

I\H

mmm
x
[}
<

Gambar 4. 6. Grafik x=-y+2 dan x=y

L L

f(x+y)dL=ff(x+y)dL +ff(x+y)dL
1 Ly

(1) Menghitung ff (x+y)dL
Ly

y=1 x=y

= (x +y)dxdy

y=0 x=0

Dihitung terlebih dahulu
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X=y

j (x + y) dx — variabelnya x

x=0

1 xX=y
— [ 42
(2" +xy)|x=0
1
— A2 2
23’ t+y
3
— 2
23’
y=1
3 .
ﬂ (x +y)dL = j Eyz dy - variabelnya y
Ly y=0
=1

1 .y
I

(2) Menghitung ff (x + y)dL
Ly

y=2x=—y+2

= f f (x +y) dxdy

y=1 x=0

Dihitung terlebih dahulu

x==y+2

f (x + y) dx — variabelnya x

1 xX=—-y+2
—(_,2
G o) 172

x=0
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1

=5y + 2%+ (-y +2)y
1

=S —dy+H -y +2y

= Syi2

y=
f(x+y)dL— j ——y +2 dy—>var1abely

=~ Dari (1) dan (2) didapat

ff(x+y)dL— E

2"
_8 _[4
- =

3
Catatan: Dari contoh (1) lebih baik dari (2)

Jawab b)
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Jika menggunakan cara (1)
maka L harus dibagi 2 menjadi L1 dan L»

sl i
(R ||||I|..
1

-1

Gambar 4. 7. Grafik y=x dan y=-x+2

f(x+y)dL=ff(x+y)dL+ff(x+y)dL
1 Ly

L L
Sedangkan jika menggunakan cara (2)

maka L tidak perlu dibagi
*) Persamaan garis OC: y = xdiubah menjadi

*) Persamaan garis AC
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y=1x=-y+2

ﬂ(x+y)dL— f f (x +y)dxdy

y=0 x=y

Menggunakan cara (2)

Gambar 4. 8. Grafik x=y, x=-y+2
xX=-y+2
Dihitung dahulu f (x + y) dx - variabelnya x
x=y

) x=—y+2
xX=y

1
( (—y+2)2+ (- y+2)y) (2y2+y2)
1 3
=§(y — 4y + 4) — y? +2y—zy =—-2y%2+2

y=1

ff(x +y)dL = f (=2y? + 2) dy - variabelnya y
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Contoh (2)
Luasan L dibatasi oleh parabola y = x?2 dan garis y = x

Hitung 'U xy2dL
L

Pilihan (1) arsiran tegak, dL = dydx

Jawab:
Perhatikan gambar berikut

4

4

Gambar 4. 9. Kurva 'y = x
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(-1,1) (L1)

-2 a 2 1

Gambar 4. 10. Kurva y = x?

]

Gambar 4. 11. Penggabungan Grafik kurva
y=x%dany =x
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0.8

0.6

0.4

0.2

0.2 0.2 0.4 06 0.8 1 1.2

0.2

Gambar 4. 12. Grafik Kurva Gabungan y = x dan

y=x
x=1 Y=X
.U xy?dL = f f xy?dydx
L x=0 y=x?
Dihitung dahulu
y=x

f xy?dy — variabel y

:(lxy:%)l y:x
3 y =x?

y=x?

1 1

= gxx3 — §xx6
1 1
=3¥ —3%
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L xX=
~(55-2) o
11

15 24
31
120~ 40

Catatan: Jika menggunakan cara (2) dL = dxdy

y=1x=Vy
ffxyZdL— f f xy?dxdy
y=0 x=y
1.5
! (1,1)
05
1.5 0.5 1 1.5
-0.5

Gambar 4. 13. Grafik Kurva Gabungan x=y dan x=vy
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Dihitung terlebih dahulu

x=Vy
j xy? dx — variabel x

x=y

1
=507 =y9)
y=1

1
ﬂ xy?dL = j E(y?’ — y*) dy - variabel y
L y=0

1
1oLy
2 14 57 1,
_1(1 1)
~2\4 5

_1(5 4)_1
—2\20 20/ 40

2. Rangkuman
(1) Jika dL = dydx maka

b 91(x)
[[raena=| [ fey ava
L a gz(x)
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y=9g1(x)
f{ | (x,y)dy}dx
=a \y=g2(x)

(2) Jika dL = dxdy maka

X

b 91(¥)

[[reva=[ [ reyaxay

a g2(¥)

y=b  x=g1(¥)
= { j f(x,y)dx}dy

y=a \x=g,()

. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek
Hitunglah integral berulang berikut:

a) [2 focoserz sin @ dr d@

. Evaluasi Pembelajaran
Hitunglah integral berulang berikut:

a) [ " r2drde

. Umpan Balik

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada
pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-
soal yang diberikan, kemudian dilanjutkan dengan
diskusi tentang jawaban maupun perbaikan dari setiap

soal-soal yang diberikan.
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I1l. Kegiatan Pembelajaran 2
1. Judul Kegiatan Pembelajaran
Menghitung Integral Lipat Dua Dalam Koordinat
Kutub / Polar

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir
1) Ketepatan penyelesaian mencari massa
2) Ketepatan penyelesaian mencari rapat massa
3) Ketepatan penyelesaian mencari titik berat

1. Uraian, Contoh dan llustrasi
Dalam Koordinat Cartesian / Koordinat Kartesius
menggunakan variabel x dan y

Y A

>~y

» X

0 h'd
X

Gambar 4. 14. Koordinat Cartesius titik P (X,y)

Dalam Koordinat Polar menggunakan variabel ¢ dan p

P(x,y)

p
®

Gambar 4. 15. Sudut ¢<90°
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Hubungan antara Koordinat Cartesian dengan Koordinat
Polar

Y A

P(x,y)

Y

~
0 X

Gambar 4. 16. Hubungan Koordinat Cartesius dengan
Koordinat Polar

x
COSp = —
v p
sin<p=X

p

|x2 + y2 =p2|

*) Jika luasan L berupa lingkaran atau bagian dari lingkaran,
maka umumnya integralnya menjadi lebih mudah /
sederhana jika menggunakan Koordinat Polar.
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Contoh beberapa persamaan dalam koordinat polar

1)
al
(x.y)
D
[04
-« 0 X
—Qa

Gambar 4. 17. Grafik Lingkaran dengan Pusat di 6 dengan
Jari-jari a

Persamaannya dalam Koordinat Cartesius

x2+y2=a2|(l)

Dalam Koordinat Polar persamaan lingkaran tersebut
Menjadi:
p? =a?

P=a)0

Persamaan (1) dan (1) menyatakan luasan / lingkaran yang
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Sama

(2 Y A

Gambar 4. 18. Grafik Lingkaran dengan Pusat di (a,0)
dengan Jari-jari a

Persamaannya:

1. Dalam Koordinat Cartesian:

|(x—a)2+y2 =a2|

x? —2ax + a? + y? = a?

|x2 +y? = 2ax| (D*

2. Dalam Koordinat Polar menjadi:

p? =2apcose

n*

“ lingkaran yang sama

124



(3) Y A

2a

Gambar 4. 19. Grafik Lingkaran dengan Pusat di (0,0)
dengan Jari-jari a

Persamaannya:

1. Dalam Koordinat Cartesian:

|x2+(y—a)2 = a2|

x?+y?—2ay +a? = a?

|x2 +y? = 2ay| (D*

2. Dalam Koordinat Polar menjadi:
p? = 2apsin @

0%

“ lingkaran yang sama
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*) Bentuk double integral

Q) Dalam koordinat Cartesian (variabel x dan y)

=0
|
a7
Yo (x)
i )

Gambar 4. 20. Grafik Luasan L dengan y =
91(x) dan g,(x)

x=b Y=91(%)
[[raeva= | [ reniva
L x=a y=gz(x)

dydx
Catatan dL = | atau

dxdy

(1) Dalam Koordinat Cartesius bentuk double integralnya
menjadi sebagai berikut:

Gambar 4. 21. Luasan L dengan Sudut ¢ dan a
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¢=b p=g1(¢)

ff(<P'P)dL= f f f(p,p) p dpde

p=a p=g,(p)

Catatan

Dalam Koordinat Polar

|dL = pdpd<p|

Catatan: Rumus Luasan L
Secara ... dapat ...

luasL=j dL

I. Dalam Koordinat Cartesian:

x=b ¥Y=91(%)
f f dL = f J. dydx
x=a y=g;(x)
atau
y=b x=g1(¥)
dxdy
y=a x=g(y)

II. Dalam Koordinat Polar:

=B p=9g1(¢)

=TT v

p=a p=g2(p)
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Contoh
Hitung luas yang diarsir menggunakan Koordinat Polar!

fee
()

Gambar 4. 22. Luasan Arsir L dalam Grafik Lingkaran

I. Persamaan Lingkaran Besar:
x2+y?=4
Jari-jari: 2

I1. Persamaan Lingkaran Kecil:
x2+y?=1

Jari-jari: 1
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Jawab:
Langkah I:
x2+y2=14

Dalam Koordinat Polar menjadi
p? =4
p=2

Langkah II:
x2+y?=1

Dalam Koordinat Polar menjadi

p?=1
p=1
LuasL = ff dL
L
B="/2 p=2
= f f p dpde
a=0 p=1
B="/3  p=2
= f pdpde
a=0 p=1
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Dihitung terlebih dahulu

p=2
f p dp — variabel p
p=1
1
N2
Ta
=2——
3
-2
B="/>
3
~ LuasL = f > d¢ — variabel ¢
a=0
s
3 /2
~2
3/
=3(z-0)
3
= 477;

Contoh:
Luasan L dibatasi oleh parabola y = x? dan garis y = x

Hitung ff xy?dL
L
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Pilihan (1) arsiran tegak, dL = dydx

x=1 Y=X

Jora= [ [ oo

x=0 y=x2

y=x

Dihitung dahulu f xy?dy — variabel y

y=x2
1 | y =
—-gﬁxy —'x2
1 3 1
3xx 3xx
1
o R
3* T3*

x=1
1 1
ff xy?dL = f (§x4 — §x7> dx — variabel x
L x=0

1 1 1
5 _ - .8
(15" 24x>|0

Catatan: Jika menggunakan (2) dL = dxdy
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y=1 x=\y

[frvac- [ | oo

x=\y
f xy? dx — variabel x

xX=y

ff xy?dL = f )dy - variabel y

1 1
(24 _ s\ 1
(8y 10y>°

11
8 10
1
40

4. Rangkuman
Hubungan antara Koordinat Cartesian
Koordinat Polar

X
cos@Q = —
p
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: y
sing ==

|x2+y2 =,02|

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek
Hitunglah integral berulang berikut:

T 2

ff T dr do
TCOSZ T

00

6. Evaluasi Pembelajaran
Hitunglah integral berulang berikut:

T 2

T
ffrcosadrdé?
00

7. Umpan Balik
Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada
pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-
soal yang diberikan, kemudian dilanjutkan dengan
diskusi tentang jawaban maupun perbaikan dari setiap
soal-soal yang diberikan.

IV. Penutup
1. Rangkuman
Modul ini memuat rangkuman materi yang tercantum
pada rangkuman kegiatan pembelajaran 1 dan 2.
Modul satu ini menuntun mahasiswa memahami
materi Integral Lipat Dua secara mandiri maupun
kelompok. Selanjutnya dilakukan assessment yaitu
dengan melakukan kuis pada materi yang telah
dipelajari.
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2. Petunjuk Jawaban Evaluasi Kegiatan
Pembelajaran
Jawaban dari evaluasi tidak dicantumkan,
dikarenakan setiap permasalahan dapat diselesaiakan
dengan jawaban yang terbuka.

3. Daftar Istilah
Polar : Sistem koordinat yang menggunakan
jarak dan sudut dari titik asal
Variabel : Simbol yang mewakili nilai yang dapat
berubah
Kartesian : Sistem koordinat yang menggunakan
sumbu x dan y untuk menentukan posisi

4. Referensi

1) Ayres, F. Jr. (1972). Differential equations.
Schaum’s Outline Series.

2) Piskunov, M. (1969). Differential and integral
calculus. MIR Publishers.

3) Ayres, F. Jr. (1972). Calculus. Schaum’s Outline
Series.

4) Spiegel, M. R. (1989). Advanced mathematics for
engineers & scientists. Schaum’s Outline Series.

5) Spiegel, M. R., & Koko, M. (1989). Matematika
lanjutan untuk insinyur dan ilmuwan. Erlangga.

6) Purcell, E. J. (2006). Calculus (9th ed.). Prentice
Hall.

7) Kreyszig, E. (2006). Advanced engineering
mathematics: Student solutions manual and study
guide (9th ed.). John Wiley.
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8) Croft, A., Davison, R., & Hargreaves, M. (2000).
Engineering mathematics. Addison Wesley.

9) Ayres, F. Jr. (1972). Differential equations.
McGraw-Hill.

10) Spiegel, M. R. (1991). Kalkulus lanjutan.
Erlangga.
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MODUL 5

INTEGRAL LIPAT TIGA

Pendahuluan
1. Deskripsi Singkat Modul V

Pada bahasan sebelumnya telah dibahas mengenai
integral lipat dua dan penentuan batasan daerah nya untuk
mencari luas pada fungsi dua peubah. Dalam persoalan
fungsi tiga peubah, penentuan batasan dan pemecahan
masalah volume dari fungsi digunakan dengan integral
lipat tiga. Sebab itu, pada modul ini akan membahas
mengenai bagaimana menyelesaikan integral lipat tiga dan
bagaimana menentukan batas dan penyelesaian dari fungsi
integral yang memiliki tiga variabel secara detail.

Integral Lipat Tiga merupakan perluasan dari integral
lipat dua ke dimensi yang lebih tinggi. Seperti halnya
integral tunggal yang ditentukan untuk fungsi satu
variabel dan integral lipat dua (integral ganda) untuk
fungsi dua peubah, kita menentukan integral lipat tiga
untuk menentukan fungsi tiga variabel atau peubah.
Konsep yang diwujudkan dalam integral tunggal dan
lipat-dua dapat diperluas meluas secara wajar menjadi
integral lipat-tiga, atau bahkan ke integral lipat-n.

. Capaian Pembelajaran Lulusan

Mahasiswa diharapkan dapat memahami dan menghitung
integral lipat tiga.

. Kemampuan Akhir

Mahasiswa  diharapkan mampu memahami  dan
menghitung integral lipat tiga.

136



4. Persyaratan Kompetensi
Kegiatan Proses Belajar (KPB): 2x(2x50)
Kegiatan Pembelajaran Terstruktur (KPT): 2x(2x60)
Kegiatan Mandiri (KM): 1x(2x60)

5. Kegunaan Modul
Setelah mempelajari Modul V, mahasiswa diharapkan
dapat memahami dan menyelesaikan integral lipat tiga,
beserta contoh penggunaanya.

6. Materi Pokok dan Sub Materi Pokok
Double Integral dan Triple Integral (Integral lipat tiga)
dalam koordinat kartesius dan koordinat polar.

Il. Kegiatan Pembelajaran 1
1. Judul Kegiatan Pembelajaran
Double Integral

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir
1) Ketepatan penyelesaian integral dalam kordinat
kartesius
2) Ketepatan penyelesaian integral dalam kordinat polar

3. Uraian, Contoh dan llustrasi

() Koordinat Cartesian
variabelnya: x, y

Bentuk umum Double Integral

|| reyar
L
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(]_) vVa

o] a b

Gambar 5. 1. Grafik Luasan L dengan y =
91(x) dan g, (x)

x=b Y=91(%)

[[rapa= [ | feraa
L

x=a y=g(x)

)

Gambar 5. 2. Grafik Luasan L dengan x =
91(x) dan g,(x)

dL = dxdy
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| reyar =

L
y=b x=g1(¥)

f f f(x, y)dxdy

y=a x=g2(y)

(1) Koordinat polar
variabelnya: p, ¢
Bentuk umum Double Integral

[ rena

dL =fdpd<p

Gambar 5. 3. Luasan L dengan Sudut ¢ dan o

@=b p=91()
f f(p,p)dL = f f f (@, p) pdpde
L p=a p=9g2)
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Hubungan variabel Koordinat Cartesius dengan
Koordinat Polar

Y A
P(x,y)
A
' P(p.p)
y >y
v s
4 > X
s
0 X

Gambar 5. 4. Grafik yang terbentuk berdasarkan dari
hubungan variabel Koordinat Cartesius dengan
Koordinat Polar

X = pcosq@
y=psing
x2 _|_y2 :pz

dydx

atau }|pdpdy |

dxdy

Catatan: Dalam Double Intergral Koordinat Polar
sering dijumpai bentuk-bentuk integral
antara lain

(1) [ sin™pcos™p do m, n bulat positif
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a) Jika n ganjil — Substitusinya:

|dt = cosp do)|

b) Jika m ganjil —» Substitusinya:

|dt = —sinpdy|

c) Jika mdan n genap:
gunakan Rumus

. 1 1
sin*g =5 —5cos2¢
cos?¢p = %+ %c052<p

(2) *) [cosmecosnpdp —
Menggunakan Rumus:
COS M cos nQ

1
= E{cos(m + n)e + cos(m + n)p}
*) [ sinme cosng dp —
Menggunakan Rumus:
1
sinmg cosng = E{sin(m +n)p

+ sin(m + n) @}

*) [ sinme sinngp dp -
Menggunakan Rumus:
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1
sinmg sinng = ={—cos(m + n)p
2

+ cos(m + n) ¢}

Contoh: (1)
[ sin*pcos3p de m =4

n =3 - ganjil

Substitusi - dt =cosqpdp

Dengan substitusi di atas
fsin4<pcos3<p do = fsin4¢cos3¢ .cos@ do
= f sin*o (1 — sin3¢) cosp do
= f(sin‘%p — sin@).cosp do
= f(t4 —t%)dt

1 1
:_t5__t7
c 7 +c

_1o 1-7_|_
=gsinvyg —osin‘g +c
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Contoh (2)

f cos3pcos?pde

= f (%COS(S + 2)¢ + cos(3 — 2)90) do

1
= Ef(cos 5¢ + cos@)dy

—1(1 in5 g + si )+
=5\gsin>@ +sing)+c

= L sinSg+osing +
=pSino¢ t3sing+c
Contoh:

Diketahui

lingkaranl = (x — 1)2 +y2 =1
lingkaranll=  x?2+(y—-1)2=1

Ditanya: luas yang diarsir gunakan Koordinat Polar

Gambar 5. 5. Grafik 2 Lingkaran (Lingkaran | &
Lingkaran I1) yang saling berpotongan
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Lingkaran I:

|(x—1)2+y2=1

X2+ y?=2x

Dalam Koordinat Polar menjadi:

Ingat: x2 + y? = p?

X =pcose

~ Lingkaran I menjadi:
p% =2pcosg

atau
Langkah II:
*+@y-1)?%=1
atau

x2+y%=2y
dalam Koordinat Polar menjadi
2 _ -

p° =2psing

atau

Rumus|luasan L = ff dL
L

144



Gambar 5. 6. Luasan L yang terbentuk dari
persamaan p=2 sing dan p=2 cos@

Mulai mengarsir: Za = 0

/[
Selesai mengarsir: £ = z (45°)

Jadi luas L = ff dL
L

B="/4 p=2cos¢

= f f pdpde

a=0 p=2sing

B="/4 r p=2cos¢

=f f pdp ¢ dg

a=0 p=2sin @

145



Dihitung terlebih dahulu
p=2cos @

f pdp — variabelnya p

=%{(...cos<p) — (..sing) }

= 2cos @ —2sin @

B="/4
~luasl = f (2005 @ — 2sin <p) do
a=0
- variabel ¢
11 _
gunakan luas cos?¢ = 5+ 5cos 2¢,sin?@
=5 = 5C0s2¢

s 2co0s @ —2sin @
= (14 cos2¢)—(1—cos2p)

= 2cos2¢

"/

4

~luasl = f 2 cos 2¢p de — variabel ¢
0
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_ ¢="/4
—sm2<p| 0 =0

= 7-[ = 0
= sin— —sin
4

=1-0=1
~luasL =1
Lingkaran I =
x*2+y =4
Lingkaran Il =

(x—12+y2=1

Lihat gambar: Hitung luas L
(menggunakan Koordinat Polar)
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Gambar 5. 7. Grafik 2 Lingkaran (Lingkaran | &
Lingkaran I1) yang saling bersinggungan di dalam

Jawab:
Lingkaran I = x2 + y?
=4
— Dalam Koordinat Polar menjadi

p? = 4 atau

Lingkaran Il = (x —1)2 +y2 =1
atau x2 + y? = 2x
— Dalam Koordinat Polar menjadi

p? = 2pcos @ atau
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/

//////

o °
[©

LuasL = fj‘ )
L

e
= || sdoar
a=0 p=2cos¢



1 p =2
2
>0?|

p = 2cos @
1 2
= 5(4 — 4cos? )

= 2—2cos%p
/2
~luasL = f (2 — 2cos?@)de
1
- [cosz(p = 5(1 + cos 2(,0)]

/s

= f (2 — (1 + cos2¢))de

/s

= f (1 — cos2¢)d¢ — variabel ¢

((p — =sin 2(,0) | ”éz
:(%——smn) (O_ESIH())
:(g 0)-(0- 0)——

Hubungan variabel Koordinat Cartesius dengan
Koordinat Polar
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Y A
P(x.y)
"N
' P(p.p)
y P>y
» 5
- - > X
>
0 X

Gambar 5. 9. Koordinat Polar P (p,o)

X = pcosq@
y=psing
x2+y2 =’02

dydx

atau }|pdpdy|

dxdy

Catatan:

Dalam Double Intergral Koordinat Polar sering
dijumpai bentuk-bentuk integral antara lain

(1) [ sin™pcos™p do m, n bulat positif

a) Jika n ganjil — Substitusinya:

|dt = cosp do)|

b) Jika m ganjil - Substitusinya:
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|dt = —sinpdy|

c) Jika mdan n genap:
gunakan Rumus

1 1
in2,) — — _ —
sin“g =5 2c052<,0

cos?p = %+ %cosZgo

(2) @) [ cosme cosng de — Pakai Rumus:

COS M COS nY

1

— E{Cos(m + n)p + cos(m + n)p}

b) [ sinmg cosng dep — Pakai Rumus:
. 1. .
sin mg cosng = E{sm(m +n)e

+ sin(m + n)gp}
¢) [ sinmg sinng dp — Pakai Rumus:

1
sinmg sinng = E{—cos(m +n)

+ cos(m + n) ¢}
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-1

Gambar 5. 10. Grafik Lingkaran (x — 1)2 +y2 =1
Lingkaran: (x — 1)2 +y2 =1

L lihat gambar

Hitung j j ydL
L

Jawab:
atau
dalam Koordinat Polar menjadi

p? = 2pcos @

atau

153



Gambar 5. 11. Suatu Luasan L yang terbentuk dari
p=2cos@ dengan 0=0 dan =4

p = 2cos ¢

ﬁ=n/4 p=2cos ¢

f f (psin@)pdp de
=0

a=0 p

'[fydL

7'[/4 2cos @

=f f sin @ p2dp do
0 0

Dihitung terlebih dahulu

2cos @

f sin ¢ p%dp — variabel p

0
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] 1 .\ |p=2cosg
=sm<p<—p ) |

3 p=0
no (e05%)
=sing (5 cos3g
3
8 . 3
= —sin @ cos3¢
3
/s
8 .
ffydL=f §sm<pcos3<pdg0
L 0
"/a

8
= §j sin ¢ cos3¢ dg — variabel ¢
0
f sin @ cos3p do

l, sin ¢
l, pangkat ganjil
l, menggunakan substitusi
l, cos3¢
l, pangkat ganjil

l, menggunakan substitusi

Jika memilih substitusi:

[t =sing|—|dt = cospdy

f sin @ cos3p do

= f sin ¢ cos?¢ (cos @ do)
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= f sin g (1 — sin®¢) (cos ¢ dg)
= f t(1—t?)dt
= f(t —t3)dt

1 1
— 42 4+4
_Zt 4t + (¢)

HEDURSRS SV,
=5 SINCQ =5 sty ()

/4
8
§f sin ¢ cos3pdp =

81 1 ¢="/
8/ , 1, A
3(2S‘n‘p 3" ‘p)l ¢=0

(=]

156



4. Rangkuman

y = g»(x)

P x
0 a b

Gambar 5. 12. Grafik Luasan L dengan y =
91(x) dan g,(x)

dL = dydx

x=b ¥=91(x)
f fx,y)dL = f J. f(x,y)dydx
L x=a y=gz(x)
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Gambar 5. 13. Grafik Luasan L dengan x =
g1(x) dan g,(x)

| ryar =

L

y=b x=g1(¥)

[ | reyda

y=a x=g2(y)

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek
Hitunglah integral-integral berulang berikut:

a) J,J, L7 dzdy dx

b) J; 17 )" dzdy dx
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6. Evaluasi Pembelajaran
Hitunglah integral-integral berulang berikut:

4 2z 2z
a) [ [ dxdydz

b) fos f_42 ff 6xy%z3 dx dy dz

6. Umpan Balik
Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada
pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-
soal yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban
maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan.

I1l. Kegiatan Pembelajaran 2
1. Judul Kegiatan Pembelajaran
Triple Integral

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir
6. Ketepatan penyelesaian integral dalam kordinat
silinder
7. Ketepatan penyelesaian integral dalam kordinat bola

3. Uraian, Contoh dan llustrasi
Berupa integral tertentu (definit integral)

dari suatu fungsi 3 variabel f (x, y, 2)
Jika double integral berbentuk umum
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YA

Gambar 5. 14. Grafik Luasan L

f f(x,y)dL dengan dL
L

L, dL = dydx

l, dL = dxy } = Koordinat Cartesius

atau fff((p,p)dL
L

dengan dL = pdpdep

Triple integral mempunyai bentuk umum
dalam Koordinat Cartesius:
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Gambar 5. 15. Bentuk Umum Triple Integral dalam
Koordinat Cartesius

.gjf(x, y,z)dv

- dv dapat berupa urutan

L|dv = dzdydx
L|dv = dzdxdy - yang umumnya digunakan
L dv = dydzdx
L dv = dydxdz
b dv = dxdzdy
L dv = dxdydz

integral dari fungsi f(x,y,z)
pada volume benda v

Jika menggunakan urutan |dV = dzdydx|

maka bentuk umum fff fx,y,z)dv =
14
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x=b Y=h1(x) z=g1(xy)

= j f f f(x,y,z)dzdy dx

x=a y=hy(x) z=g(x,y)

x=b [ Y=h1(¥) [ z=g91(x,y)

f f f f(x,y,z)dz ; dy|dx

x=a |y=ha(x) \z=g2(xy)

Cara menghitungnya:
z=g1(x.y)

(1)Dihitung dahulu j f(x,y,z)dz

z=g,(x,y)

— variabelnya Z
— hasil integralnya
berupa fungsi 2 variabel x dan y, misal ... F(x,y)

x=b Y=hi(x)
Jadi ff flx,y,z)dv = f f F(x,y)dy dx
x=a y=hy(x)

- Double integral
— Selanjutnya dihitung seperti pada double integral

Contoh:
1 2 3 x=1[ y=2 z=3
fffxyzdzdyd = f xyzdz ;dy|dx
01 2 x=0 |y=1 z=2

z=3

Dihitung terlebih dahulu f xyz dz — variabelnya z

z=2
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—1(9 4 )—5
=5 (Oxy —4xy) = Sxy

1 2 3 1 25
-'-fffxyzdzdydx =jj§xydydx
01 2 01

— double integral ...

Dihitung terlebih dahulu

2

5
f—xy dy — variabel y

2
1
_Ex 2|y=2
2y =1
5 15
—Z(4x—x)=rx

12 3
15
]adi,fffxyz dzdydx = J.Tde — variabel x
01 2

0

_ 15 Zl 1 |15
“8 078
1 2x X2y
Contoh: fffzdvsz f zdzdydx
v

0 x xy
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24,3

x%y
Dihitung f z dz — variabel z
xy
= lZZ | zZ= x2y3
2 zZ=xy
1 1
46 2.2
S XYe =S xty
2x
o 1 1 .
Dihitung j (§x4y6 — Exzyz) dy — variabel y

X

1 1 y =2x
(2,47 _ 2 ,2.3
(14xy 6xy)|y=x

(2 ) (L L)

“\ 14 6 14 6
127 7

— .11 .5
12 T 6

1
JIf 2= [ (St =) tx = vriave
oo = —_— —_— N
zZdv 14x 6x X varlabel X
0

1277
EOIHERGION
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Contoh:

Hitung integral lipat tiga berikut

[I[ wesear

B={(xy2):1<x<20<y<10<z<2}

dengan B adalah
Jawab:
21 2
jﬂxzyZdV=jjjx2yzdxdydz
B 001

[Grve] ;v
3 XYz ez

Il
o
o

§yz dydz

Il
o
o

AN

12]1d
2 e
fld
EZZ

wl\l
OSN

O\l\l w|\1

w3
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Contoh:

Hitung integral lipat berikut ini

3x x+2

5
fff 4dzdydx
-20 y

X

Jawab:
5 3x x+2 5 3x /x+2
ff j 4dzdydx = jj j 4dz |dydx
20 y =20
5 3x
= j [4z] dy dx
20
5 3x
= J-J- (4x — 4y +8)dy dx
=20
5
= f[4xy —2y? + 8y] 3x dx
=2
= f(—6x2 + 24x) dx = —14
Contoh:

Hitung integral lipat tiga untuk

f(x,y,z) = 2xyz
dalam daerah pejal S yang dibatasi oleh tabung parabol

1
Z=2—§x2
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dan bidang-bidangz=0,y=x,dany=0

The plane The plane The plane region S,
y=0 y=x

The surface

L

s The solid
region S

Gambar 5. 16. Grafik 3 Dimensi suatu Integral Lipat Tiga

Jawab:

Daerah pejal S diperlihatkan melalui Gambar pada halaman
sebelumnya. Integral lipat tiga:

[ eoear

dapat dihitung dengan integral lipat. Perhatikan bahwa S adalah
suatu himpunan z sederhana dan bahwa proyeksinya S,, pada
bidang xy adalah y sederhana (juga x sederhana).

Jadi,
2-x2%/2

X
f 2xyzdzdydx
0

[ zoear - |
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!

O\’X

2
[xyz?] g —x /zdy dx

Il
o

X

1
f (4xy —2x3y + ZxSy) dy dx
0

1 4
(2X3 - X5 +§X7) dx = §

OR:N

Terdapat beberapa urutan pengintegralan berbeda yang
memungkinkan dalam Contoh di atas. llustrasi cara lain untuk
mengerjakan soal pada Contoh sebelumnya sebagai berikut:

Hitung integral dari Contoh sebelumnya dengan mengerjakan
pengintegralan dalam urutan dy dx dz

Penyelesaian:

Perhatikan bahwa benda pejal S adalah y sederhana dan
diproyeksikan ke dalam himpunan bidang S,, yang diperlihatkan
pada Gambar 5. 15. Integralkan sepanjang garis horizontal dari y
= 0 ke y = x, kemudian integralkan hasilnya terhadap S,.,

2V4-2z x

fff 2xyzdV =f f foyzdydde
s 0 0 o0
2V4-2z

=ff x3zdxdz
0

0
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2

= %f(mfZ dz

0

1 ‘ 4

=ZJ(16Z—16Z2+4Z3)dZ=§
0

The plane region S_.

AZ

%)
n
]

Gambar 5. 17. Proyeksi suatu Integral Lipat Tiga pada Himpunan
Bidang S,

4. Rangkuman

Triple integral mempunyai bentuk umum
dalam Koordinat Cartesius:

|| ey e
%4

- dv dapat berupa urutan
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L|dv = dzdydx
L|dv = dzdxdy - yang umumnya digunakan
b dv = dydzdx
b dv = dydxdz
b dv = dxdzdy
b dv = dxdydz

integral dari fungsi f(x,y,z)
pada volume benda v

Jika menggunakan urutan |dV = dzdydx|

maka bentuk umum jff f(x,y,z)dv =
4

x=b Y=hi(x) z=g1(xy)
[ | | rerocae

x=a y=hy(x) z=g,(x,y)

x=b [ Y=h1(¥) [ z=91(x,y)

= f f f(x,y,z)dz ; dy|dx
x=a ly=ha(x) \z=g2(xy)

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek
Hitung integral berikut:

b) fos f03 fzgz xyzdx dz dy

c) fozflsz‘/Wnyzdydxdz
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6. Evaluasi Pembelajaran
Hitung integral berikut:

a) fon/z foz foy sin(x +y + z) dxdy dz

N

x—1

3xyzdzdydx

/2 (0 2yz .
c) fon fsinszoy sin (i)dxdydz

7. Umpan Balik
Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada
pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal
yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban
maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan.

IV. Penutup
1. Rangkuman
Modul ini memuat rangkuman materi yang tercantum
pada rangkuman kegiatan pembelajaran 1 dan 2. Modul
ini menuntun mahasiswa memahami materi Integral
Lipat Tiga secara mandiri maupun kelompok.
Selanjutnya dilakukan assessment yaitu dengan
melakukan kuis pada materi yang telah dipelajari.

2. Petunjuk Jawaban Evaluasi Kegiatan Pembelajaran
Jawaban dari evaluasi tidak dicantumkan, dikarenakan
setiap permasalahan dapat diselesaiakan dengan
jawaban yang terbuka.

3. Daftar Istilah
Koordinat : Nilai yang menunjukkan posisi suatu titik
dalam ruang
Triple : Tiga nilai yang digunakan untuk
menentukan posisi dalam ruang tiga
dimensi
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Integral  : Operasi yang menghitung luas di bawah

kurva fungsi
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MODUL 6

PERSAMAAN DIFERENSIAL BIASA

(PERSAMAAN DIFERENSIAL ORDINER)

Pendahuluan
5. Deskripsi Singkat Modul VI

Persamaan Diferensial (PD) adalah salah satu cabang
matematika yang banyak digunakan untuk menjelaskan
masalah-masalah fisis. Masalah masalah fisis tersebut
dapat dimodelkan dalam bentuk PD. Persamaan
Diferensial (PD) merupakan suatu bentuk model
matematika yang banyak digunakan dalam sains dan
teknologi, misalnya dalam fisika, mekanika teknik,
rangkaian listrik, perpindahan panas, geometri dan masih
banyak lagi.

Persamaan Diferensial digunakan sebagai alat untuk
mengetahui kelakuan maupun sifat-sifat solusi masalah
yang ditinjau. Karena itu, penting sekali mempelajari
Persamaan Diferensial. Dalam modul ini, Anda pertama-
tama mempelajari Persamaan Diferensial yang lebih
sederhana, yaitu PD orde satu. Anda akan mengenal tipe-
tipe persamaan diferensial dan mempelajari bagaimana
caranya menyelesaikan Persamaan Diferensial tersebut.

Prasyarat: Dapat menghitung [ f(x) dx

. Capaian Pembelajaran Lulusan

Setelah mempelajari Modul 6 ini, mahasiswa
diharapkan memahami metode penyelesaian PD orde satu
dan terampil menggunakannya.
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7. Kemampuan Akhir
Secara lebih rinci, setelah mempelajari modul ini,
mahasiswa diharapkan mampu:

1)
2)

3)

4)

5)

Membedakan Persamaan Diferensial Biasa dengan
Persamaan Diferensial Parsial

Menentukan order dan pangkat (degree)
Persamaan Diferensial biasa

Memahami  hubungan  antara  Persamaan
Diferensial dengan jawab umum maupun dengan
jawab khususnya.

Memilih metode dan menggunakannya untuk
menyelesaikan PD orde satu.

Memberikan contoh masalah konkret yang dapat
dirumuskan dalam bentuk Persamaan Diferensial
orde satu serta menyelesaikannya dengan tuntas.

8. Persyaratan Kompetensi
Kegiatan Proses Belajar (KPB): 3x(2x50)
Kegiatan Pembelajaran Terstruktur (KPT): 3x(2x60)
Kegiatan Mandiri (KM): 3x(2x60)
9. Kegunaan Modul
Setelah mempelajari Modul V1 ini, mahasiswa diharapkan
dapat menyelesaikan persamaan diferensial
10. Materi Pokok dan Sub Materi Pokok
a. Persamaan Diferensial
b. Order dari Persamaan Diferensial
c. Pangkat dari Persamaan Diferensial
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Kegiatan Pembelajaran 1
1. Judul Kegiatan Pembelajaran

Persamaan Diferensial (Differential Equations)

Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir

a. Ketepatan penyelesaian PD linier dengan variabel yang
mudah dipisah

b. Ketepatan penyelesaian PD homogen

Uraian, Contoh dan llustrasi

Persamaan Diferensial adalah persamaan yang
mengandung derivative atau diferensial dan dapat dibagi
menjadi Persamaan Diferensial Biasa atau Persamaan
Diferensial ~ Ordiner (Ordinary) serta Persamaan
Diferensial Parsial (Partial Deffer).

1) Persamaan Diferensial Biasa
Persamaan Diferensial Biasa adalah persamaan
yang mengandung satu variabel bebas, satu variabel
bebas beserta derivativenya.

Contohl:
dy _

a) E—X-FS
dy , vy _

b) Z+Z=0

atau dapat ditulis x dy + ydx = 0

C) dy _ 2x+3y-5
dx 3x—-2y+7

v v _ 2
d) dx+x+1—(x+1)
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2)

e) ﬂ+k2y=0

dx?
f) (x2+2xy)dx+ (y?+x*)dy=0

g9) y'+5y +6y=02x+1)e3*
h) y"' +2y" +y" =sinx

) O+ 0N +3y =x*

Jika suatu persamaan mengandung satu atau lebih
derivative derivatif terhadap suatu variabel tertentu,
maka variabel ini disebut variabel bebas. Suatu
variabel disebut tak bebas jika derivatif dari variabel
ini ada.

Dalam persamaan diferensial €), h) dan i) pada
contoh di atas, x adalah variabel bebas, sedangkan y
adalah variabel tak bebas.

Persamaan diferensial a) % = x + 5 dapat ditulis

d

1 .. .
dalam bentuk £ =— dalam hal ini variabel
dy x+5

manapun, X atau y dapat dipandang sebagai variabel
bebas, dan yang lain sebagai variabel tak bebas.

Persamaan Diferensial Parsial
Persamaan Diferensial Parsial adalah persamaan
yang mengandung dua atau lebih variabel bebas, satu
variabel tak bebas beserta derivativ parsialnya.
Contoh 2:
0z 0z
a) Xa + }/5 =0
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2 2
d) x2Z432%2

0%z
+2Z-0
x2 dxdy  9y?

) &= p2 o%u 62_u]
at ax2 = 9y2

Dalam persamaan diferensial b) Z—iz z+x2—§

terdapat dua variabel bebas yaitu x dan y, dan dalam

2 2
persamaan diferensial e) % = h? [% + Z—yﬂ terdapat
tiga variabel bebas yaitu t, x dan y.

Selanjutnya yang dibahas dalam buku ini terbatas
hanya pada Persamaan Diferensial Biasa. Oleh karena
itu, untuk selanjutnya jika disebut Persamaan
Diferensial yang dimaksud adalah Persamaan
Diferensial Biasa.

Jika dalam suatu persamaan diferensial hanya
terdapat satu variabel bebas, maka derivatif yang
terkandung dalam persamaan tersebut adalah derivatif
biasa. Persamaan diferensial ini disebut persamaan
diferensial biasa. Sebaliknya jika terdapat lebih dari
satu variabel bebas, maka derivatif yang terkandung
dalam persamaan tersebut merupakan derivatif parsial.
Persamaan diferensial ini  disebut persamaan
diferensial parsial.

Jadi, pada intinya persamaan diferensial biasa
(PDB) dapat dijelaskan sebagai suatu persamaan yang
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memuat suatu atau lebih turunan fungsi satu peubah
bebas yang tidak diketahui. Jika fungsi terdiri dari satu
peubah bebas, maka dapat dikatakan sebagai
persamaan diferensial parsial (PDP).

Pada bagian selanjutnya, dijelaskan tentang
turunan tertinggi dari fungsi yang terlibat dalam
persamaan diferensial (orde) serta pangkat dari
turunan tertinggi fungsi yang terlibat dalam persamaan
(derajat).

4. Rangkuman
Persamaan diferensial Z—y = x + 5dapat ditulis dalam

- =
d 1 .. .
bentuk ﬁ = E,dalam hal ini variabel manapun, x atau

y dapat dipandang sebagai variabel bebas, dan yang lain
sebagai variabel tak bebas.

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek
1) Tunjukkan bahwa fungsi-fungsi berikut merupakan
jawab  umum  dari  persamaan  Diferensial
bersangkutan:

Soal Persamaan Diferensial
dy _ l .

a) —; T ycosx =:sin 2x

b) y"—6y +9y =e*

Jawaban Fungsi

a) y=sinx —1+ ce”s"¥

178



b) ¥ =(c; — e +<

6. Evaluasi Pembelajaran
1) Tunjukkan bahwa fungsi-fungsi berikut merupakan
jawab  umum  dari  persamaan  Diferensial
bersangkutan:

Soal Persamaan Diferensial

d? 2d
a) —=+-2=0
dx x dx

by (y —3x%)dx — (4y —x)dy =0
Jawaban Fungsi
a) y= Cx_l +c

b) 2y?—xy+x3=c

7. Umpan Balik
Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada
pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal
yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban
maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan.
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I1l. Kegiatan Pembelajaran 2
1. Judul Kegiatan Pembelajaran
Order dari Persamaan Diferensial

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir
a. Ketepatan penyelesaian PD exact
b. Ketepatan penyelesaian faktor integrasi
c. Ketepatan penyelesaian PD Bernoulli

3. Uraian, Contoh dan llustrasi
Persamaan Diferensial mempunyai bentuk umum:

F(x, vy, v ., y(")) =0

atau

dy d?y d™y
F(x,y,a,ﬁ,...,ﬁ =0

disebut Persamaan Diferensial Order n. Order Persamaan
Diferensial ditentukan oleh derivative tertinggi yang
muncul dalam Persamaan Diferensialnya

1) Bentuk umum Persamaan Diferensial Order 1:
F(x,y,y) =0

Suatu PD orde satu dapat dinyatakan secara umum
dalam dua bentuk, yaitu:

Bentuk implisit,

d !/
F(x,y,é)antauF(x,y,y)zo ............... (1)

Bentuk eksplisit
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ay

= fy)atauy’ = flxy) (2)

catatan:
y' atau Z—i’ adalah turunan pertama dari y terhadap
variabel x

2
y'" atau % adalah turunan pertama dari y terhadap
variabel x

... dan seterusnya ...

Contoh 3:

dy
a+x+5y

= (x+5)3

‘Z_’;’ =kN,N = N(t) orde 1 derajat 1

y'+2sinx =0 orde 1 derajat 1

Contoh mengidentifikasi PD orde satu:

L [xy'[+y?+x2+1=0
atau

dy
dx

PD orde satu bentuk implisit

2. —2y+ex=0

atau

+y2+x2+1=0
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d?y
— -2 X —
dx? y+e

bukan PD orde satu,

PD orde dua bentuk implisit

3. =2y+ex

PD orde satu bentuk eksplisit:
flx,y) =2y +e*

4. = xy + x?2
bukan PD orde satu,
PD orde dua bentuk eksplisit
*) catatan:
Perhatikan orde turunan variabel y terhadap X

yang ada di dalam |:|

Suatu fungsi y = y(x) dikatakan solusi PD (1) atau
(2) apabila y = y(x) dan turunannya y' memenuhi PD
(1) atau (2)

Contoh 4:

TinNjauPD: y' = CoSX .o 3)

Penyelesaian:
Solusi umum PD ini adalah

y =sinx +C
Fungsi-fungsi:
y =sinx +1
y =sinx
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y =sinx — 4

masing-masing adalah solusi khusus PD (3) yang
diperoleh dari solusi umum dengan mengambil
masing-masing nilai C = 1, C = 0 dan C = -4. Dalam
menentukan solusi khusus yang memenuhi syarat awal
y(m/2) = 10, ditentukan C dari solusi umum y =
sin x + C dengan mengambil nilai y = 10 dan x =
m/2. Jadi, 10 =sin(m/2)+C - C =9 sehingga
solusi khusus yang memenuhi syarat awal y(m/2) =
10 adalah y = sinx + 9.

Contoh 5:

TinjauPD: ()2 —xy' 4y =0 coeiiiian... 4)

Penyelesaian:
Solusi umum PD (4) adalah

y =Cx — C?

dengan mengambil C = 1, C = 2, C = -4 diperoleh
masing-masing solusi khusus y=x—1, y =2x —
4dany = —4x —16. Dalam menentukan solusi
khusus yang memenuhi syarat awal y(1) = —6,
tentukan C dari persamaan y = Cx — C? dengan
mengambil nilai y=-6 untuk x=1. Ini
memberikan

~6=C-1-(?
=C - (?
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atau

C:—C-6=0
L(-3)(C+2)=0
I.)C1=3, C2=—2

Jadi, ada dua solusi khusus yang memenuhi syarat
awal y(1) = —6, yaitu

y=3x-9
dan

y=-—-2x—4

Adanya dua solusi khusus ini disebabkan PD (4)
mempunyai pangkat dua.

Contoh 6:
Tentukan PD yang solusi umumnya x2 + y? = C

Penyelesaian:
dengan menurunkan x2 + y2 = C terhadap x secara
implisit diperoleh:

2x+2y-y'=0

karena persamaan ini tidak lagi memuat C, maka
secara langsung diperoleh PD:
X
y'=-=
y
sebagai PD yang solusi umumnya

x2+y2=C



Contoh 7:
Tentukan PD yang solusi umumnya:
g(x,y,0) =x>*-Cy+C*=0
Penyelesaian:
dengan menurunkan g(x,y,C) terhadap x secara
implisit diperoleh
2x —Cy'=0

eliminasikan C dari kedua persamaan:

{xZ—Cy+C2=0
2x —Cy' =0

dari persamaan kedua diperoleh

C:—,
y

dimasukkan ke persamaan pertama, menghasilkan:

atau
4x = 2yy' +x(y")? =0

PD ini mempunyai solusi umum

g(x,y,0)=x*—Cy+C*=0
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2)

J

Bentuk umum Persamaan Diferensial Order
F(x,y,y,y) =0

Contoh 8:
y"+ 6y —7y =2 cos3x

y" +e*y' +sinxy = e*cosx orde 2 derajat 1

x3y" +y' cos 2x = x?y? orde 2 derajat 1

Persamaan Diferensial Orde 2 Tipe 1:

d?y
T f(x)
Contoh 9:

Carilah jawaban umum persamaan diferensial:

d?y
W = 3x2 + 6x5
Penyelesaian:

d

2
y

i 3x2 + 6x°

dZ

gy_ 3x2 4+ 6x° dx

dx

dZ

—y=f3x2+6x5dx

dx

dy 3x2+1 6X5+1
dx 241754114
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_3x3+6x6+

~3 T T4

=x3+x+¢
dy
dx

dy = x3+x® + ¢, dx

=x34+x%+¢

fdy=fx3+x6+cl dx

3+1 6+1

_X +X
Y =351 641
1

4 1 7
=Zx +7x +cx+c

+cix+c,

Contoh 10:
Carilah jawaban umum persamaan diferensial:

d?y
w = 4‘X3 + 10x5
Penyelesaian:

dZ

y
W = 4‘X3 + 10x5
dZ
gy_ 4x3 4+ 10x° dx
dx
dZ
gy_ f4x3 +10x° dx
dx

dy B 4x3+1 N 10X5+1
dx 341 5+1

+ ¢
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~ 3t ta
5
=x*+-x%+¢
3
dy 5
a—x4+§x6+cl

x4+1 5 x6+1
y=4+1+§6+1+C1X+C2
s 2 b exn
= 5x 21x c1x + ¢y
Contoh 11:
Carilah jawaban umum persamaan diferensial:
dZ
d_x);: 10x° + 5x* + x

Penyelesaian:

d?y

ke 10x? + 5x* + x

dZ

gy_ 10x°% + 5x* + x dx
dx

d2
—y=f10x9+5x4+xdx
dx
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dy 10x°9+1 G4+l 1t
dx_ 941 Tax1 11 @
3 10x1° 5x5 1

a2
10 +5+2x + cq

1
=x1°+x5+§x2+cl

dy 1
a=x1°+x5+§x2+cl

1
dy=x1°+x5+§x2+cldx

1
fdy=Jx1°+x5+§x2+cl dx

x10+1 x5+1 1 x2+1
Y=To+1 s5+1tz2 271 tarte
=ix11 +—x®+—-x3cix+c
11 6 6~ 1 2
Contoh 12;

Carilah jawaban umum persamaan diferensial:

d?y 3 3
W=8x5+zx3+§x+4

Penyelesaian:

d?y 3 3
W=8x5+zx3+§x+4
d? 3 3
d—;=8x5+§x3+§x+4dx
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d?y 3 3
“r_ 5,°2.3,°
dx—fo +2x +5x+4dx

dy 8x5tl 3 3+1 3 xlt1
dx 5417237175 1+1

+4x + ¢

=§x6+—x4+ix2+4x+c
6 8 10 1

T U I et
—3x 8x 10x X+ ¢4

dy 4 3 3
a=§x6+§x4+1—0x2+4x+cl

dy = 2x5 +Sx% 422 +dx+ ¢y d
y—3x 8x 10x x +cqdx

fd —f46+34+3 2+4x+c d
y = 3x 8x 1Ox x+c dx

4 X6+1 3 x4-+1 3 x2+1 4x1+1
“3'6+1 8 4+1 8 2+1 141
+cix+c,
4 3

=—x7+—x5+ix3+ix2+cx+c
21 40 30 2 ! 2

4 7 3 5 1 3 2
=57% +Ex +Ex + 2x°+ c1x + ¢

y

Contoh 13:
Carilah jawab umum persamaan diferensial:
d2

—y=3x9+10x5+2x+2
dx?
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Penyelesaian:

d2
d—x);=3x9+10x5+2x+2
2y
H=3x9+10x5+2x+2dx
d2
d—;=f3x9+10x5+2x+2dx
dy_3x9+1+10x5+1+2x1+1+2 N
dx 9+1 541 141 “Ta
3 10 2
_ > 10, .64 % 2
—10x + 6x +2x +2x + ¢4
3 5
_ 2,105 ° .6 2
—10x +3x +x°+2x + ¢y
dy 3 5
2 1026 2
dx 10x +3x +x°+2x + ¢4
dy=3x1°+5x6+x2+2x+c dx
10 3 1

3 5
= 410 __ 6 2
fdy fle +3x0+xt + 20+ ¢ dx

3 x10+1 5 x6+1 x2+1 2x1+1

YT10 1041 3 6+1 2+1 1+1
+cix+c,
3 5 1 2
=mx11+ﬁx7+§x3+§x2+c1x+cz
3 5 1
=mx11+ﬁx7+§x3+x2+clx+c2
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Persamaan Diferensial Orde 2 Tipe 2:

(e
dxz_f dx

Contoh 14:
Carilah jawaban umum dari:
d’y dy

— 4+ T 4 4Ax =
xdx2+dx+ x=0

Penyelesaian:

Misal

dy
turunannya

dp d?y
dx  dx?”

Substitusikan persamaan (1) dan (2)

.(2)

dp+ +4x=0
X tptdx=

dp
x-a+p——4x...(3)

catatan:

d(x-p)_ dp+ dx
dx - dx p dx

192



d(xp) __dp

I X - ax +p-1
d(xp) p
W—X'E'Fp...(‘l-)

jika persamaan (3) = (4), maka
d(xp)

i —4x

kedua ruas diintegralkan

de;p) =j—4x dx

xp = —2x%+ ¢

substitusi p dengan (1)

x% = —2x% 4 ¢; - kedua ruas dibagi x
dy C1
—Z =_2 =
dx X+ x

integralkan kedua ruas

d c

—yzf—2x+—1dx

dx x

dy 1

azf—2x+c1-; dx

y=—x*+¢ -Inx+c,
Contoh 15:

Carilah jawaban umum:
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d’y dy
XW-FE—SX—O

Penyelesaian:

Substitusikan persamaan (1) dan (2)

dp

— —8x=0
xdx+p X
dp
= =8
xdx+p X

sama dengan persamaan (4)

maka

d(xp) _

8
dx X

integralkan kedua ruas

[ for

xp = 4x% + ¢,

substitusi p dengan (1)

x% = 4x% 4+ ¢; > kedua ruas dibagi x

d c
—y=4x+—1
dx X

integralkan kedua ruas

d c
f—y=f4x+—1dx
dx X

fdy—fz; bt
dx_ X Cl'xx
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y=2x?>+c¢;-Inx+c,

Contoh 16:

Carilah penyelesaian umum:
d’y dy
—— +——12x =

X dx2 + e x=0

Penyelesaian:

Substitusi persamaan (1) dan (2) menjadi

d
x-—p+p=12x

dx
— persamaan sama dengan (4), maka
d(xp)
=12
dx X

kedua ruas diintegral

d
f (p) =f12x dx
dx
xp = 6x% + ¢,

substitusi persamaan (1) ke dalam p

dy

X = 6x2 + ¢; - kedua ruas dibagi x
dy €1
2 -6 -2
dx Xt x

integralkan kedua ruas
dy 1
fa = f 6x + ;
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dy 1
dx 6x+cl-;
y=3x?+c¢;-Inx+c,

4. Rangkuman
Persamaan Diferensial mempunyai bentuk umum:

F(x, vy, v .., y(")) =0

dy d?y d*y
F —_ = ... =
(x,y, A a2 A 0

atau

disebut Persamaan Diferensial Order n. Order Persamaan
Diferensial ditentukan oleh derivative tertinggi yang
muncul dalam Persamaan Diferensialnya

Bentuk umum Persamaan Diferensial Order 1:
F(x,y,y) =0

Suatu PD orde satu dapat dinyatakan secara umum dalam
dua bentuk, yaitu:

Bentuk implisit,

a !
F(x,y,%)antauF(x,y,y)zo ............... (D
Bentuk eksplisit
dy 1
—=f Co,y)atauy’ = F,y) v (2)

catatan:
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y' atau Z—z adalah turunan pertama dari y terhadap variabel
X
" 23’

y'" atau ZT adalah turunan pertama dari y terhadap

2

variabel x

... dan seterusnya ...

Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek
Manakah di antara PD berikut yang merupakan PD orde
satu

a)y'+3y—xy=0

b) xy' + 3ysinx+2=0

Evaluasi Pembelajaran
Manakah di antara PD berikut yang merupakan PD orde
satu

a) x(yN)?—2y"+x2=0

b) (y)2+3y—y"+x=0

Umpan Balik

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada
pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal
yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban
maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan.
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IV. Kegiatan Pembelajaran 3
1. Judul Kegiatan Pembelajaran
Pangkat (Degree) dari Persamaan Diferensial

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir
a. Ketepatan penyelesaian PD linier dengan variabel yang
mudah dipisah
b. Ketepatan penyelesaian PD homogen

3. Uraian, Contoh dan llustrasi
Pangkat Persamaan Diferensial ditentukan oleh

pangkat tertinggi dari derivative tertinggi yang muncul.

Contoh 17:
1) x2(y)?—xy'=y=1Inx Orde 1 Pangkat 2
2) x*y"+x(y)2+y°=e* Orde 2 Pangkat 1

3) x2(y")?2 —x(y")? — y® = sin%x Orde 2 Pangkat 2

4. Rangkuman
Pangkat Persamaan Diferensial ditentukan oleh pangkat
tertinggi dari derivative tertinggi yang muncul.

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek
Dalam rangka mengidentifikasi tipe-tipe PD orde satu,
tentukan manakah di antara PD berikut dalam bentuk
eksplisit atau implisit

a) x(y')?2+4y' —x3=0
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b) Xty

6. Evaluasi Pembelajaran
Dalam rangka mengidentifikasi tipe-tipe PD orde satu,
tentukan manakah di antara PD berikut dalam bentuk
eksplisit atau implisit

a) y' =ysinx + x?

b) xy'+3ysinx—2=0

7. Umpan Balik
Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada
pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal
yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban
maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan.

V. Kegiatan Pembelajaran 4
1. Judul Kegiatan Pembelajaran
Penyelesaian Suatu Persamaan Diferensial

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir
a. Ketepatan penyelesaian PD exact
b. Ketepatan penyelesaian faktor integrasi
c. Ketepatan penyelesaian PD Bernoulli

3. Uraian, Contoh dan llustrasi
Mencari jawab atau penyelesaian suatu Persamaan
Diferensial tidak lain adalah menghilangkan derivative-
derivative yang ada dengan cara integral tak tentu,
sehingga sebagai hasilnya akan mengandung konstanta
sebarang C.
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Jawab atau penyelesaian yang mengandung konstanta
sebarang C tersebut, disebut Jawab Umum atau
Penyelesaian Umum yang berupa himpunan penyelesaian
yang memenuhi Persamaan Diferensialnya secara identik.

Jika konstanta C diberi nilai tertentu akan diperoleh
Jawab Khusus atau Penyelesaian Khusus yang merupakan
salah satu anggota dari himpunan penyelesaiannya.

Contoh 18:
1) Persamaan Diferensial & —2 =0
dx x

d .
——>=0 mempunyai

Persamaan Diferensial
jawab umum y = cx yang berupa himpunan atau
berkas garis lurus melalui titik 0. Jika konstanta C
diberikan nilai tertentu, misalkan C = 4, maka akan
diperoleh jawab khusus y = 4x yang berupa satu garis
lurus salah satu anggota dari berkas garis lurus y =
Cx.

Bahwa y = Cx merupakan penyelesaian umum

. . . d
dari Persamaan Diferensial %—%zo dapat

dijelaskan sebagai berikut:
Untuk y = Cx maka,
dy
I C

Jika disubstitusikan pada Persamaan Diferensial:

dy 'y
=0
dx x

maka akan diperoleh hubungan
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2)

c——=0
X
yang dipenuhi secara identik.

. . d
Persamaan Diferensial ﬁ = 2x

. . d .
Persamaan Diferensial ﬁ = 2x mempunyai jawab

umum
y=x%+c¢
Penyelesaian:
Dari Z—z = 2x atau dy = 2xdx jika diintegralkan
didapat
J- dy = f 2x dx
atau
y=x%+c¢

Jawab umum tersebut berupa himpunan parabola-
parabola.

Misalkan akan dicari salah satu jawab khusus yang
memenubhi syarat y(2) = 5:

Dari
y=x%+c
didapat
5=2%2+c¢
c=
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3)

sehingga jawab khusus yang menentukan syarat
y(2) =5 adalah y =x2+1, tidak lain adalah
parabola yang melalui titik (x,y) =(2,5) yang
merupakan salah satu parabola anggota himpunan
parabola y = x2 + c.

Persamaan Diferensial: y" + 2y' — 3y =0
Persamaan Diferensial:

y'+2y'—=3y=0
mempunyai jawab umum:

y =ce*+ ee 3

Penjelasan:
Jika
y = ce* + ce™3*
maka:
y' =cie¥ — 3ce™
dan

y" = c,e* +9c,e™3

Jika disubstitusikan pada Persamaan Diferensialnya,
didapat:

(cie* + 9c,e™3%) + 2(c,e* — 3c,e3%)
—3(cie* +c,e™3¥) =0

yang dipenuhi secara identik.
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Catatan:

Ketiga contoh di atas belum menjelaskan cara
mencari jawab umum suatu Persamaan Diferensial,
yang baru akan dibahas pada modul-modul
berikutnya.

Persamaan Diferensial orde satu adalah suatu
fungsi yang memuat satu variabel bebas (x) dan satu
variabel tak bebas (y) beserta turunan pertamanya (y’)
yang dikaitkan secara eksplisit atau implisit.

Solusi umum Persamaan Diferensial adalah fungsi
yang memuat konstanta C dan memenuhi Persamaan
Diferensial tersebut. Solusi khusus adalah solusi yang
diperoleh dari solusi umum dengan mengambil nilai C
suatu bilangan tertentu atau solusi yang memenuhi
syarat yang diberikan, misalnya syarat awal. Grafik
dari solusi umum merupakan keluarga lengkungan, di
mana untuk setiap nilai C diperoleh suatu lengkungan
(kurva) atau trayektori.

Contoh:
Tentukanlah persamaan diferensial biasa (PDB) yang
penyelesaiannya
y = Aex+B
Jawab:
Bentuk y = Ae**8 dapat ditulis ulang menjadi:

y—Ae*-e

= AeB . e*

Bentuk Ae® dapat digantikan oleh satu konstanta
sembarang (C), sehingga bentuk y = Ae**E dapat
ditulis menjadi:

203



y=Ce*

Dengan demikian, konstanta sembarangnya hanya 1,
sehingga hanya diturunkan satu kali, diperoleh y =
Ce*. Terlihat bahwa konstanta C masih ada. Oleh
sebab itu, konstanta C harus dieliminasi dengan cara
mensubstitusikan persamaan y = Ce*, sehingga
diperoleh PDB yang ditanyakan, yakni:

y' =y
atau
y' —y=0

Contoh:
Carilah PDB yang penyelesaiannya

x?y3+x3y>=C
Jawab:
PDB yang diberikan diturunkan terhadap x satu kali,
diperoleh:

d d
2xy3 + 3x2y2£ + 3x%y° + 5x3y4% =0

adalah PDB yang ditanyakan karena konstanta
sembarang sudah lenyap.

4. Rangkuman
. . d ..
Persamaan Diferensial % = 2x mempunyai jawab umum

y=x%+c
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Persamaan Diferensial: y" + 2y’ — 3y = 0 mempunyai
jawab umum:
y =ce* +ee 3

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek
Tentukan PDB yang penyelesaiannya:

y = Acos2x + Bsin2x

dengan A dan B konstanta sembarang

6. Evaluasi Pembelajaran
Tentukan PDB yang penyelesaiannya:

y = Acos4x + Bsin4x

dengan A dan B konstanta sembarang

7. Umpan Balik
Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada
pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal
yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban
maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan.

V1. Penutup
1. Rangkuman
Modul ini memuat rangkuman materi yang tercantum
pada rangkuman kegiatan pembelajaran 1, 2, 3 dan 4.
Modul ini menuntun mahasiswa memahami materi
Persamaan Diferensial Ordiner secara mandiri maupun
kelompok. Selanjutnya dilakukan assessment yaitu
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dengan melakukan kuis pada materi yang telah
dipelajari.

Petunjuk Jawaban Evaluasi Kegiatan Pembelajaran
Jawaban dari evaluasi tidak dicantumkan, dikarenakan
setiap permasalahan dapat diselesaiakan dengan
jawaban yang terbuka.

Daftar Istilah

Ordiner  : Terkait dengan persamaan diferensial yang
melibatkan turunan satu variabel

Derivative : Laju perubahan suatu fungsi terhadap
variabelnya

Parsial : Turunan yang diambil dengan
mempertahankan variabel lainnya tetap
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MODUL 7

PERSAMAAN DIFERENSIAL ORDER 1
(PANGKAT 1) VARIABEL TERPISAH / MUDAH
DIPISAH

I. Pendahuluan
1. Deskripsi Singkat Modul V11

Persamaan diferensial order 1 mempunyai bentuk

umum
M(x,y)dx + M(x,y)dy =0
dan/atau
dy
= fx,y) - dy = f(x,y)dx

sedang jawab umumnya mempunyai bentuk umum

y=F(x,c)
dan/atau
F(x,y,c)=0

dimana konstanta C sebagai parameter. Pada Modul 7 ini
yang akan dibahas terbatas pada Persamaan diferensial
order 1 pangkat 1, khususnya yang variabelnya sudah
terpisah atau mudah dipisah.

*) yang akan dibahas hanya terbatas pada PD Ordiner/PD
Biasa, selanjutnya disingkat PD

2. Capaian Pembelajaran Lulusan

Mahasiswa diharapkan dapat menyelesaikan persamaan
diferensial order 1dengan variabel terpisah
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3. Kemampuan Akhir
Mahasiswa diharapkan mampu menyelesaikan persamaan
diferensial order 1dengan variabel terpisah

4. Persyaratan Kompetensi
Kegiatan Proses Belajar (KPB): 3x(2x50)
Kegiatan Pembelajaran Terstruktur (KPT): 3x(2x60)
Kegiatan Mandiri (KM): 3x(2x60)

5. Kegunaan Modul
Setelah mempelajari Modul 7 ini, mahasiswa diharapkan
mampu:
1) Mengenali Persamaan diferensial order 1 yang
variabelnya sudah terpisah atau mudah dipisah
2) Memisah variabel pada Persamaan diferensial
yang variabelnya mudah dipisah
3) Mencari jawab Persamaan diferensial dengan
variabel terpisah
Dengan prasyarat mampu menghitung integral tak
tentu fungsi suatu variabel.

6. Materi Pokok dan Sub Materi Pokok
a. Persamaan Diferensial dengan variabel terpisah
b. PD Ordiner

Il. Kegiatan Pembelajaran 1
1. Judul Kegiatan Pembelajaran
Persamaan Diferensial dengan Variabel Terpisah

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir
Ketepatan penyelesaian jawab umum PD linier homogen
dan tak homogen order 2 dengan koefisien konstan
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3. Uraian, Contoh dan llustrasi
Persamaan diferensial dengan variabel terpisah
mempunyai bentuk umum

|M(x)dx + N(y)dy = 0|

Jawab umumnya dapat dicari dengan
mengintegrasikannya sebagai berikut:

jM(x)dx+JN(y)dy= C

Contoh 1:
Carilah jawab umum Persamaan diferensial:

xdx +ydy =0
Penyelesaian:

fxdx+fydy=C1

1 1
Exz + Eyz = Cl

atau

x?+y?=2C

f(x—l)dx+f(y+2)dy=0
sy

1 1
E(x_1)2+§(y+2)2 =C
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Mengingat ruas Kiri tidak negatif, maka ruas kanan 2C; juga
tidak negatif.

Dengan mengubah
2C1 = CZ

didapat jawab umum menjadi

yang berupa keluarga lingkaran dengan pusat di titik 0 dan
jari-jari C.

Contoh 2:
Carilah jawab umum Persamaan diferensial:

Jawab:
dx d

.l-_ + _y = Cl
x y

Inx+Iny=0¢;
Jika konstanta C; dinyatakan dalam bentuk C; = InC, maka
didapat jawab umum:

Inx+Iny=1InC

yang dapat disederhanakan menjadi

Inxy =InC
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atau
xy==C
atau
_ c
Y= X
sebagai jawab umumnya, yang berupa himpunan hiperbola.

Persamaan diferensial mudah dipisahkan variabelnya,
mempunyai bentuk umum:

a) Z—i’ = f(x)g(y) yang mudah dipisah variabelnya menjadi
d
g(_i//) = f(x)dx

b) M;(x)N,(y)dx + M,(x)N,(y)dy =0 mudah dipisah
variabelnya menjadi

M1(x) Nz(Y) _
A RREITC) kel

Contoh 3:
dy  x
dx y
dapat dipisah variabelnya menjadi
ydy = —xdx
atau dapat ditulis
xdx + ydy = 0.

Selanjutnya, lihat contoh 1
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dy — (x-1)
de (y+2)

- Contoh (1)

Contoh 4:
(1-x)ydx+x(1+y)dy =0,

dapat dipisah variabelnya menjadi:

1—x 1+y
dx + 5 dy=0

X

j(%—l)dx+j(%+l)dy=€

In[x] —x+In[yl]+y=C
atau
In[xy] -x+y=C

merupakan jawab umumnya.

4. Rangkuman
Persamaan diferensial dengan variabel

mempunyai bentuk umum

|M(x)dx + N(y)dy = 0|

Jawab umumnya dapat dicari
mengintegrasikannya sebagai berikut:

fM(x)dx+fN(y)dy= C
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5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek

Hitung persamaan berikut:

dy
2 2 —
(x% —yx )_dx_ 0

6. Evaluasi Pembelajaran

Hitung persamaan berikut:

d
(x? —yxz)£+y2 +xy?2=0

7. Umpan Balik
Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada
pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal
yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban
maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan.

I1l. Kegiatan Pembelajaran 2
1. Judul Kegiatan Pembelajaran
Pd Ordiner (Pd)

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir
Ketepatan penyelesaian jawab umum PD linier homogen
dan tak homogen order n > 3 dengan koefisien konstan

3. Uraian, Contoh dan llustrasi
PD yang hanya mengandung satu variabel bebas. PD

adalah persamaan yang mengandung derivative atau
turunan.
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Misal:
dy 'y
dx T x
dy 2x+3y—5
dx 3x—-2y+7

0

dy vy
47 = 1)3
dx+x+1 (x+1)

*) Order dan PD ditentukan oleh turunan atau
derivative tertinggi

Misal:
PD Orde 1 berbentuk umum:

d
F(x,y,%) =0

PD Orde 1 berbentuk umum:
dy d?y
F<x;y;a;w> - 0
*) Jawab/Penyelesaian dari PD
Mencari jawab dari PD tidak lain menghilangkan
derivative-derivative yang ada, yaitu dengan cara
diintegralkan (integral tak tentu) — sebagai hasil
umumnya akan mengandung konstanta sembarang

C. Jawab yang mengandung C disebut jawab
umum, sedangkan jika C-nya diberi nilai tertentu

(C,) disebut jawab khusus.
Misal:

Lay y
PDE_;_O (X)

215



Mencari jawab PD di atas yaitu menghilangkan %
dengan cara diintegralkan sebagai berikut

Dari:
dy 'y
ax x 0®
dapat diubah menjadi
dy _y
dx x
diubah lagi menjadi
dy dx
y X
yang diintegralkan:
j’dy _ [ax
y B X
[Iny = Inx + c|

l, jawab umumnya
atau dapat juga ditulis:

Iny=Inx+Inc
atau

Iny =Incx

atau

jawab umum
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Misal
jika ¢ = 5 — didapat jawab khusus
jawab umum

Ly=2x

L y=x | — Himpunan
garis lurus
Ey_ berpotongan
- di titik (0,0)
Ly

= —2x

Jawab-jawab
khusus

10

-10

Gambar 7. 1. Himpunan garis lurus (y=x ; y=2xX ;
y=3X ; y=4x) berpotongan di titik (0,0)
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*)

Beberapa PD yang akan dibahas antara lain:
1) PD Orde dengan variabel terkecil/terendah
2) PD Homogen

3) PD Eksak dab Faktor Integrasi

4) PD Linier (Order 1)

5) Contoh-contoh aplikasi

6) PD Linier Order 2

PD (Order 1) dengan variabel terpisah
Contoh:

PD yang sudah terpisah

PD: 2xdx + (y + 1)dy =0

variabel sudah terpisah (x dengan dx , y dengan
dy)

Mencari jawabannya:

Langsung diintegralkan

fodx+f(y+1)dy=f0

1
x% + Eyz +y=c
— jawab umumnya
Contoh:

Variabel belum terpisah tetapi mudah dipisah
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PD: (xzy;zx)dx + 22 4y = 0 (belum terpisah

3x

variabelnya)
Jawab:
Dipisah variabelnya (dikalikan 3xy) didapat:

3x(x?2 +2x)dx+y(y+1)dy =0
— terpisah variabelnya

dapat diintegralkan:
j(3x3 + 6x2)dx + j(y2 +y)dy = J 0

4 6 3 1 3 1 2 :
x +§x +§y +§y = ( — jawab umumnya
*) untuk PD yang tidak mudah dipisah variabelnya,
maka terlebih dahulu PD-nya dikelompokkan
menjadi bentuk-bentuk PD yang akan dibahas
lebih lanjut antara lain berupa PD:

1) PD Homogen

2) PD Exact/Eksak

3) PD yang tidak Exact tetapi dapat dijadikan PD
Exact dengan menggunakan faktor integrasi

4) PD Linier

4. Rangkuman
Order dan PD ditentukan oleh turunan atau derivative
tertinggi

Misal:
PD Orde 1 berbentuk umum:

219



d
F(x,y,é) =0

PD Orde 1 berbentuk umum:
dy d?y
F(X,Y,E,W> =0

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek

Hitung persamaan berikut:

ydx + x2dy =0

6. Evaluasi Pembelajaran

Hitung persamaan berikut:

(y—a)dx + x?dy =0

7. Umpan Balik

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada
pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-
soal yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban
maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan.

IV. Kegiatan Pembelajaran 3
1. Judul Kegiatan Pembelajaran

Penyelesaian  Persamaan  Diferensial dengan
Variabel Terpisah

220



2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir
Ketepatan penyelesaian PD linier dengan variabel yang
mudah dipisah

3. Uraian, Contoh dan llustrasi
Contoh:

Tentukan solusi PD berikut ini
xy'+y=3
Jawab:

ubah bentuk penulisan derivative dan kurangi kedua
ruas dengan y, maka diperoleh:

dy
dx =3-Y

kalikan kedua ruas dengan

dx
x(3-y)
sehingga diperoleh
Ldy = 1dx
3—y X

integrasikan kedua ruas terhadap variabel yang
bersesuaian untuk memperoleh

[iy=[Lan

—In3—y)=Inx+InC
InB3—y)t'=InCx

B-y) ' =Cx
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Jadi, solusi PD tersebut adalah

|B—y»)"t = Cx]

Contoh:
Selesaikan PD berikut ini
x(y? —1dx —y(x?—-1)dy =0
Jawab:
bagi kedua ruas dengan
(2 - D(x*-1)
sehingga dengan memanfaatkan aljabar,

diperoleh

X y
x2—1dx_y2—1

dy =0

integrasikan kedua ruas terhadap variabel yang
bersesuaian

x y
fxz_ldx—fyz_ldyzlnC

selesaikan bentuk integral dengan metode substitusi,
didapat

1 1
Eln(x2 -1) - Eln(y2 —1)=1InC,

kali kedua ruas dengan 2, kemudian gunakan sifat
logaritma:

b
“logb — “logc = “logz
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sehingga diperoleh

x?—1= Cz(yz_l)

Jadi, penyelesaiannya adalah

x?2—1=C(y?—1)|

Catatan:

*) Hasil integral

1 1
Eln(x2 -1) - Eln(y2 —1)=In(C,

karena menggunakan teknik yang disebut
manipulasi konstanta, karena C merupakan
bilangan real (bebas), jadi berapapun yang diambil
sebagai bentuk C, hasilnya masih umum. Dalam
mempermudah perhitungan atau penyederhamaan
hasil, dijadikan hasilnya menjadi In C

**) Konstanta dalam persamaan

x?2—1
In 77—1 =InC,

tidak benar-benar diperhatikan (dapat
dimanipulasi). Karena dibagi 2, maka bentuk
konstantanya berubah. Namun dalam hal ini hanya
perlu diubah indeksnya saja tanpa membentuk
konstanta dengan aturan aritmetik maupun aljabar.

223



Contoh:

Tentukan solusi umum dari persamaan diferensial
berikut

yi(y + Ddx + y?(y — 1)dy = 0
Jawab:
dari persamaan
yi(y + dx + y?(y — 1)dy = 0
bagi kedua ruasnya dengan
Y2y + D(x—1)

sehingga diperoleh persamaan baru yang ekuivalen
dengan persamaan tersebut, yaitu:

1

In|x — 1| + In|y + 1| = In|C|
In|(x — 1)(y + 1| = In|[C|
x-1Dy+1)=cC

Jadi, solusi umum dari persamaan diferensial tersebut
adalah

(- Dy +1) =C|
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Contoh:
Selesaikan PD berikut

J1—y2dx + Mdy =0
Jawab:

kalikan kedua ruas dengan

1 1
dx +
V1 —x2 1—y2

integrasikan kedua ruas terhadap variabel yang
berpadanan

dy =0

1 1
dx+J dy=C
j\/l—xz 1—y? Y
arcsinx + arcsiny = C

Jadi, penyelesaiannya adalah

larcsin x + arcsiny = C

Contoh:
Selesaikan PD berikut

xmdx + y\/mdy =0
Jawab:

bagi kedua ruas dengan

Jy?—1x4x%2-1
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*)

diperoleh

dx + Y

x
x?2—1 Jy?—1

integrasikan kedua ruas terhadap variabel yang
berpadanan

X y _
fmd”jmdy‘c

dengan mengintegralkan bentuk di atas, dapat diperoleh
penyelesaian akhir, yaitu

Vx2—=14+,y?-1=C

dy =0

Catatan:

Integral pada persamaan

y
dy=C
-1

,]-\/%dx-l_f\/yzi

dapat ditentukan hasilnya dengan menggunakan metode
substusi tak linear

Contoh:
Selesaikan PD berikut

xsinydx + (x? 4+ 1)cosydy =0
Jawab:

kalikan kedua ruas dengan

1
(x?2+1)siny
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diperoleh:

x cosy

x +
x?+1 siny

integrasikan kedua ruas terhadap variabel yang
bersesuaian

f T dx+ =2 dy =0
2+1 siny y=
1

Eln(x2 + 1) + In(siny) = C

Jadi, solusi umum dari PD

xsinydx + (x?+ 1) cosydy =0

1
Eln(x2 + 1) +In(siny) = C

Contoh:
Selesaikan PD berikut

dy x+3x?
dx 2

untuk y = 6 ketikax =0

Jawab:

Persamaan di atas dapat diubah menjadi
y?dy = (x + 3x%)dx

integrasikan kedua ruas terhadap variabel yang
bersesuaian
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1 1
§y3 =§x2 +x3+C,

kalikan 3 di kedua ruas:

3
y3=§x2+3x3+C

313
y = §x2+3x3+C

untuk menentukan nilai C, substitusikan y = 6 dan x = 0,
sehingga diperoleh

6=3Y04+0+C < C =216

Jadi, penyelesaiannya adalah

3(3
y = \/Exz + 3x3 + 216

Contoh:
Selesaikan PD berikut

dy 5
X a = +1
Jawab:
perhatikan bahwa
dy 5
XY +1

xdy— (y*+1)dx=0

dy dx_0
yZ+1 x
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integrasikan kedua ruas

f dy dx_C
yZ+1 x

selanjutnya, cara mengintegralkan

dy
y2+1

ingat kembali materi kalkulus integral
substitusi trigonometri.

Proses integrasinya disajikan di bawah ini:
dimisalkan
y =tana
dy = sec’ a da
dan
a = arctany

y?+1=tan’a+ 1 =sec’a

mengenai

maka,
J‘ dy _fsecza da
yZ+1 sec? a
= fda = @ = arctany
berarti,
d dx
[ [
ye+1 X
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arctany —In|x| = C

Inearctany _pnx = Ine¢

t
earctany _ ec
X
Jadi, solusi umumnya adalah
earctany
= eC
X
Contoh:
Carilah solusi dari PD berikut
dy x+1
Vax T y+1

Jawab:

Perhatikan bahwa PD di atas dapat ditulis kembali
menjadi

x+1
dx

y(y+ Ddy =
1
(y2+y)dy = (1 + ;) dx

integrasikan kedua ruas berdasarkan variabel yang

bersesuaian
1
f(y2+y)dy=f<1+;)dx

1 1

§y3 +Ey2 + ¢, =x+1In|x|+C,
1 1
§y3 +§y2 —x—In|x|=C
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Jadi, solusi dari PD tersebut adalah

1 1
—_y3 —_v2_ — =
3y +2y x—In|lx|=C

Contoh:

Secangkir kopi dengan panas 80°C ditempatkan di
ruangan yang bersuhu 50°C. Proses pendinginan kopi
dalam waktu t menit ditunjukkan dengan

dx

Ezk(x—SO)

Jika panas kopi selama 5 menit berubah menjadi 70°C,
maka berapa lama waktu yang dibutuhkan agar suhu
kopi menjadi 60°C ?

Jawab:
diketahui
% = k(x — 50)
maka, dapat ditulis
P ar
x —50

integralkan kedua ruas

f dx —fkdt
x—50

In|x = 50| =kt+C

x —50 = ekt+C

x—50=e¢ekt xC’
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x =50+ C'ekt

diketahui t = 0 dan x = 80, sehingga diperoleh

x =50+ C'ekt
80=50+C'e°
80=50+C"'
C'=30

diketahui

t=5danx=70
sehingga diperoleh

x =50+ C'ekt

70 = 50 + 30e°k

20 = 305k
2
3= o5k

Jadi, diperoleh

—50+30(2)
= 3

Jika x = 60, diperoleh

1
gt

—50+30(2)
= 3
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1
2\5t
60 = 50 + 30 (5)

Jadi, waktu yang dibutuhkan agar suhu kopi menjadi
60°C adalah

Contoh:

Seorang tukang besi memanaskan suatu logam mulia
hingga mencapai 200°C dengan menggunakan alat
kerjanya. Setelah pemanasan usai, kemudian logam
mulia tersebut dibiarkan di dalam ruangan terbuka
dengan suhu ruang 27°C. Setelah beberapa waktu
berselang, suhu logam menurun. Penurunan suhu
tersebut tidak linear, melainkan bergerak secara
eksponensial terhadap waktu. Dalam waktu 10 menit,
suhu logam menurun menjadi 140°C. Tentukan rumus
fungsi eksponensial yang menyatakan pergerakan
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turunnya suhu logam T terhadap waktu t (dalam satuan
menit)

Jawab:

Permasalahan ini merupakan aplikasi atau penerapan
persamaan diferensial. Persamaan diferensial yang
merepresentasikan proses penurunan suhu T dalam
waktu t menit diwakili oleh

aT
P k(T —Tp)

T, adalah suhu terminal. Diketahui bahwa suhu
terminalnya adalah suhu ruang, vyaitu T, = 27°C.
Perhatikan bahwa persamaan

dT

a?-k(T——27)
ar =k-dt
T—27

Integralkan kedua ruasnya,

[~ [ra
T—27

In(T—27)=kt+C

Saat t = 0 menit, suhu mula-mula adalah T = 200°C.
Substitusi nilai ini pada persamaan terakhir untuk
memperoleh

In(200 — 27) = k(0) + C
In173 =C
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Persamaannya ditulis ulang menjadi
In(T —27) =kt +1In173

Saat t = 10 menit, suhu berkurang menjadi T = 140°C.
Substitusi nilai ini pada persamaan untuk memperoleh

In(140 — 27) = k(10) +1n 173
In(113) = 10k +1n 173

10k = In 113
173

o 113
j— 173

10
Persamaannya menjadi

In 113
173

——t+1In173
10 *

In(T — 27) =

atau dengan menggunakan definisi logaritma, diperoleh

113

Jadi, fungsi eksponensial yang menyatakan proses
penurunan suhu logam T terhadap waktu t adalah

113

Contoh:

Penurunan suhu minyak pada pengolahan hilir minyak
kelapa sawit menggunakan beberapa alat transfer panas,
salah satunya adalah Cylinder Heat Economizer (CHE),
yang pada umumnya digunakan untuk menaikkan atau
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menurunkan suhu minyak sebelum diolah yang suhunya
90°C dengan minyak hasil olah yang suhunya 225°C.
Suhu minyak sebelum diolah akan dinaikkan dan suhu
minyak hasil olahan akan diturunkan sama-sama
menjadi 120°C. Jika dalam waktu 10 menit terjadi
penurunan suhu sebesar 60°C dengan laju penurunan
suhu tidak linear, melainkan eksponensial terhadap
waktu, serta suhu yang akan dicapai menjadi terminal
temperature (suhu yang akan dicapai saat t mendekati
tak hingga, t merepresentasikan lama waktu yang
dibutuhkan dalam satuan menit), maka berapa kira-kira
waktu yang dibutuhkan untuk minyak hasil olah
mendekati suhu tersebut? Jelaskan secara matematis.
Gambarkan juga sketsa grafik fungsi eksponensialnya.

Jawab:

Permasalahan ini merupakan aplikasi atau penerapan
persamaan diferensial. Persamaan diferensial yang
merepresentasikan proses penurunan suhu T dalam
waktu t menit diwakili oleh

dT
—= = k(T =Ty

T, adalah suhu terminal. Diketahui bahwa suhu
terminalnya adalah suhu yang hendak dicapai, yaitu
T, = 120°C. Perhatikan bahwa persamaan

dT
P k(T —120)

dapat ditulis menjadi

dT
T —120

=k-dt
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Integralkan kedua ruasnya

[ [
T —120

In(T —120) = kt+C

Saat t = 0 menit, suhu mula-mulanya adalah T = 225°C.

Substitusi  nilai pada persamaan terakhir
memperoleh

In(225—-120) = k(0) + C
In105=C
Persamaannya dapat ditulis ulang menjadi
In(T — 120) = kt +In 105
Saat t = 10 menit, suhu berkurang 60°C menjadi
T = (225 - 60)°C = 165°C

Substitusi  nilai tersebut pada persamaan
memperoleh

In(165 — 120) = k(10) +1n 105
In45 = 10k + In 105

10k =1 45—1 3
~ M5~ "7
3
Ins
7
k_10
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persamaannya menjadi

ln§

In(T — 120) = 1—07t +1n105

atau dengan menggunakan definisi logaritma, diperoleh

ln%
T — 120 + eﬁt+ln105
Dengan menggunakan aplikasi untuk menggambarkan

grafik, dapat diperoleh sketsa grafik persamaan tersebut

T (Celsius)
225

ln%

——t+In 105

T=120+¢10
120
A = t (menit)
60 120

Gambar 7. 2. Grafik Waktu (t) terhadap Suhu (T)

Tampak pada grafik tersebut bahwa suhu terminal akan
tercapai saat t menuju tak hingga, tetapi tentu saja tidak
mungkin menunggu selama waktu tersebut untuk
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menurunkan suhunya agar suhu terminal tercapai.
Berdasarkan grafik tersebut, dapat diasumsikan bahwa
cukup menunggu kurang lebih selama 60 menit (1 jam)
agar suhu minyak hasil olah ‘cukup’ mendekati 120°C.

Rangkuman
Dari persamaan berikut:

xy'+y=3

ubah bentuk penulisan derivative dan kurangi kedua
ruas dengan y, maka diperoleh:

dy
xa—B—y

Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek
Hitung persamaan sebagai berikut:
dy+ycosxdx =0
Evaluasi Pembelajaran
Hitung persamaan sebagai berikut:
dy+ytanxdx =0
Umpan Balik
Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada
pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-

soal yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban
maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan.
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V. Penutup
1. Rangkuman

Modul ini memuat rangkuman materi yang tercantum
pada rangkuman kegiatan pembelajaran 1, 2 dan 3.
Modul ini menuntun mahasiswa memahami materi
Persamaan Diferensial Order 1 (Pangkat 1) Variabel
Terpisah/Mudah Dipisah secara mandiri maupun
kelompok. Selanjutnya dilakukan assessment yaitu
dengan melakukan kuis pada materi yang telah
dipelajari.

2. Petunjuk Jawaban Evaluasi Kegiatan Pembelajaran
Jawaban dari evaluasi tidak dicantumkan, dikarenakan
setiap permasalahan dapat diselesaiakan dengan
jawaban yang terbuka.

3. Daftar Istilah

Cylinder  : Bentuk tiga dimensi dengan dua lingkaran
sejajar sebagai alas dan tutup serta
permukaannya yang melengkung

Heat : Energi yang ditransfer akibat perbedaan
suhu

Economizer : Perangkat untuk meningkatkan efisiensi
dangan memulihkan energi dari sistem
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MODUL 8

PERSAMAAN DIFERENSIAL HOMOGEN

Pendahuluan
1. Deskripsi Singkat Modul V111

Pada Modul 7 telah dibahas Persamaan diferensial
yang variabelnya terpisah atau mudah dipisah. Pada
kenyataannya banyak Persamaan diferensial yang
variabelnya tidak mudah dipisah. Pada Modul 8 ini akan
dibahas Persamaan Diferensial Homogen, khususnya yang
tidak mudah dipisah variabelnya, kemudian akan
ditunjukkan substitusi yang digunakan agar diperoleh
Persamaan diferensial baru yang mudah dipisah
variabelnya.

Pada Modul 8 ini, akan dibahas pula mengenai
Persamaaan Diferensial:

dy ax+by+c
dx a;x+by+c

. Capaian Pembelajaran Lulusan

Mahasiswa diharapkan dapat menyelesaikan Persamaan
Diferensial Homogen

. Kemampuan Akhir

Mahasiswa diharapkan mampu menyelesaikan Persamaan
Diferensial Homogen
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4. Persyaratan Kompetensi
Kegiatan Proses Belajar (KPB): 3x(2x50)
Kegiatan Pembelajaran Terstruktur (KPT): 3x(2x60)
Kegiatan Mandiri (KM): 3x(2x60)

5. Kegunaan Modul

Setelah mempelajari Modul 8 ini, mahasiswa

diharapkan mampu:

1) Membedakan Persamaan Diferensial Homogen
dengan Persamaan Diferensial yang Tidak

Homogen

2) Mencari jawab Persamaan Diferensial Homogen

dengan |substitusi y = ux|

3) Mencari jawab Persamaan Diferensial

dy ax+by+c
dx a;x+by+c

6. Materi Pokok dan Sub Materi Pokok
a. Persamaan Diferensial Homogen
b. Reduksi dan pemisahan variabel
c. PD Homogen (Orde 1)

Il. Kegiatan Pembelajaran 1
1. Judul Kegiatan Pembelajaran
Persamaan Diferensial Homogen

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir
Ketepatan penyelesaian PD homogen
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3. Uraian, Contoh dan llustrasi
Persamaan diferensial mempunyai bentuk umum

dy

dengan syarat

[fOx, 2y) = f(x,9)]

Dalam hal variabelnya sulit dipisah, umumnya digunakan
substitusi

U=¥atauy=Ux

dan

dy du

dx U+Xa

Dengan substitusi tersebut, Persamaan diferensial

dy
o =)

akan berubah menjadi

U+x 2= e ux)
xdx = f(x,ux
yang variabelnya (variabel x dan variabel u) umumnya
menjadi mudah untuk dipisah.

Contoh 1:
Tunjukkan bahwa

dy xy
dx x?—y?
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merupakan Persamaan diferensial Homogen, kemudian
carilah jawab umumnya.

Jawab:

foy) =52 ... ()

xz_yz .

Axy
fQx, Ay) = 20— )
Xy
Tz — y2
=f(x,y)
Karena

fAx, Ay) = f(x,y)
maka Persamaan Diferensial Homogen

dy 4 du
“dx . YT

|Substitusi y = ux},.

Dengan substitusi tersebut di atas, Persamaan diferensial
(1) menjadi

N du X - Uux du u
U+ x—=———,. . x—=————1u
dx x2 — (ux)? dx 1-—u?

du us
X — =
dx 1-u?

dipisah variabelnya, didapat
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variabel terpisah.

Diintegrasikan:

——— —Ilnu=Ilnx+1InC ..

2u?
atau
- 2—u2 = lnuxC
Substitusi kembali
y
u=-=
X
diperoleh jawab umum:
xZ
- 2—)/2 =In Cy

Contoh 2:
Tunjukkan bahwa Persamaan diferensial

(y+x)dx+ (y—x)dy =0
Homogen, kemudian carilah jawab umumnya.

Jawab:
Persamaan diferensial dapat ditulis dalam bentuk
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ay _ Xty

sy (2)

dy x+y _x+y

- x—y e fO6Y) ==y

Alx+y)

Xty
==
=f(xy)

Jadi, Persamaan diferensial Homogen

du

dx

dy _

=u-+x
dx

Substitusi

Dengan substitusi tersebut, Persamaan diferensial (2)

menjadi
4 du_x+ux_ du_1+u
U xdx_x—ux""xdx_l—u

dipisah variabelnya, didapat

1—ud _dx
1+ u? u= X
Diintegralkan:
f( 1 u )d _ dx
1+u?2 1+ u? = X
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1
tan"tu —Eln(l +u?) =Inx+Inc

Substitusi kembali
y
u=-
X
akan diperoleh jawab umum:

2

1
tan‘1¥—51n<1 +§:—2> =lnx+Inc

Rangkuman
Persamaan diferensial mempunyai bentuk umum

dy
bl (x,y)
dengan syarat

[fOx, 2y) = f(x,)]

Dalam hal variabelnya sulit dipisah, umumnya digunakan
substitusi

U=%atauy=Ux

dan

Dengan substitusi tersebut, Persamaan diferensial

dy

a:f(x;Y)

akan berubah menjadi
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d_u = f(x,ux)

U =
+xdx

yang variabelnya (variabel x dan variabel u) umumnya
menjadi mudah untuk dipisah.

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek
Hitung persamaan berikut:

dy x+y—3
dx x—y-—1

6. Evaluasi Pembelajaran
Hitung persamaan berikut:

dy x+y—+4
dx x—y-—2

7. Umpan Balik
Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada
pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal
yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban
maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan.

I1l. Kegiatan Pembelajaran 2
1. Judul Kegiatan Pembelajaran

Penyelesaian Persamaan Diferensial Homogen
(Reduksi dan Pemisahan Variabel)
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2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir
a. Ketepatan penyelesaian PD linier dengan variabel
yang mudah dipisah
b. Ketepatan penyelesaian PD homogen

3. Uraian, Contoh dan llustrasi
Pada bagian ini memuat beberapa soal terkait

dengan persamaan diferensial homogen.

Contoh:
Periksa apakah PD berikut homogen atau tidak

By —4x)dx+ (y—x)dy =0
Jawab:
perhatikan bahwa

By —4x)dx+ (y—x)dy =0

dy 3y—4x

dx xX—y

x(3'%_4)_dy

Yy
S'E_Ll':d_y
1_X dx

X

karena variabel PD di atas dapat ditulis kembali sebagai

d
v= % — maka PD ini Homogen
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Contoh:
Selesaikanlah persamaan diferensial berikut

(x—y)dx+xdy=0

Jawab:
Bagi kedua ruas dengan x untuk mendapatkan

(1—§)+dy=0

Bentuk di atas menunjukkan bahwa PD tersebut
homogen

Misalkan:

dy
= — =
v e y = vXx

maka, dengan mensubstitusikannya ke dalam persamaan
tersebut, diperoleh

(1-v)dx+d(wx)=0
dx —vdx+xdv+vdx =0
dx+xdv=0

Bagi kedua ruas dengan x
dx
—+dv=0
X

Integrasikan kedua ruas terhadap variabel yang
bersesuaian,
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sehingga didapat

dx
f—+fdv=lnC (%)
X
Inx+v=InC

C v
v=lh—-oeP=—xe"=C xex=C
X X

Catatan:

Hasil integralmya menjadi InC bukan C Kkarena
menggunakan teknik yang disebut manipulasi
konstanta, karena C merupakan bilangan real (bebas),
jadi berapapun yang diambil sebagai bentuk C, hasilnya
masih umum. Dalam mempermudah
perhitungan/penyederhanaan hasil, maka dijadikan In C.

Contoh:
Selesaikan persamaan diferensial berikut ini

dy
2 _— =
(x%+y) Ix 2xy
Jawab:
diketahui

dy
2 _— =
(x*+y) I 2xy
kalikan dx pada kedua ruasnya
(x%2 4+ y)dy = 2xy dx

(x?2+y)dy —2xydx =0
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perhatikan bahwa
2xy dx =y dx?
sehingga
(x?2+y)dy—ydx?*=0
substitusikan
maka diperoleh

(u+y)dy—ydu=0

bagi kedua ruas dengan u
y y o,
(1 + u) dy ” du=20

bentuk persamaan diferensial di atas menunjukkan
bahwa persamaan diferensial ini homogen.

Sekarang dimisalkan

vzzc) =uv
w7

=>dy=udv+vdu
sehingga jika disubstitusikan ke persamaannya,
diperoleh
A1+v)(udv+vdu)—vdu=0

udv+vdu+vudv+v3dv—vdv=0

1+vudv+v?dv=0
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integrasikan  kedua ruas terhadap variabel yang
bersesuaian

1+v du
f —dv+ | —=C
v u

dv du
jv‘zdv+j—+ —=C
v u

1
—;+lnv+lnu= c

vu 1 vu 1
In—=-&—=¢v
c v c

substitusikan kembali y =uv dan u =x?, maka
diperoleh

x2

267

Il

D

<L
o

QR

Contoh:
Buktikan bahwa persamaan berikut ini merupakan PD
homogen. Jika homogen, tentukan solusinya

(x? —3y?)dx + 2xydy =0

Jawab:
persamaan di atas dapat ditulis menjadi
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dy x*—3y?
dx  2xy

x 3
_x .3
2y  2x

+

N W
R

1
T2y
x
bentuk PD di atas menunjukkan bahwa PD ini homogen.

Kemudian, dimisalkan

U=X<: = XV
X y
dy dv
ax @tV

substitusikan ke persamaanya

kurangi v pada kedua ruas untuk mendapatkan

1 +v_ dv
2v Z_xdx

samakan penyebutnya pada ruas Kiri, kemudian
sederhanakan menjadi

v2—1_ dv
2v _xdx
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kalikan kedua ruas dengan

2v

x(v2 —-1) dx
diperoleh

2v dx

P dv = —

integralkan  kedua ruas terhadap variabel yang
berpadanan

j 2v dp = dx
vz—lv_ X

In(v?—-1)=Inx+InC
v?—1=xC

substitusikan kembali bahwa

RIR

sehingga diperoleh

——xC=1

. Rangkuman

Hasil integralmya menjadi InC bukan C Kkarena
menggunakan teknik yang disebut manipulasi
konstanta, karena C merupakan bilangan real (bebas),
jadi berapapun yang diambil sebagai bentuk C, hasilnya
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masih umum. Dalam mempermudah
perhitungan/penyederhanaan hasil, maka dijadikan In C.

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek
Hitung persamaan berikut:

_x+y—3
Y =% +2y+5
6. Evaluasi Pembelajaran

Hitung persamaan berikut:

_2x+y-—3
C4x+2y+5

!

y

7. Umpan Balik

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada
pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-
soal yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban
maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan.

IV. Kegiatan Pembelajaran 3
1. Judul Kegiatan Pembelajaran
Persamaan Diferensial dengan a, b, a;, b; Konstan

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir
Ketepatan penyelesaian PD

3. Uraian, Contoh dan llustrasi
Persamaan diferensial
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dy ax+by
dx a,x + b,y

dengan a, b, a,, b; konstan adalah persamaan diferensial
Homogen, sebab

ax + by
f(X, Y) = m
dan

(e Ay) = alx + by
A, Ay aAx + by

_ax+by
" a;x+byy

=f(x,y)

Rangkuman
Persamaan diferensial

dy ax+by
dx a,x +byy

dengan a, b, a,, b; konstan adalah persamaan diferensial
Homogen, sebab

ax + by

f(X,Y) =m

Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek

Cari jawab umum Persamaan diferensial:
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dy x+5y
dx x—3y

6. Evaluasi Pembelajaran

Cari jawab umum Persamaan diferensial:

dy 3x+5y
dx 5x—3y

7. Umpan Balik
Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada
pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-
soal yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban
maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan.

V. Kegiatan Pembelajaran 4
6. Judul Kegiatan Pembelajaran
Persamaan Diferensial dengan (*) a,b,c,a4, b4, ¢4
Konstan

7. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir
Ketepatan penyelesaian jawab umum PD linier homogen
dan tak homogen order 2 dengan koefisien konstan

8. Uraian, Contoh dan llustrasi
dy ax+by+c

Persamaan Diferensial dengan —=——"7"—"— (¥)
dx aix+by+cq

a,b,c, aq, by, c; Konstan

Jika ¢ = 0 dan c¢; = 0, maka persamaan diferensial (*)
Homogen (lihat butir 2 sebelumnya)

Jika ¢ # 0 dan ¢; # 0, maka persamaan diferensial (*)
tidak homogen, sebab

259



ax +by +c

..dan ...
ax+byy+cg

flx,y) =

alx + bdy +c
aAx + by + ¢4

fx,Ay) =

B Alax + by) + ¢
~ Magx + by) + ¢4

ax + by +c
a,x+byy+c

jadi ... f(Ax, y) # f(x,y)

Dalam mencari jawab persamaan diferensial (*) yang
tidak homogen perlu memperhatikan dua kasus sebagai
berikut:

1) Kasus |
Jika
a b

a, by 0

maka dapat dilakukan substitusi

lx=x1+hy=y, +k

dan
dy _ dy,
dx dx,

Dengan substitusi tersebut, maka persamaan
diferensial (*) menjadi:
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2)

dy;  ax;+by, +ah+Dbk+c
dx, a;x;+byy; + ah + bk + ¢,

Jika h dan k dipilih sedemikian hingga
memenuhi sistem persamaan linier

[ ah+bk+c=0 ] xn
a1h+b1k+C1=0( )

{ ah+bk+c=0 xn
a1h+b1k+C1=0( )

maka, persamaan diferensial (**) menjadi
dy;  ax; +by,
dx; a.x; + by,

yang homogen (lihat pada butir 2 sebelumnya)

Selanjutnya, diselesaikan seperti pada persamaan
diferensial homogen, dengan substitusi y, =
Uuxy.

Kasus Il
Jika
a b

a, by 0

maka sistem persamaan linier (***) tidak
mempunyai jawab, sehingga substitusi pada
kasus | di atas tidak dapat digunakan.

Pada kasus Il ini, substitusi yang digunakan

adalah:
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dan

dz dy
dx +b dx

dengan substitusi di atas, maka persamaan
diferensial (*) menjadi mudah dipisah
variabelnya.

Contoh 4:
Carilah jawab umum pada persamaan diferensial

dy 3x+5y—13

dx 5x -3y +1 ()

Jawab:
Termasuk kasus I, sebab

|g _53| —_9-25

=-34+#0
Substitusi
x=x,+h
dan
dy _dy
y=yitks dx dx1

Dengan substitusi tersebut di atas, persamaan
diferensial (*) menjadi

*)

3h+5k—-13=0

Pilih h dan k sehingga {0 " 20 7 20 =
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yang dipenuhiolehh=1dank =2
Jadi, jika dipilih h = 1 dan k = 2 atau dipilih
substitusi

x=x;1+Ly=y;,+2
dan
dy _dys
dx  dx,

maka persamaan diferensial (**) menjadi

dy;  3x1+5y;
dx1 N 5x1 - 3y1

(***)

berupa persamaan diferensial homogen.

Dengan substitusi

Y1 =uxy

dengan memperhatikan contoh 3 sebelumnya,
maka akan diperoleh jawab umum persamaan
diferensial (***) sebagai berikut:

5 1 2
e e i <1 + &) =lInx; +Inc

x,2
dengan substitusi kembali
x;=x—1

dan
Nh=y—2
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didapat jawab umum persamaan diferensial (*)
sebagai berikut:

5 -2 1 —2)2
Yy o 1+(y )
3 x—1 2 (x —1)2

=In(x—1)+1Inc

9. Rangkuman
dy ax+by+c (*)

Persamaan Diferensial dengan — =
dx a;x+biy+cq

a,b,c, aq, by, c; Konstan

Jika ¢ = 0 dan c¢; = 0, maka persamaan diferensial (*)
Homogen (lihat butir 2 sebelumnya)

Jika ¢ # 0 dan c¢; # 0, maka persamaan diferensial (*)
tidak homogen, sebab

Flry) = ax +by+c

..dan ...
ax+ by+cy

aix + by +c¢
aAx + by Ay + ¢4

fx,Ay) =

_ Max+by)+c
- Mayx + byy) + ¢4

ax +by+c
a,x+byy+c

jadi ... f(Ax, Ay) # f(x,y)

10. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek

Carilah jawab umum persamaan diferensial:
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dy x+2y
dx 2 +4y

11. Evaluasi Pembelajaran
Carilah jawab umum persamaan diferensial:

dy x+2y+1
dx 2+4y+3

12. Umpan Balik
Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada
pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-
soal yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban
maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan.

V1. Kegiatan Pembelajaran 5
1. Judul Kegiatan Pembelajaran
Pd Homogen (Orde 1)

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir
Ketepatan penyelesaian PD homogen

3. Uraian, Contoh dan llustrasi
(khususnya yang tidak mudah dipisah variabelnya atau
sedang jika mudah dipisah variabelnya dapat
diselesaikan seperti PD yang mudah dipisah
variabelnya)

*) PD Homogen mempunyai bentuk umum

dy
E_f(x'y)

dengan syarat:
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[fOx, 2y) = f(x, )]

misal:

2) PD: Z—i’ = % () apakah PD Homogen?

2x + 3y
5x — 4y

_ 2(Ax) +3(2y)
fOx29) = 5 o =20y

B A(2x + 3y)
~ A(5x — 4y)

3 (2x + 3y)
~ (5x —4y)

=f(x,y)
=~ (x) PD Homogen

f,y) =

3) PD__y_ 2x+3y+6

d

dx 5x—4y+1
2x+3y+6

1Y) = —ay+1

B 2(Ax) +3(Ay)+ 6
fA) =50 "ay) + 1

_A(2x+3y)+6¢2x+2y+6
CAGx+4y)+1 7 S5x—4y+1

= fQx, 2y) # f(x, y)
l, Jadi bukan PD Homogen
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*) Cara mencari jawab PD Homogen

(jika variabelnya sulit dipisah)

digunakan substitusi:

R I

atau

dengan substitusi di atas, PD Z—i’ = f(x,y) menjadi

U+ 2 feu)
xdx—fx,ux

dimana variabel x dan u biasanya mudah dipisah

Contoh:

Tunjukkan PD 2 = 2 adalah PD Homogen
dx xc=y

Kemudian carilah jawab umumnyal!

Jawab:

akan ditunjukkan bahwa
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f(Ax,Ay) = f(x,y) — syarat PD Homogen
sebagai berikut:
xy

f(x, Y) = ryz

(Ax)(Ay)
(Ax)? — (Ay)?
Ay
C2(x2-y?)

=Ly2=f<x,y> -

f(Ax, Ay) =

xZ —
~ PD Homogen

mencari jawab PD Homogen diatas

dengan substitusi

y = Ux

|_)dy_ 4 du
dx_u xdx

PD Homogen:

dy  xy
dx x2—y?2

menjadi

U+ du x(ux)
Ydx T %z (ux)?
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du ux?

Yax Txr— (o2 ¢
du_ u
i T 1-w?

du_u—u(l—uz)

u

Y T 1—u?
du ud

Yax T 1-u?

1 — u? dx

s— du = — — mudah dipisah
u x

lalu diintegralkan

fl_uzd dx
u=| —

u3 x
1 1 dx
f—gdu—f—du = | —
u u X

—W—lnu =Inx+1Inc

o2 =Inx+Inc+Inu=Inxcu

atau

1
a i Inuxc =Inyc

- Jawab umumnya — —— = Inyc
atau:
1
o= Inyc
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*)

—— = Inyc| jawab umum

pp %Y — ax+by () a, b, ay, b; konstan

dx aix+biy
PD (*) PD Homogen sebab:

ax + by

f(X,Y) m

alx + by

fOxAy) = a;Ax + by Ay

B Alax + by)
~ Mayx + byy)

ax + by

ot by T

Contoh:
PD: (y +x)dx+ (y —x)dy =0
adalah PD homogen, sebab

(y —x)dy = —(y + x)dx

dy —x—y
dx —x+y
atau

dy _Z(x+y)
dx —(x—y)
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dy x+y
dx x—7y

— PD Homogen

Karena PD Homogen — Substitusinya:

y=?
X

atau

Y = ux

|_)dy_ du

dx Y4

didapat:
du x4+ ux

ut+x——=
dx x—ux

4 du_1+u

U xdx 1—u
du_1+u
dx 1—u u
du_1+u—u+u2
xdx_ 1—u
du 1+ u?
X— =
dx 1—u

1—u dx

u = — — variabel terpisah
1+ u? X p

diintegralkan:

fl—ud _ dx
1+ u? = X
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[ae-[mae-[S@

1+ u?
(D (I1)

1+u

1
(D |Rumus f >du = arctanu

Y
= arctan—
X

(D jlfuzduﬁ

dz
_ — =
du

zZu
— dz = zudu
— udu =—-dz
z
J‘ udu :J'%dz
1+ u? z

1
=—Inz
Z

=1(1 +u?) + (0)
Z

Jadi (x)

= arctan% - %(1 + (%)2)

=Inx +Inc jawab umumnya
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Contoh:

dy 3x+5y

Fb dx 5x—3y

(+)

Cari jawab umumnya
Jawab:

Substitusi:

p=ux]— | =utxg

dengan substitusi di atas, PD (*) menjadi

du  3x+ Sux
dx 5x —3ux
du 3+ 5u
xdx=5—3u_u
du_3+5u—u(5—3u)

x5— 5—-3u
xdu_3+3u2
dx 5-—3u
5—-3u du:d_x
3 + 3u? X
> du — Su duzd—x
3 + 3u? 3 + 3u? x
E( du )_ u du:d_x
3\1+u? 1+ u? x

SJ‘ du f u 4 _fdx
3)1+u? 1+ u? = X
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5 1
§arctanu - Eln(l +u?)=Inx+Inc

Substitusikan:

u==
X

didapat

5 y 1 V\?
§arctan;—§1n(1+(;) )—lnx+lnc

— Jawab umum

d ax+by+c
*) PD 2= VT \(«) a,b,c,aq, by, c; Konstan
dx aix+biy+cq

Jika ... dan ¢; = 0 — PD (*) di atas PD
Homogen

Jika ... atau ¢; # 0 — PD (*) bukan PD
Homogen, sebab

ax +by+c
feay) = a;x + by + ¢
aix + bAy + ¢
fx, Ay) =

CaAx + bAy + ¢

B Alax + by) + ¢
- Mayx + byy) + ¢4

ax +by+c
_a1x+b1y+c1

f(ﬂx'/b’) if(x'}’)
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*) Cara penyelesaian PD

dy ax+by+c
dx  ax+ by +c

(*) dengan ... atau ...

ada 2 kasus

a

a; b =0

I. Kasus I: Jika determinan

Substitusinya:

dz _dy,

lx=x1+h; y=y, +k|- dx - dx,

a b

a; by =0

. Kasus I: Jika determinan

Substitusinya:

b Y
= —_ | — = —
T =a+bo-

4. Rangkuman
PD Homogen mempunyai bentuk umum

dy
2=y
dengan syarat:

[fOx, 2y) = f(x, )]

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek

Hitung persamaan berikut:
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(x3 +y3)dx —3xy?dy =0
6. Evaluasi Pembelajaran

Hitung persamaan berikut:

(x3 +y3)dx —3xy?dy =0

7. Umpan Balik
Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada
pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-
soal yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban
maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan.

VII. Penutup
1. Rangkuman
Modul ini memuat rangkuman materi yang tercantum
pada rangkuman kegiatan pembelajaran 1, 2, 3, 4 dan
5. Modul ini menuntun mahasiswa memahami materi
Persamaan Diferensial Homogen secara mandiri
maupun kelompok. Selanjutnya dilakukan assessment
yaitu dengan melakukan kuis pada materi yang telah
dipelajari.

2. Petunjuk Jawaban Evaluasi Kegiatan
Pembelajaran
Jawaban dari evaluasi tidak dicantumkan, dikarenakan
setiap permasalahan dapat diselesaiakan dengan
jawaban yang terbuka.

3. Daftar Istilah
Determinan : Nilai yang menggambarkan karakteristik
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matriks (misal: apakah matrik tersebut
invertible?)

Homogen : Fungsi atau persamaan yang tetap

konsisten jika semua variabel dikalikan
dengan faktor yang sama

Konstan  : Nilai tetap yang tidak berubah
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MODUL 9

PERSAMAAN DIFERENSIAL EKSAK DAN
FAKTOR INTEGRASI

I. Pendahuluan
1. Deskripsi Singkat Modul 1X

Pada Modul 9 ini akan dibahas persamaan diferensial
(PD) Eksak dan PD yang dapat diubah menjadi PD eksak
dengan menggunakan faktor integrasi yang berbentuk
fungsi satu variabel a = a(x) atau a = a(y) dan vaktor
integrasi yang berbentuk fungsi dua variabel @ = a(x, y).
2. Capaian Pembelajaran Lulusan
Mahasiswa diharapkan dapat menyelesaikan Persamaan
Diferensial Eksak dan Faktor Integrasi
3. Kemampuan Akhir
Mahasiswa diharapkan dapat mampu menyelesaikan
turunan parsial fungsi dua variabel atau tiga variabel
4. Persyaratan Kompetensi
Kegiatan Proses Belajar (KPB): 3x(2x50)
Kegiatan Pembelajaran Terstruktur (KPT): 3x(2x60)
Kegiatan Mandiri (KM): 3x(2x60)
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5. Kegunaan Modul
Setelah mempelajari Modul 9 ini, mahasiswa
diharapkan mampu:
1) Membedakan PD eksak dengan PD yang tidak
eksak
2) Mencari penyelesaian PD eksak
3) Mencari faktor integrasi

6. Materi Pokok dan Sub Materi Pokok
a. Persamaan Diferensial Eksak
b. Faktor Integrasi
c. Penyelesaian Persamaan Diferensial

Il. Kegiatan Pembelajaran 1
1. Judul Kegiatan Pembelajaran
Persamaan Diferensial Eksak

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir
Ketepatan penyelesaian PD exact

3. Uraian, Contoh dan llustrasi
Suatu PD

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 (*)

yang memenubhi syarat:

oM (x,y) ON(x,y)
dy  Ox

disebut PD Eksak
Contohnya:

(x3+ 2xy)dx+ (x2 +y3)dy =0
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adalah PD Eksak,
sebab

0(x® +2xy) 0(x*+y3)

2
dy 0x X

Jawab umum PD Eksak (*) berupa

F(x,y,¢)=0
atau
F(x,y)=c
dimana
OF (x,y)
ox M(x,y)
dan
OF (x,y)
3y N(x,y)

Hal tersebut sesuai dengan persyaratan:

OM(x,y) ON(x,y)
dy  Ox

yang tidak lain adalah

0°F(x,y) _0%*F(x,y)
oxdy  0ydx

Mengingat diferensial total:

JF (x, JF (x,
_ (y)der (y)dy

dF(x,y) 92 3y
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maka PD Eksak (*) dapat diulis sebagai:
dF(x,y) =0
Berdasarkan uraian di atas, maka jawab umum

F(x,y)=c

dapat dicari dengan dua cara sebagai berikut:

:F(x,y,c) = jM(x,y)dx+G(y)

oF (x,y)

G (y) dicari dari 3y

=N(x,y)

[Carall: F(x,y,¢) = fN(x,y)dy+ G (x)

oF (x,y)

G (x) dicari dari
dx

= M(x,y)

Contoh 1:
Selidiki apakah

(3x2 + 6xy?)dx + (6x%y + 4y3)dy = 0
PD Eksak

Kemudian cari jawab umumnya
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Jawab:

oM
M(x,y) = (3x2 + 6xy?); oy = 12xy

ON
N(x,y) = (6x%y + 4y3); Fle 12xy

aM—aN di PD Eksak
ay_ax Jadi sa

Misalkan jawab umumnya F(x,y) = ¢

Cara l:
Flxy) = j M(x,y)dx + G(y)

= f(3x2 + 6xy?)dx + G(y)

F(x,y) = x3+3x%y%2 + G(y)

G(y) dicari dari

OF (x,y)
3y - N(x,y)
da
6x%y + ) = 6x%y + 4y3;
da
ﬂ = 4y3
dy

Z—i = 3x%+ 6xy? > F =x3+ 3x%y? + c(y)
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Z—; = 6x%y + 4y > F = 3x%y? + y* + c(x)

cy)=y*+c cx)=x3+c

dG(y) = 4y3dy
Gy = f4y3dy =y*+c
Didapat
F(x,y) =x3+3x%y?2 +y*+¢
Jawab umumnya:
x34+3x2yt+y*t=c
atau

x3+3x%y2+y*+c=0

Cara ll:

F(x,y) = fN(x,y)dy+ G(x)

= f(6x2y + 4y3)dy + G(x)
F(x,y) = 3x%y? + y* + G(x)

G(x) dicari dari

0F (x,y)
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dG(x
6xy? + Ix ) = 3x? + 6xy?

2

dG(x)
dx

G(x) =f3x2dx

=x3+c
F(x,y) =3x?y?2+y*+x3+¢
Jawab umumnya:

3x2y?+yt+x3=c

atau

3x2y? +y*+x3+c=0
Contoh 2:
(Bx2y + 2xy?)dx + (x3 + 2x2y)dy = 0 (¥)
Jawab:
d(3x%y + 2xy?)  d(x® + 2x?%y)

dy 0x
= 3x?% + 4xy

Jadi PD (*) adalah PD Eksak
Misalkan jawab umumnya F(x,y) = ¢
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F(x,y) = f(szy + 2xy?)dx + G(y)
=x’y +x%y* +G(y)
s nri dapi OF _ (.3 2

G (y) dicari dari Fel (x3 + 2x%y)

dG daG
x3 + 2x%y + % =x3+ 2x2y;% =0;..G(y)

=C

ZFlx,y,c)=x3y+x%y2+c=0

ddM  0dN d6M+adM d6N+6dN
—_—— — —_— e —_— —_—
dy 0x dy ady Jdx 0x
Rangkuman
Suatu PD

M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 (¥)
yang memenuhi syarat:

OM(x,y) ON(x,y)
dy  Ox

disebut PD Eksak

Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek
Hitung persamaan berikut:

1) 2x3+3y)dx+ Bx+y—1)dy=0
2) (2x3y? + 4x?y + 2xy? + xy* + 2y)dx +
(2y3 4+ 2x%y + 2x)dy =0
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6. Evaluasi Pembelajaran
Hitung persamaan berikut:

1) (2xy*e” + 2xy3 + y)dx + (x?y*e¥ — x%y? —
3x)dy =0
2) y(2xy + 1)dx + x(1 + 2xy — x3y3)dy =0

7. Umpan Balik
Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada
pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal
yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban
maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan.

I1l. Kegiatan Pembelajaran 2
1. Judul Kegiatan Pembelajaran
Faktor Integrasi

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir
Ketepatan penyelesaian faktor integrasi

3. Uraian, Contoh dan llustrasi
Tidak setiap PD M(X, y) dx + N(x, y) dy = 0 (*)
merupakan PD Eksak. Jika

oM L ON
Jdy 0x

maka PD (*) bukan PD Eksak.

Pada bagian ini, akan dibahas mengenai usaha atau
cara mencari suatu faktor integrasi @ sedemikian hingga
diperoleh PD baru a Mdx + a Ndy =0 (**) yang

. daM daN .
memenuhi syarat ;‘—y = ;—x, sehingga (**) merupakan

PD Eksak. Faktor integrasi a dapat berupa fungsi satu
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variabel a@ = a(x) atau a = a(y), tetapi juga dapat
berupa fungsi dua variabel ¢ = a(x, y).
1) Faktor Integrasi @ = (x) atau a = a(y)

a) Jika maka g—$=3—z dan ‘3—$=0,

sehingga

aaM_ 6M+6a' B oM
ay  “ay oy "oy

aaN_ 6N+6aN
0x _“ax ox

B 6N+da
_“ax dx

Syarat agar PD (**) Eksak yaitu:

daM daN
oy ox
menjadi:
oM ON da
a W =Qa a a
atau
da oM ON
dx (W B 5)

u_aw
da_a — %dx(***)

Karena ruas Kiri %“ merupakan fungsi x dan
tidak mengandung variabel y, maka ruas kanan
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b)

{aM aN}

Yy ol gy juga harus tidak mengandung

N
variabel y.
(55
Kesimpulannya, jika 222  tidak

mengandung  variabel 'y, maka faktor
integrasinya adalah a = a(x) dan dapat dicari
dari hubungan (***), didapat:

oM _on
Ina(x) = j w dx
atau
oM_0oN
f{ayNax}dx
alx)=e

o o — da _ da _ da
Jika @ = a(y) maka v 0 dan o = a
Dengan cara seperti pada butir a) di atas, maka
didapat:

ON oM
\]lka {ax ay}
maka faktor integrasinya adalah a = a(y),

dan dapat dicari sebagai berikut

tidak mengandung variabel X,

fon o)
_ dx Jdy
Ina(y) = f T4
atau
-5
ox 0
a(y) =e’ oy
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Contoh 3:

(y+xy?dx —xdy =0(*)

M = (y + x y?);
aM—1+2
ay_ Xy
N=—x;

azv_ "
ox
6M¢6N

dy  0x

Jadi, PD (*) bukan PD Eksak
Akan dicari faktor integrasi a
a) Apakah a = a(x)?

dM ON
Jy “Ox)  1+2xy+1
N B —X
2+ 2xy

mengandung variabel y

Jadi, faktor integrasinya bukan a = a(x)

b) Apakah a = a(y)?
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v _am
ox  9yJ —1-(1+2xy)

M y + xy?

=21+ xy)
— y@+xy)

tidak mengandung variabel x

Jadi, faktor integrasinya @ = a(y) yang dicari
sebagai berikut:

for _om)
ox 0
Ina(y) = nydy

=Ilny~?
didapat a(y) = y~2

atau a(y) = %

dengan faktor integrasi tersebut, diperoleh PD
Eksak
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aMdx + aNdy = 0

atau

1 1
atau

(1+ )d X dy=0
- X X ——ay =
y y?

(PD Eksak)

Jawab umumnya F(x, y) = c dicari sebagai
berikut

F=f(%+x>dx+6(y)

x 1
= — J— 2 G
y+2x + G(y)

G (y) dicari dari hubungan z—; ==X

x dG(y)  «x

y? dy y?

dG(y) _
dy
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Gy)=c

x 1
F=—4+-x*+c
y 2

Jawab umumnya: F(x, y) =c¢

atau

Contoh 4:

3
<2xy + x%y + %) dx + (x? + y?)dy = 0 ()

3
M=<2xy+x2y+y—>;

3
oM
@=2x+x2+y2

N = (x* +y?);
oN _
ox x
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oM L JdN
dy  0x

Jadi, (x) bukan PD Eksak

Akan dicari faktor integrasi a
a) Apakah a = a(x)?

oM ON
{W_W}_ 2x +x* +y* —2x
N B x2 + y2
=1
tidak mengandung variabel y
Jadi, faktor integrasi a = a(x) dicari sebagai
berikut:

o _on
Ina(x) = f%dx
=f1dx

=X
Didapat In a(x) = x atau a(x) = e*

Dengan faktor integrasi tersebut, diperoleh PD
Eksak

aM dx +aNdy =0

atau

3
e* <2xy +x%y + %) dx + e*(x>+y?)dy =0
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Jawaban umumnya F (X, y) = c dicari sebagai
berikut:

F= fex(xz+y2)dy+6(x)

1
=e* (xzy + §y3) +G(x)

oF 3
G (x) dicari dari Pl ex <2xy + x%y + %)

1 dG(x)
X 2 A3 X
e (x y+3y )+e (2xy) + T
y3
=e* <2xy+x2y+?>;
dG(x)
dx =0;
G(x)=c

3
F=ex<x2y+y?+c>

Jawab umumnya:

atau
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2) Faktor Integrasi a = a(x,y)
Ada beberapa cara mencari faktor integrasi a =

alx,y)
Dua diantaranya adalah sebagai berikut:

a)

b)

Jika M dx + Ndy =0 Homogen dan xM +
yN # 0
maka faktor integrasinya

1
xM + yN

a(x,y) =
Jika M dx + N dy = 0, dapat ditulis sebagai:
y P(x,y)dx+ x Q(x,y)dy =0

dimana P(x,y) # Q(x,y)

maka faktor integrasinya

1
a(x, y) = m

Contoh 5:

yidx + (x? —xy —y*)dy = 0 (*)

PD Homogen dan tidak eksak

xM + yN = xy? + y(x? — xy — y?)
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=yx2—y3#0
Faktor integrasinya

1

“N) = AN

1
~y(x?2 —y2?)

PD (*) menjadi
aMdx + aNdy =0

atau

y? (x% —xy —y?)

— 2 _dx+
y(x2 —y?) y(x2 —y?)

=0

atau

2 2

y x*—xy—y
d d
N e Bt

= 0 (xx) PD Eksak

Jawab umumnya F (x, y) = c dicari sebagai
berikut:

Y
F :fryzdx-FG(y)

-2 S m5) oo
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1
= E{1n(x —y)—In(x +y)} + G(y)
OF x%—xy—y?
G dicaridari — = —————
(Y) dy y(xz _ yZ)
_ 1 X
- y x2 _ yZ

1 1 1

{ } dG(y) 1 x
20 x—y x+vy dy y x-—y2

1(-Gx+y)—(x—y) +dG()’)_1_
2 x2% —y? B

didapat
dG(y) 1
dy y
1
60) = [ <d
y y y
=Iny+Inc

Jawab umumnya:

L Y iy =tne ™ =Y 4 2y =
gty =lncIn—="+2Iny =
atau

(x —=y)y? =clx+y)

297

X

dy y x2-—y?

Inc



Contoh 6:

(x%2y3 + 2y)dx + (2x — 2x3y?)dy = 0 (*)
dapat ditulis sebagai berikut:

y(x?y? + 2)dx + x(2 — 2x%2y?)dy = 0
P(x,y) =x?y* +2;

Q(x,y) =2—2x*—y?;

P(x,y) # Q(x,y)

Faktor integrasinya

1
“CI M —N
(xy) = :
vxY) = x(x?y3 + 2y) — y(2x — 2x3y?)
_ 1
- 3x3y3

PD (*) menjadi

x%y3 + 2y 2x — 2x3y
3x3y3 X 3x3y3 dy =0
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atau

G+ + Gas—5) =00

3x3y2 3x2y3
PD Eksak

Jawab umumnya F (x, y) = c dicari sebagai
berikut:

F =J(i+i)dx+6(y)

3x  3x3y?

1 2
=§1HX—W+ G(y)

6 () dicari d _aF_( 2 2)
y) dicari dari 3y~ \3x5y7 3y

2 46y _ 2 2
3x2y3 dy  3x2y3 3y

dG(y) 2
dy 3y

2
GQy) = f —gdy

— 21
_—§ ny
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Jawab umumnya menjadi

1 1
§lnx —W—gln}/ = lnc,
atau

1
x = cylex’y?

4. Rangkuman
Tidak setiap PD M(X, y) dx + N(X, y) dy = 0 (*)
merupakan PD Eksak. Jika

oM L dN
dy  0x

maka PD (*) bukan PD Eksak.

Pada bagian ini, akan dibahas mengenai usaha atau
cara mencari suatu faktor integrasi a sedemikian hingga
diperoleh PD baru a Mdx+ a Ndy =0 (**) yang

memenuhi syarat gaM a“—N, sehingga (**) merupakan

W ox

PD Eksak. Faktor integrasi a dapat berupa fungsi satu
variabel a = a(x) atau a = a(y), tetapi juga dapat
berupa fungsi dua variabel ¢ = a(x, y).

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek
1) Hitung persamaan berikut

(x2+y?)dx + 2xydy =0

2) Tentukan solusi dari PD berikut
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y2dx + Bxy — 1)dy =0

6. Evaluasi Pembelajaran
1) Selesaikan untuk y(0) = 2 dari PD

dy ¥ _

4 x
dx  2x y3
2) Tentukan solusi dari PD berikut

dy
xa+y—x

3

7. Umpan Balik

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada
pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal
yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban
maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan.

IV. Kegiatan Pembelajaran 3
1. Judul Kegiatan Pembelajaran
Penyelesaian Persamaan Diferensial

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir
Ketepatan penyelesaian jawab umum PD

3. Uraian, Contoh dan llustrasi
Contoh 7:
Selesaikan persamaan diferensial berikut

dy (2x+ 1

- — ,—2x
dx+ )y €

X
Jawab:
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Penyelesaian diferensial di atas merupakan persamaan
diferensial linear orde satu

fp(x)dx=f(2x: 1)dx=2x+lnx

faktor integrasinya

efp(x)dx — er+lnx = e2x . elnx = ye2%

kalikan faktor integrasi ini ke persamaan awal

dy (2x+1\
dx ( x )y —¢
sehingga diperoleh:
d 2x+1
(erx)d_i}_l_ (erx)( X )y = (xe?*)e~2x
dapat ditulis menjadi:
d
— (xe*y) = x

dx

integrasikan kedua ruas terhadap x, sehingga diperoleh
xe?*y = J.xdx

1
xe?*y = Exz +C

y=2€2x+C

Persamaan terakhir merupakan penyelesaian atau solusi
umum dari PD tersebut

Contoh 8:
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Selesaikan persamaan diferensial berikut

dy
24 1)+ 4xy =
(x% + )dx+ Xy =X
Jawab:

Persamaan diferensial di atas merupakan persamaan
diferensial linear orde satu, kemudian bagi kedua ruas
dengan

x24+1

untuk mendapatkan

dy+< 4x ) X
de  \x2+1)Y Tx2+1

[roa- [ () ax

=2In(x?+1)

=In(x? + 1)?
dengan demikian, faktor integrasinya:
efp(x)dx — eln(x2+1)2 — (xz + 1)2

kalikan faktor integrasi tersebut ke persamaan awal

dy+( 4x ) X
dx x2+1y_x2+1

sehingga diperoleh

(x? + 1)2% +(x2+1D)Ux)y =x(x?+1)

d
a((x +1)%y) =x3 +x
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integrasikan kedua ruas terhadap x, sehingga diperoleh

(x+1)2%y = f(x3 + x)dx

1 1
(x +1)2%y =Zx4+§x2 +C

persamaan terakhir merupakan solusi atau penyelesaian
umum implisit dari PD tersebut

Contoh 9:
Tentukan penyelesaian PD berikut

dy
— 2y = 2x3
dx Y X

Jawab:

Persamaan diferensial yang diberikan berbentuk PD
linear orde satu

dapat ditulis

dy 5
dr + (—2)y = 2x

fp(x) dx = f(—z) dx = —2x

dengan demikian, faktor integrasinya:

efp(x)dx = g2

kalikan faktor integrasi tersebut ke persamaan awal,
sehingga didapat

e—ZxZ_;):_ Zye—Zx — 2X3€_2x
a(e—ZXy) — ZxSe—Zx
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e~y = f 2x3e %% dx

integral tersebut dapat diselesaikan dengan integral
parsial, kemudian setelah mengintegralkan bentuk
tersebut, maka diperoleh penyelesaian PD tersebut,
yakni

(4x3 + 6x% + 6x + 3)e™?*
4

e‘zxy = +C

Contoh 10:
Carilah solusi umum dari persamaan berikut

ydx+ (xy?+x—y)dy =0
Jawab:

dari persamaan yang diberikan, bagi kedua ruasnya
dengan y dy sehingga didapat

dx xy?+x-—
LY kx-y

dy y 0
dx X
E+xy+;—1=0
dx 1
d—y+(y+;)x=1

bentuk terakhir merupakan persamaan diferensial linear
orde satu

1
p()=y+-
y

305



berarti

fp(y)dy=f(y+§)dy

= %yz + In(y)
dengan demikian, faktor integrasinya:
e/ P(X)dx — e%y2+ln(y)
_yed
kalikan faktor integrasi ke persamaan

b (e d)x=1
JE— — X =
dy Y y

sehingga ditulis

15\ dx 1 1 1
(yeiyz> E + (ye§y2> (y + 5) x = yeiy2

integralkan kedua ruas

[ oo [
dy xye y=]Yye y

1.2 12
xye2 =e2” +C

Jadi, solusi umum dari persamaan diferensial tersebut
adalah
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15 15
xye?” =e2” +C

Contoh 11:
Carilah solusi umum dari persamaan berikut

cos@dr + (rsin@ — cos* 6)dd = 0
Jawab:

Perhatikan bahwa persamaan diferensial di atas dapat
ditulis menjadi:
cos@dr + (rsin@ — cos* 6)d = 0

bagi kedua ruas dengan
(cos8)do
sehingga

dr +rsin9 —cos*0
de cos @

dr+ sin @
de r cos @

—cos30=0

dr
- = 3
10 + (tan@)r = cos® 6

bentuk persamaan terakhir merupakan persamaan
diferensial linear orde satu

p(6) =tan6
sehingga

fp(@) de = ftan@ df = In(sech)

diperoleh faktor integrasinya, yakni

v(0) = In(sec9)
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dengan demikian, persamaan diferensial
dr

- — 3
70 + (tan0)r = cos® 0
dapat langsung dituliskan sebagai berikut

r=ev®. f e’® . cos® 0 do
— p-In(sech) | j eInGsecd) . 053 9 do
= (sec)? j secf - cos®0do
= cos 6 f cos?6do

= 0(10 L 29+C)
= cost {5 2 5in

Jadi, solusi umum dari persamaan diferensial tersebut
adalah

1 1
r=cos@(§0—zsm29+C)

Rangkuman
Faktor Integrasi a = (x) atau a = a(y)

Jika makag—z = Z—Z dan ’;—Z = 0, sehingga

6a:M_ 6M+6aM_ oM
ay Yoy oy %oy
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5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek
1) Carilah solusi umum dari persamaan berikut

(ysin 2x — cosx)dx + (1 + sin? x)dy = 0

2) Carilah solusi umum dari persamaan diferensial
berikut

dy
= = -2 6,4
xdx+y x°y

3) Carilah solusi umum dari persamaan berikut

dx+t+1 _t+1
dt T2t T Tt

6. Evaluasi Pembelajaran
1) Diberikan persamaan

dy —Ax
a (5) + by = ke

dengan a, b, k adalah konstanta positif, dan A adalah
konstanta non-negatif. Selesaikanlah persamaan
tersebut.

2) Temukan solusi dari masalah berikut:
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nilai awal y’ —% = exp(—t), dengan y(0) = —1

3) Buktikanlah teorema berikut:

Jika f dan g adalah solusi dari

dy
v p(x)y =0

maka
af g

juga merupakan solusi dari persamaan diferensial
tersebut dengan c;, ¢, sebagai konstanta sembarang

7. Umpan Balik
Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada
pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal
yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban
maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan.

V. Penutup

1. Penutup
Modul ini memuat rangkuman materi yang tercantum
pada rangkuman kegiatan pembelajaran 1, 2 dan 3. Modul
ini menuntun mahasiswa memahami materi Persamaan
Diferensial Eksak dan Faktor Integrasi secara mandiri
maupun kelompok. Selanjutnya dilakukan assessment
yaitu dengan melakukan kuis pada materi yang telah
dipelajari.

2. Petunjuk Jawaban Evaluasi Kegiatan Pembelajaran
Jawaban dari evaluasi tidak dicantumkan, dikarenakan
setiap permasalahan dapat diselesaiakan dengan jawaban
yang terbuka.
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3. Daftar Istilah
Integrasi : Proses menemukan fungsi asli atau

menghitung
area di bawah kurva

Eksak  : Solusi atau metode yang tepat dan tanpa

kesalahan

Linier  : Hubungan atau fungsi yang membentuk garis

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

lurus saat digambar
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MODUL 10

PERSAMAAN DIFERENSIAL LINIER ORDER 1

(PD LINIER ORDER 1)

Pendahuluan
4,

Deskripsi Singkat Modul X
Pada Modul 10 ini akan dibahas PD Linier Order 1 dan
PD yang dapat dijadikan PD Linier, salah satu diantaranya
adalah PD Bernaoulli.
Capaian Pembelajaran Lulusan
Mahasiswa diharapkan dapat menyelesaikan Persamaan
Diferensial khususnya PD Bernoulli.
Kemampuan Akhir
Mahasswa diharapkan mampu menyelesaikan Persamaan
Diferensial khususnya PD Bernoulli.
Persyaratan Kompetensi
Kegiatan Proses Belajar (KPB): 3x(2x50)
Kegiatan Pembelajaran Terstruktur (KPT): 3x(2x60)
Kegiatan Mandiri (KM): 3x(2x60)
Kegunaan Modul
Setelah mempelajari bab ini, mahasiswa diharapkan
mampu:

1) Mencari jawab PD Linier Order 1

2) Mencari jawab PD Bernoulli

3) Mencari jawab beberapa jenis PD yang dapat

diubah menjadi PD Linier

Materi Pokok dan Sub Materi Pokok
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Persamaan Diferensial (Tingkat Dasar)

PD Linier

PD Bernoulli

d. PD dengan Substitusi/Transformasi berbeda

o T e

Kegiatan Pembelajaran 1
1. Judul Kegiatan Pembelajaran

Persamaan Diferensial (Tingkat Dasar)

Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir
Ketepatan penyelesaian jawab umum PD

Uraian, Contoh dan llustrasi

Persamaan diferensial (umumnya disingkat PD)
merupakan salah satu mata kuliah matematika yang
termasuk dalam tingkat lanjut karena perlunya
pemahaman lanjutan dari materi-materi penunjang,
terutama kalkulus diferensial dan kalkulus integral. Oleh
karena itu, disarankan untuk menguasai kedua materi
tersebut sebelum memulai mempelajari mengenai
persamaan diferensial. Pada bagian ini disajikan beberapa
contoh soal terkait pengenalan persamaan diferensial
(dasar).

Contoh 1:
Bentuklah persamaan diferensial dari y = Asinx +
B cosx
Jawab:
Ingat bahwa
d .
asmx = CO0S X
d :
ECOSX = —SIinx
dari bentuk
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y =Asinx + Bcosx

turunkan kedua ruas terhadap x

maka diperoleh

dy .
— =Acosx — Bsinx
dx

turunkan sekali lagi terhadap x, maka diperoleh

d?y

—— = —Asinx — Bcosx
dx?

= —(Asinx + B cosx)

==Yy
dengan demikian, didapatkan

d?y
i =0
dx? ty

Jadi, bentuk persamaan diferensial dari persamaan

y =Asinx + Bcosx
adalah

d?y
-7 =0
dx? ty

Contoh 2:
Bentuklah persamaan diferensial dari
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Jawab:
diberikany = x +§
turunkan keuda ruas terhadap x, maka akan diperoleh

dy A
-l ™

karena y = x + f dengan menempatkan A pada satu

ruas, diperoleh
A=x(y—x)

substitusikan A ke (*), didapat

dy _ _xy—x)
dx x?

Jadi, persamaan diferensialnya adalah

dy 2x—y

dx  x
atau

dy

2 = 2x —

xdx xX—y
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Contoh 3:
Carilah persamaan diferensial dari himpunan garis
lengkung

y =Ce ™

dengan C adalah konstanta sembarang
Jawab:

Ingatlah rumus turunan fungsi transenden berikut,
dengan u menyatakan fungsi dalam variabel bebas x

karena ada satu konstanta sembarang, maka
dibutuhkan 2 (dua) persamaan untuk
mengeliminasinya dan orde tertinggi dari turunannya
adalah 1

Persamaan 1:

y=Ce™*
Persamaan 2:
dy
— = —4Ce™¥
dx €

dari persamaan 1, substitusikan C ke Persamaan 2,
maka didapat

@ _ 4 Y
dx e 4x

dy

—=—4

dx Y
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Jadi, persamaan diferensial yang dimaksud adalah

dy
— 44y =0
dx+ Y

Contoh 4:
Tentukan persamaan diferensial dari

y=x3+Ax?+Bx+C

dengan A, B, C masing-masing merupakan konstanta
sembarang

Jawab:
Persamaan 1:
y=x>+Ax*+Bx+C
turunkan terhadap X,
diperoleh:
Persamaan 2:

d
—y=3x2+2Ax+B
dx

turunkan terhadap x, diperoleh
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Persamaan 3:

Y 6xt24
dxz = F
turunkan terhadap x, diperoleh

Persamaan 4:
d3y

dx3 -

Jadi, persamaan diferensial yang dimaksud adalah

d3y
—=—6=0
dx3

Contoh 5:
Carilah persamaan diferensial dari berkas kardioida

r=a(l —cosb)
dengan a adalah konstanta sembarang
Jawab:
karena ada satu konstanta sembarang, dibutuhkan 2
persamaan untuk mengeliminasinya dan orde tertinggi

dari turunannya adalah 1

Persamaan 1:
r=a(l—cosf)

turunkan r terhadap 6, diperoleh

Persamaan 2:
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substitusikan
a= 1—cos@

dari Persamaan 1 ke Persamaan 2, dengan demikian
diperoleh
dr r

E= 1—cos@xsm9

1 O _ rsine
COS de—rSIrl

Jadi, persamaan diferensialnya adalah

1 O _ rsing
COS dg—rSln

Contoh 6:

Carilah persamaan diferensial dari keluarga lingkaran
dengan jari-jari tetap yang berpusat pada sumbu x
dengan persamaannya

(x—c)+y2=r?
dengan c adalah suatu konstanta
Jawab:
karena ada 1 konstanta sembarang, diperlukan dua
persamaan untuk mengeliminasinya dan orde tertinggi

dari turunannya adalah 1

Persamaan 1:

319



(x—c)2+y?=r?

turunkan terhadap x,

diperoleh:

Persamaan 2:

d
2(x—c)+2y£=0

dari Persamaan 2, diperoleh

dy

X—c=-yo-

substitusikan ke Persamaan 1 sehingga diperoleh

)
2 (&Y 2 _ .2
Y (dx ty r

Jadi, persamaan diferensial yang dimaksud adalah

dy\*
7 (gg) +r ="

Contoh:
Tentukan persamaan diferensial dari

x=y—W*+1)
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Jawab:
diberikan persamaan

x=y—*+1)

turunkan terhadap y sehingga diperoleh

Jadi, persamaan diferensialnya

dx—l 2
dy_ Y

Contoh 7:
Tunjukkan kebenaran teorema berikut
Jika f; solusi dari

dy _
R P(x)y = Q:(x)

dan £, solusi dari

dy _
Z+PEY = Q)

maka f; + f, merupakan solusi dari

dy _
= +HPEY = () + ()

Jawab:
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misalkan turunan pertama f; dan f, berturut-turut
adalah f;" dan f,’. Dari hipotesis, diperoleh dua
persamaan berikut:
{fll + P(x)fl = Ql(x) (**)
f2 + PGSz = Q2(x)

untuk membuktikan bahwa f; + f, merupakan solusi
dari persamaan

d
é + P(x)y = Q;(x) + Q2(x)

substitusikan

y=hH+/
dengan

dy ., | .

a =fit+f
ke ruas Kiri
diperoleh

fi+fi+P)(fi+f)
= (i + (PO) + (fs + (POOL)

dengan menggunakan (**), diperoleh = Q,(x) +
Q, (x) (terbukti)

Contoh 8:
Tentukan penyelesaian umum dari

2y" —8=0
Jawab:
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misalkan y adalah fungsi dari x, sehingga

2y"—-8=0
y"' =4
fy”dy=j4dx
y' =4x+C

jy’dy=J(4x+C)dx

y=2x*+Cx+D

Jadi, penyelesaian umum dari persamaan diferensial di
atas adalah

y=2x2+Cx+D

dengan C dan D merupakan konstanta sembarang

4. Rangkuman

Ingat bahwa
d .
asmx = CO0S X
d .
acosx = —SInx
dari bentuk

y =Asinx + Bcosx
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5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek
Hitung persamaan berikut

Y\ oy =4
dx xy— X

6. Evaluasi Pembelajaran
Hitung persamaan berikut

Y | yeosx =5
-, Tycosx = 5e

Ccosx

7. Umpan Balik
Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada
pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal
yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban
maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan.

I1l. Kegiatan Pembelajaran 2
1. Judul Kegiatan Pembelajaran
Pd Linier

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir
a. Ketepatan penyelesaian jawab umum PD linier
homogen dan tak homogen order 2 dengan koefisien
konstan
b. Ketepatan penyelesaian jawab umum PD linier
homogen dan tak homogen order n > 3 dengan
koefisien konstan

3. Uraian, Contoh dan llustrasi
PD Linier dapat dikelompokkan menjadi PD Linier

Homogen dan PD Linier Tak Homogen, dimana P(x)
dan Q(x) fungsi kontinu dalam x atau konstan.
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1) PD Linier Homogen

PD Linier Homogen | + P(x)y = 0 ... (+)

-y = ef_P(x)dx
Selalu mudah dipisah variabelnya

menjadi

d
73} = —P(x)dx » Iny = J —Pdx

Jawab umumnya:

f%= f—P(x)dx

lny=f—P(x)dx

atau
y = ef—P(x)dx

Contoh 9:
dy 5
a + (x + 1)y =0

Jawab:

— =—-(x*+Dy;
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f%= f—(x2+1)dx

Iny = —Gx3+x)+c;

y = e—(%x3+x)+c

atau dapat juga ditulis

y = co ()
Contoh 10:
dy
——=5y=0
dx y
d
f & f 5dx
y
Iny=5x+c
y = e(5x+c)
y = ce>*

2) PD Linier Tak Homogen

dy _
=+ P()Y = Q) .. (9

Jawab umumnya dicari sebagai berikut:
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Dimisalkan jawabannya

vy = UV

dy dv+ du
dx_udx vdx

Disubstitusikan ke PD (*) diperoleh

dv du
U +V—x+PUV=Q;

dx ' d

U(@+Pv)+vd—2= Q ... (+%)

dx d
V(x) dipilih
sehingga
dv dv
<—+PV> =0 > —=—Pdx
dx v

Dipenuhi oleh (lihat PD Linier

Homogen 1)

untuk V = eJ ~P4% maka (**) menjadi

Vdu s
dx_Q'
duzgdx;
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u=f§dx+c

Jadi, jawab umumnya y = U V menjadi

Y=U§dx+c]V...V=ef‘Pd"

dy
xTy=q

LY =0V

U=']-§dx+c

Contoh 11:

dy 3

a—my=(x+2)4

Jawab umumnyay =uv

a) Mencari V:
3
_ Ja®
— e3ln(x+2)
— eln(x+2)3
atau

V= (x +2)3|

In(x+2)3

*)Inv =1Ine
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=In(x + 2)3

b) Mencari U:
U= f%dx+c
(x + 2)*
= de'FC

=J(x+2)dx+c

1
U=§(x+2)2+c

Jawab umumya:

y=UV

1
y = E(x+2)2+c (x+2)3

1
y=§(x+2)5+c(x+2)3

Contoh 12:
dy
a‘FY—X

Jawab umumnya Y = UV

a) Mencari V = e¢' "%
= of—dx.
V=e*
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b) Mencari U = f%dx+ c
X
= eTde'FC
=fxexdx+c

U=xe*—e*+c
Jawab umumnya:

y=UV
= (xe*—e*+c)e ™
y=x—1+ce™

4. Rangkuman
PD Linier dapat dikelompokkan menjadi PD Linier

Homogen dan PD Linier Tak Homogen, dimana P(x) dan
Q(X) fungsi kontinu dalam x atau konstan.

1) PD Linier Homogen

PD Linier Homogen Z—z + P(x)y =0..(x)

Sy = ef—P(x)dx
Selalu mudah dipisah variabelnya

menjadi
d
7)/ =—P(x)dx - Iny = f —Pdx

Jawab umumnya:
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fci/—y=f—P(x)dx

lny=f—P(x)dx

atau
y = ef—P(x)dx

2) PD Linier Tak Homogen

d
A+ P = Q) ()

Jawab umumnya dicari sebagai berikut:

Dimisalkan jawabannya

[y = UGV ()]

dy dv+ du
dx_udx 1]dx

Disubstitusikan ke PD (*) diperoleh

dv du

U+ V—+PUV =Q;
U dv Py Vdu _

<a+ >+ a—Q(**)
V(x) dipilih
sehingga
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Dipenuhi oleh (lihat PD Linier Homogen

1)
untuk V = e/ ~P4% ‘maka (**) menjadi

du_
dx

Q;

du = %dx;

u=f§dx+c

Jadi, jawab umumnya y = U V menjadi

Y=U§dx+c]V...V=ef‘de

dy
TPy =q

Y =0V

U=f%dx+c

332



5.

Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek
Hitung persamaan berikut

dy

2y = yvS
dxyxy

Evaluasi Pembelajaran

Hitung persamaan berikut

dy .
eY—+eY =4sinx
dx

Umpan Balik

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada
pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal
yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban
maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan.

IV. Kegiatan Pembelajaran 3

1.

Judul Kegiatan Pembelajaran
Pd Bernoulli

Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir
Ketepatan penyelesaian PD Bernoulli

Uraian, Contoh dan llustrasi
Bentuk umumnya:

d
% + P(x)y — Q(x)yn (*) n+0 atau n#1
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1) Jikan =0 atau n = 1 maka (*) PD Linier
2) Jika n # 0 atau n # 1 maka PD (*) dapat diubah
menjadi PD Linier dengan cara membagi (*)

dengan y™

Didapat: y" <X + P(x)y*™ = Q(x)

itusi: [z = v1I— Z_(1-n)y "%
Substitusi: —> = (1-n)y ”dx

,dy 1 dz
dx 1—ndx
Pada (**) didapat:
1 dz

T nde + P(x)z = Q(x)

dz
dx _ (1-n)P(x)z = (1 -n)Q(x)|... Cxxx)

merupakan PD Linier dalam variabel x dan z
Jawab umumnya: z = U, V; dimana

Vl — ef(l—n)de

V1 — ef—(l—n)de .

1_
Ulzf%dx+c;

BT A
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Contoh 13:

dy 'y 5 .
E—;—Xy (*)
Jawab:

(*) dibagi y? didapat

d -2
y—s_y_ysz?’ (x)[n=3]-1-n)

dx
=-2
Substitusi ;
dz dy
— =2 —3_’
ax Y 4
dy 1dz
3y _ %2
dx 2dx pada (++)
didanat ldz z
1dapa 2dx «x
dz 2
atau |— + —z = —2x3|... (**x) - PD Linier
dx x

Misal jawab umumnya:

Z = U1V1
2
Vl = ef—;dx
= g 2Inx.
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V1 = x_z

—2x3
U, =f o dx +c

=f—2x5dx+c

1
— 6
_— +
3X c

V1 — ef—(l—n)de

1-n)..
Ul = .]-de

Z=y?oy?=UW

Jawab umumnya (#x*x):

1
Z = <—§x6 + c)x‘z;

1
Z:—— 4 -2
3x + cx

dengan mensubstitusikan kembali Z = y~2, maka
didapat:

-2 -2

=—=x*"+cx
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Contoh 14:

dy 1

Jawab (*) dibagi y* didapat:

y Zy Sy = %(1 —2X) ... (¥%)
Substitusikan Z = y~3; ;l_}z} = _3y—4;l_3:
Pada (**) didapat:

_%Z—Z+ ;Z = —(1 — 2%)

atau

dz

a—z= 2x — 1 ... (¥%%)

Jawab umum (***) Z = @ V

_ ,fdx _ ,x.
V—efx_ex,

2x —1
(p:f o dx + ¢

= f(ZX —1De*+c
p=—-2xe*—e*+c

zZ = (_er—x —e X 4+ C)ex .

Z==-2x—1+ce*
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dengan mensubstitusikan kembali Z = y~3,
didapat jawab umumnya (*):

y3=-2x—1+ce*

4. Rangkuman

Bentuk umum:

d
% + P(x)y — Q(x)y” (*) n#0 atau n#1

1) Jikan =0 atau n =1 maka (*) PD Linier
2) Jika n # 0 atau n # 1 maka PD (*) dapat diubah
menjadi PD Linier dengan cara membagi (*) dengan

n

y_

Didapat: y™ Z—z + P(x)yt™" = Q(x)

P az _ -ndy
Substitusi: - == 1-n)y "

L,y 1 dz
dx 1—ndx
Pada (**) didapat:
1

dz
————+ Pz = Q)
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d
= (1=1P()z = (1= 1MQW)| .. (++)
merupakan PD Linier dalam variabel x dan z

Jawab umumnya: z = U, V; dimana

V1 — ef(l—n)de

V1 — ef—(l—n)de :

~[((A-n)Q |
Ul—j—vl dx +c|;

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek
Tentukan orde persamaan diferensial berikut dan tentukan

apakah termasuk persamaan linear atau tidak

d’y , dy .
x-ﬁ+3-a—2xy—smx

6. Evaluasi Pembelajaran
Tentukan orde persamaan diferensial berikut dan tentukan

apakah termasuk persamaan linear atau tidak

7. Umpan Balik
Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada
pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal
yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban
maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan.
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V. Kegiatan Pembelajaran 4
4. Judul Kegiatan Pembelajaran
PD dengan Substitusi / Transformasi yang Berbeda
5. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir
Ketepatan penyelesaian PD dengan Substitusi /
Transformasi yang berbeda

6. Uraian, Contoh dan llustrasi
Selain PD Bernoulli, masih ada PD lain yang dapat

diubah menjadi PD Linier, tetapi tidak ada pedoman
umum substitusi atau transformasinya. Pemilihan
substitusi atau transformasinya didasari oleh kejelian
melihat bentuk soalnya. Berikut akan diberikan dua
contoh dengan substitusi atau transformasinya yang
berbeda.

Contoh 15:

d
PD: £ () 2 + PO = Q) . ()

dw d
dengan Substitusi W = f(y); i ') %

dw

PD (*)menjadi Ix

+ P(x)w = Q(x) PD Linier

siny dy 1

Contoh: Cari jawab umum PD:

=x (%)

cos?ydx xcosy

1 dw dw dy sinydy

Substitusi W = = =2
HbSHUS! cosy' dx dy dx cos?ydx
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oodw 1
PD (x) menjadi — ——w = x
dx «x

Jawab umumw=U V

1
V= elx¥;
V= elnx.
V=x

=(x+0)x
=x2+4+cx

disubstitusikan kembali W =
cosy

didapat jawab umum:

1
cosy

=x%4+cx

Contoh 16:

(4r%s — 6)dr + r3ds = 0 (*)
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dapat diubah menjadi:

4r%s dr + r3ds = 6dr

6
4sdr+rds=—2dr
T

6
(5dr+rds)+3sdr =—dr ()
T

Bentuk (s dr + r ds) mengingatkan substitusi:
t=sr;dt=sdr+rds

dengan substitusi (**) menjadi:
t 6

dt +3—-dr = —dr
r r

atau

dt+3t— PD Lini
ATtz inier

Jawab umumnya: t = UV

3
=d _ _
V:ef‘r‘r:e 3111T;V:r 3
6

r2
szrfgdr+cf6rdr+c; U=3r?+c
t=uv

t=0Cr2+c)r3
=3r14cr3

disubstitusikan kembali t = sr,
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didapat jawab umum

S=3r2+4+cr*

Contoh 17:

Selesaikan persamaan berikut ini:
dy
——-5y=0
dx y

Jawab:

*) Ingat bentuk umum PD Linier homogen:

dy
a+Py— 0[(*)

P = konstan, atau
P = P(x) - fungsi x
Cara penyelesaiannya:
selalu mudah dipisah variabelnya sebagai berikut:

dy dy
I —Py atau I —Pdx
— terpisah variabelnya

lalu diintegralkan:

dy
f7= f—de atau Iny = f—de

= oJ —Pdx

atau

y
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Pada contoh ini, P = —5 (konstan)

dy . dipisah variabel dy
—_ = - P —
dx y 1plsa variabe nya y

= 5dx (terpisah)

d
j—y=J5dx
y

diintegralkan:

[Iny = 5x + ¢|
atau
Iny = Ine>**¢
atau
y = e5¥+¢

dapat juga ditulis sebagai berikut:

5x

y=e%.e‘ >atauly=ce

Contoh 18:

Selesaikan persamaan berikut ini:
dy 5
— 1)y =0
P + (x*+ 1y

*) Pada contoh ini, P = P(x) = (x2 + 1)
Jawab:

dy 5
Ix —(x*+ 1y
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atau
dy . .
5 —(x? + 1)dx — terpisah variabelnya

diintegralkan:

jci}—y=j—(x2+1)dx

1
Iny = — (—x3 + x) + ¢ - jawab umumnya

3
atau
y = e—(%x3+x)+c
atau
1
y = e—(§x3+x) ¢
atau
y = Ce_(§x3+x)
Contoh 19:
Selesaikan PD Linier Non Homogen berikut:
dy
TPy = QM)
disingkat
dy
a + Py = Q

345



Jawab:

dimisalkan jawab umumnya berbentuk:
y = ulx)v(x)

disingkat

Yy =uv

dy dv+ du
dx Ydx " Vldx

disubstitusikan pada PD (*) 2 + Py = Q didapat

dv+ du+P B
udx vdx uv = Q@

(dv_l_P >+ du (e5)
JR— _— Xk
U dx v 17dx Q

dv
v dipilih sebagai (— + Pv) =0

dx
atau
dv __p
dx v
dv dv
—=—de—>f—=f—de
v v
Inv = f—de
atau
v = ) —Pax
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dengan pilihan v = e/ ~P4* maka PD (**) menjadi

0+ du_
vdx_Q
atau
du_
vdx_Q
atau
du=9dx
v
jdu= jgdx
v
atau
u=fgdx+c
v

Jawab umumnya:

y=uv—>y={f%dx+c}v

=(J.%dx+c)ef‘de

Contoh 20:
Selesaikan persamaan berikut:
dy 1 1 .
T3y~ 5(1 —2x)y* (%)
Jawab:
dibagi y*
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didapat

dy _1 4
dx+3 —§(1—2x)y
y4
dy 1 1
Sy =5 (1= 20 ()

Y dx

substitusi m

dz dy
o a4
b dx 3y dx
WOy ldz
dx 3dx
(*x) menjadi
1dz 1
—§d—+3Z —(1—2x)
dz

— —z=(2x —1) (xxx)
X
hasil di atas merupakan PD Linier Non Homogen
dalam variabel x dan z
P(x)=-1; Q(x)=(2x—-1)
jawab umumnya:

Z =Uuv

b=elre]sy=elo o =]
2x—1
uzf%dx -u =f¥dx

ex
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= f(Zx — 1De ™ dx
=—-2xe*—e*+c
Z =uv

=(—2xe™ —e ™ + c)e*

z =—-2x—1+ce*
dimana
z =y73
~ Jawab umumnya: |y =3 = —2x — 1 + ce”*

7. Rangkuman

d
PD: () =+ POS() = Q) . ()

dw d
dengan Substitusi W = f(y); Fri ') %

dw

PD (*)menjadi 12

+ P(x)w = Q(x) PD Linier

8. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek

Tentukan orde persamaan diferensial berikut dan tentukan
apakah termasuk persamaan linear atau tidak

d?y dy .
a) x dx2+3 ™ 2xy = sinx
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L&y (d_y)z_ 29 = g%
b)xdx2+x ™ x‘y=e

2
) A+yHF+t- Loy =et

dty | ady | d%y
) wrtataty=1

6. Evaluasi Pembelajaran
Carilah persamaan diferensial dari fungsi primitif berikut
jika A dan B adalah konstanta sembarang
1) y=A4e*+B
2) y =Asin(y + B)

7. Umpan Balik
Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada
pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal
yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban
maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan.

V1. Penutup
1. Rangkuman
Modul ini memuat rangkuman materi yang tercantum
pada rangkuman kegiatan pembelajaran 1, 2, 3 dan 4.
Modul ini menuntun mahasiswa memahami materi
Persamaan Diferensial Linier Order 1 (PD Linier Order
1) secara mandiri maupun kelompok. Selanjutnya
dilakukan assessment yaitu dengan melakukan Kkuis
pada materi yang telah dipelajari.
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2. Petunjuk Jawaban Evaluasi Kegiatan Pembelajaran
Jawaban dari evaluasi tidak dicantumkan, dikarenakan
setiap permasalahan dapat diselesaiakan dengan
jawaban yang terbuka.

3. Daftar Istilah

Bernoulli  : Jenis persamaan diferensiasi non-linier
yang melibatkan variabel independen dan
fungsi

Variabel : Simbol yang mewakili nilai yang bisa
berubah

Substitusi : Metode mengganti variabel dengan

bentuk

lain untuk menyederhanakan persamaan
atau integral

4. Referensi
1) Ayres, F. Jr. (1972). Differential equations.
Schaum’s Outline Series.
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7) Kreyszig, E. (2006). Advanced engineering
mathematics: Student solutions manual and study
guide (9th ed.). John Wiley.

351



8) Croft, A., Davison, R., & Hargreaves, M. (2000).
Engineering mathematics. Addison Wesley.

9) Ayres, F. Jr. (1972). Differential equations.
McGraw-Hill.
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MODUL 11
APLIKASI PD ORDER |

Pendahuluan

1.

Deskripsi Singkat Modul XI

Dalam Modul 11 ini, diberikan beberapa contoh aplikasi
PD Order I, khususnya dalam bidang sains dan teknologi.
Capaian Pembelajaran Lulusan

Mahasiswa diharapkan dapat menyelesaikan PD Order |
dan aplikasi khususnya dalam Rangkaian Listrik
Kemampuan Akhir

Mahasiswa diharapkan mampu menyelesaikan PD Order |
dan aplikasi khususnya dalam Rangkaian Listrik
Persyaratan Kompetensi

Kegiatan Proses Belajar (KPB): 3x(2x50)

Kegiatan Pembelajaran Terstruktur (KPT): 3x(2x60)
Kegiatan Mandiri (KM): 3x(2x60)

Kegunaan Modul

Setelah mempelajari Modul XI, mahasiswa diharapkan
dapat menyelesaikan PD Order | dan aplikasi khususnya
dalam Rangkaian Listrik

Materi Pokok dan Sub Materi Pokok

a. Aplikasi PD Order I dalam Rangkaian Listrik

b. Aplikasi PD Order | dalam Masalah Campuran

c. Trayektori

d. Aplikasi pada Masalah Rangkaian Listrik (Lanjutan)
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Il. Kegiatan Pembelajaran 1
1. Judul Kegiatan Pembelajaran
Aplikasi PD Order | dalam Rangkaian Listrik

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir
Ketepatan penyelesaian jawab umum PD Order | dalam
Rangkaian Listrik

3. Uraian, Contoh dan llustrasi
Contoh 1:

R L
_/\/\/\/\___/'6@56\—

/—&
S E

Gambar 11. 1. Rangkaian Listrik dengan Komponen RL

Resistor R = 10 Ohm, inductor L = 2 henry dan
baterai E = 20e73¢ Volt, dihubungkan seri dengan
sakelar S. Pada saat t = 0, sakelar ditutup dan I = 0.
Tentukan I untuk t > 0.
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Jawab:

Menurut Hukum Kirchoff: Potensial yang dihasilkan
sepanjang R + Potensial yang dihasilkan sepanjang L +
Potensial yang dihasilkan sepanjang E =0

RI+Ldk+(E)—0
dt -

dl
101 +2—=20e73
dt

RI+LdI—E
dt

PD Linier non Homogen Order 1 dalam variabel | dan t

2+ 51 = 1073 | (*) PD Linier

Jawab umum

di
S HPI=Q-oP=5; Q=10 V

= el-Pat, U=f§dt+c

V= ef—Sdt
V=e>t

10e73¢
U =f o dt +c

=f10e2tdt+c; u=>5e?+c¢
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Jawab umum I = (5e?t + c)e %
[ =5e 3t +cet

Jawab khusus untuk t = 0; I = 0 menjadi sebagai berikut

0="5e%+ce®
0=5+c
C=-5

Jawab khusus: I = 5e 73t — 5¢75¢
1 1
=5 (=~ o)

t=1o1 5(1 1)
= —_ = —_———
8 32

1 1
t=2-1=5(c -5

64 256
Contoh 2:
AN | ]
||
R C
AN I
O
V
Gambar 11. 2. Rangkaian Listrik dengan Komponen
RC

356



Resistor R = 5 Ohm, Kondensor C = 0,02 farad
(% farad) dihubungkan dengan baterai E = 100 Volt.

Pada saat t = 0, muatan Q pada kondensor adalah 5
coulomb. Carilah Q untuk t > 0 dan arus I. Tentukan
muatan Q dan arus untuk t > 0.

Jawab:  Menurut Hukum Kirchhof, potensial yang
dihasilkan sepanjang R + potensial yang
dihasilkan sepanjang C + potensial yang

dihasilkan E =0
¢ _ gl
RI+ = E¥—>Rd—Q+1Q=E
= )
dq
5E+SOQ=100

PD linier non homogen dalam
variabel Q dan't

dQ+10 =20
dt ¢=
RI+%+(—E)=0

Q
RI+ ==

+C E

Q

51+0'02—100
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51+50Q =100

dq
Karena |l = E
maka
5 dQ + 500 = 100
dt Q=

PD Linier Non Homogen Order 1 dalam variabel Q dan
t

d
N d_f + 10Q = 20 (*)PD Linier

— a)Jawab umumnya: Q = U V

Q

U= | —=dt
v

V = el—10dt
V:e—10t

20
U= fmdt+c
=f20e1°tdt+c

= 2f 10e1%tdt

U=2el+¢

Q=UV
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Jawab umum:
Q — (ZeIOt + C)e—IOt
Q =2+ c e 10 (xx)

b) Pada saatt=0, muatan Q =5 Coulomb
(**)5=2+c
c=3
Jawab khusus Q = 2 + 3 e~ 10¢

_aQ
C) I_dt

[ = —30e10¢

4. Rangkuman
Menurut Hukum Kirchoff: Potensial yang dihasilkan
sepanjang R + Potensial yang dihasilkan sepanjang L +
Potensial yang dihasilkan sepanjang E =0

RI+LdI+( E)=0
dt N

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek
Carilah arus I untuk t > 0 jika:

E =5cos5t Volt
E =5Volt

6. Evaluasi Pembelajaran
Carilah arus I untuk t > 0 jika:

E =20sin5t Volt
E = 20 Volt
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7. Umpan Balik

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada
pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-
soal yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban
maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan.

I1l. Kegiatan Pembelajaran 2
1. Judul Kegiatan Pembelajaran
Aplikasi PD Order 1 dalam Masalah Campuran

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir
Ketepatan penyelesaian jawab umum PD Order 1

3. Uraian, Contoh dan llustrasi
Contoh 3:

Hukum Newton menyatakan bahwa laju perbandingan
suatu benda sebanding dengan perbedaan temperatur
diantara benda dengan daerah atau udara sekitarnya.
Jika suatu benda diinginkan dari 100°C sehingga 70°C
dalam waktu 15 menit, tentukan kapan temperatur
benda mencapai 40°C jika temperatur udara sekitarnya
30°C.

Jawab:
Temperatur benda setelah t menit = T°
Laju pendinginan Z—:

Beda temperatur benda dengan temperatur udara
sekitarnya=T — 30

PD: ar _ k(T — 30)
“dt

k = konstan kesebandingan
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dipisah variabelnya: % = kdt PD variabel terpisah

Perbandingan dari T = 100 ke T = 30 perlu waktu dari t

=0ket=15
jT — jkdt

100

In(T — 30)| —kt|15
n 100 0
In(70 — 30) — In(100 — 30) = 15k
15k = Ino
= n9

= —0,5596
k =-0,0373

untuk pendinginan dari T = 100 ke T = 40 perlu waktu

darit=t
fT — fkdt

100

In(T 30)|40 —kt|t
n 100~ ““lo

i _ ke
"0

kt =1ln—=

= —1,9459
 —1,9459
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_ —1,9459
~ —0,0373

= 52,17 menit

Contoh 4:

Sebuah tangki air silinder dengan jari-jari R = 25 m
dengan tinggi H = 3 m yang terisi penuh akan
dikosongkan melalui lubang bulat dengan jari-jari r = 25
mm yang terletak di atas tangka. Berapa lama waktu
yang dibutuhkan /diperlukan jika kecepatan air keluar

lubang V = 2,5 v/h m/dt, dimana h adalah kedalaman air
dalam tangki

Jawab:
Volume air yang keluar dari lubang per detik adalah
rrivdt = r(0,0,25)2(2,5\/ﬁ)dt (%)

Jika dh penurunan air dalam tangka sehubungan
keluarnya air dari lubang, maka volume air yang turun

=1 R*dh

=m (2,5)%dh ... (x%)
didapat

m (0,025)%(2,5Vh)dt
= —m(2,5)%dh ... (xx)

2,5 \% dh
=~(gas)
0,025/ 25vh
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dt = 4000
Vh

didapatkan antara
t=0, h=3,dan
t=t, h=0

t 0
dh
dt = —4000
h
0 3

0
t= —8000x/ﬁ|3 = 8000V3

Jadi, untuk mengosongkan tangka memerlukan waktu
8000+/3 detik = 3 jam 34 menit

Contoh 5:
Garis tangent di titik P(x,y) dari suatu kurva

memotong sumbu y di titik A(0,2xy?).
Cari kurvanya

Jawab: Lihat pada gambar

Gambar 11. 3. Grafik Garis Tangent
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Panjang AB = x
Panjang PC =y
Panjang BC = A0
= 2xy?
Panjang PB = y — 2xy?

d PB
e = 4B
dy y—2xy?
dx X
dy dy 'y

dx dx x

dengan substitusi tersebut, (**) menjadi

dz 1 _

dx xZ N
dz 1
— 4+ —z = 2 PD Linier
dx x

Jawab umumnya:

Z=UV
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V=x1

2
U=fT1dX+C
X

=fodx+c

U=x?+c

Z=UV->Z=x*+c)x?
Z=x+cx?

substitusikan Z = y~! didapat jawab umum
1

yl=x+cx

atau

x
Y x2+4c

Contoh 6:

Sebuah bak memuat 100 liter air. Karena suatu
kesalahan, 300 kg garam tertaburkan dalam bak yang
seharusnya diperlukan hanya 200 kg. Dalam mengatasi
masalah ini, dituanglah air yang sudah tercampur air
garam secara teratur 3 liter/menit. Dalam waktu yang
sama, bak juga dimasukkan 3 liter air murni. Jika dijaga
agar kondisi garam dalam bak merata setiap saat dengan
dilakukan pengadukan, berapa lama agar garam yang
ada dalam bak sesuai dengan yang diharapkan (200 kg)?

Jawab:

G (t) = Jumlah garam yang terdapat dalam bak
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ae

e Laju perubahan jumlah garam

2—2 = Laju jumlah garam yang masuk — laju jumlah

garam yang keluar
=>> Laju garam yang masuk = 0

L

=> Laju garam yang keluar = —— x

100 L menit
= 3 G it
=100 /meni

sehingga,
dG _ 3G
dt 100
t(0) = 300
solusi,
aG _ 3G hi aG _dr
= 100 sehingga _ﬁt_
100
100
—TlnIGI =t + In|c]|
_1o00
G 3 =cet
maka
_3
G(t) =(c et) 100
atau

G(t) = C e 100
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pada saatt =0, G = 300,
300=Ce® =>» C =300

sehingga solusi menjadi

3t
G(t) = 300e 100
karena hanya diinginkan garam di bak hanya 200 kg,
maka

_3t
200 = 300e 100

2 _3t
§ = e 100
sehingga
1 2| _ 3t
™31 T " 100
maka
0.4055 = 3t
' 100

t = 13.5 menit

Jadi, air garam dalam bak akan sesuai dengan yang
diharapkan dalam waktu 13.5 menit

Contoh 7:

Sebuah tangki berisi 20 kg garam yang dilarutkan dalam
5000 L air. Larutan garam yang mengandung 0.03 kg
daram per liter air memasuki tangki dengan laju 25
L/menit. Larutan tetap teraduk rata dan dialirkan keluar
dari tangki dengan laju yang sama. Berapa banyak
garam yang terdapat dalam tangki setelah setengah jam?
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Jawab:
dimisalkan

y(t) =Jumlah garam setelah t menit

% = Laju perubahan jumlah garam
dy _ . .
e Laju masuk — Laju keluar
: kg L kg
Laju masuk = 0.03— x 25 —=0.75 -
L menit menit

y(t) kg L y(t) kg
Z—__—__~—x25 — = -
5000 L menit 200 menit

Laju keluar =

Jadi, dari persaaan diperoleh

d k ) k
Y _ o759 _y® kg

dt " “menit 200 menit

dy 150 —y(t)
dt 200

sehingga

dy 150—y
dt 200
y(0) =20

dengan menyelesaikan persamaan differensial terpisah
ini, dapat diperoleh
dy  dt
150 —y 200

integralkan kedua ruas, sehingga didapat,

t
—In|150 — y| —m+c
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karena y(0) = 20, diperoleh

—1In|130] = ¢
sehingga
_In]150 — y| = = + (= In]130])
200
jadi

t
|150 — y| = In|130]e 200

karena y(t) kontinu dan y(0) = 20 dan ruas kanan tidak
pernah O, dapat disimpulkan bahwa 150 — y(t) selalu
positif, jadi [150 — y| = 150 — y sehingga

t
y(t) = 150 — 130e" 200

Jadi, banyaknya garam setelah 30 menit adalah

30
y(30) = 150 — 130e 200 ~ 38.1 kg

Rangkuman
Persamaan diferensial untuk mencari temperature (suhu

(M): ;
T
PD:— = k(T — 30)

Persamaan diferensial untuk volume silinder:

nrivdt = r(0,0,25)2(2,5\/ﬁ)dt

Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek
Suatu benda seberat 4 kg jatuh dari suatu ketinggian

pada saat t = 0 dalam suatu medium yang mempunyai
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hambatan (dalam kg), secara numerik, dua Kali
kecepatan sesaatnya (Vm/dt). Tentukan kecepatan dan
jarak yang ditempuh pada saatt > 0 (y = 9,8)

6. Evaluasi Pembelajaran
Sejumlah panas Q joule/dt ditiupkan ke permukaan
dinding, yang mempunyai persamaan

Q=—kAE

dengan:
k adalah daya rambat dinding,
A = luas permukaan dinding (m?), dan

T = suhu lapisan dinding X m dari permukaan,
dimana jika x bertambah, maka T turun.

Hitung berapa joules panas perjamnya yang digunakan
untuk memanaskan 1m? permukaan dinding setebal 1,25
m jika suhu dipermukaan dalam 268 k dan dipermukaan
luar 348 k, jika daya rambat dinding k = 1,05

7. Umpan Balik

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada
pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-
soal yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban
maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan.

IV. Kegiatan Pembelajaran 3
1. Judul Kegiatan Pembelajaran
Trayektori

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir
Ketepatan penyelesaian jawab umum PD dalam
Trayektori
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3. Uraian, Contoh dan llustrasi
Suatu kurva yang memotong setiap anggota suatu

keluarge kurva-kurva &®(x,y,c) =0 dengan sudut
tertentu « disebut trayektori isogonal dan keluarga
kurva tersebut. Jika a = 90° maka disebut sebagai
trayektori orthogonal. Karena garis tangent dititik (x,y)
pada Q(x,y,c) = 0 tegak lurus dengan garis dititik (x,y)
pada trayektori orthogonalnya, maka koefisien arah
garis tangent trayektori orthogonal adalah

1
dy/dx

dimana Z—z adalah koefisien arah garis tangent dari

Q(xy,c) =0.

Berdasarkan uraian diatas, maka persamaan
trayektori orthogonal dari keluarga kurva ®(x,y,c) = 0
dicari sebagai berikut:

Karena kurva ®(x,y,c) =0...(1)

dd d¢dy
Ei‘@a— 0(2)

Eliminasi ¢ dari (1) dan (2) didapat PD dari (1) yang
mempunyai bentuk umum

d
I’(&}ga%>::0

. dy 1 . .
dengan mengganti - dengan mrre didapat PD dari

trayektori orthogonal:

1
F (x'y'_dy/dx> =0
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Jawab umum dari PD tersebut dinamakan ®(x,y,c) =
0 yang merupakan keluarga dari trayektori orthogonal
yang dicari.

Taryektori Orthogonal

Trayektori orthogonal adalah dua rumpun kurva yang
saling tegak lurus.

Sistem | cy = f(x,c)
SistemIl 1y =g(x,c)

Setiap kurva sistem Il memotong tegak lurus setiap
kurva sistem | (garis singgung saling tegak lurus).
Sistem 11 merupakan trayektori orthogonal dari sistem 1
atau sebaliknya, sehingga

@), @),
dx/), \dx/,

(dy) _ 1
dx/y (d_y)
dx ;

Langkah untuk menentukan trayektori orthogonal:
b) Sistem kurva diketahui
c) Menentukan PD pada sistem | (PD 1)
d) Mengganti
(dy) d ! PD 2
ix)., engan (d_y) ( )
dx/,

e) Selesaikan PD 1 dan 2
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Contoh:

Carilah trayektori orthogonal dari keluarga garis y = cx

Jawab:
y=cx..(1)

dy _

F - (2)

Eliminasi c dari (1) dan (2) didapat PD:

_dy
Y= dx x
dy 'y

dxx

.(3)

. dy
dengan menggant =

trayektori orthogonal:

xdx +ydy =0..(4)

Mencari jawab umum PD (4)

fxdx+fydy=c1

1 1
Exz +§y2 =0
x2+y?%=c2
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Jadi, trayektori Orthogonal dari keluarga garis kurva y =
¢ x yang melalui titik 0 adalah lingkaran x? + y? = ¢2
yang berpusat dititik O dengan jari-jari c,

Contoh:

Tentukan lintasan orthogonal dari setiap keluarga kurva
yang diberikan. Dalam setiap kasus, sketsalah beberapa
anggota keluarga dan beberapa lintasan orthogonal pada
sumbu yang sama.

a) x2+y2=cy
Jawab:
Diketahui sistem | adalah
x> +y2=cy
dimana
x? + y?
B y

c

Akan dicari PD dari sistem I, maka
x2+y?=cy
diferensialkan, sehingga
2xdx +2ydy =cdy
dy  2x

dx  c— 2y
Substitusikan nilai ¢, sehingga diperoleh,

d 2x
Y _ 14 PD 1

a_xz_yz
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Akan dicari trayektori orthogonal, maka didapat,

(&), - @

dx
(@), =75
dx),;  2xy
dy _y*—x*
—-— = PD H
I 2y omogen

dalam mencari solusinya, misalkan:
y =vx
dy=vdx+xdv
substitusikan ke PD Homogen, sehingga

vdx +xdv x%*v? —x?

dx T 2x%v
dv v? —1

xdx T2

dv  —1- v?

xdx T2

dx 2v

x (—1 — v2) dv

maka,
In|x| = —In|—1 — v?| + In|c|

x(-1-v¥)=c
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2 2

" = ¢ sehingga x? +y% = —cx

Jadi, keluarga kuva x? + y? = —cx adalah
trayektori orthogonal dari x? + y2 = —cy

- X2+ y*=cy

4T - XP Aty =—cx

Gambar 11.4.: Grafik Fungsi x2 + y? = cy dan
x?2+y?=—cx

b) y? =4cx
Jawab:

Diketahui sistem | adalah
2

. y
2 = 4cx d =
y CcX dlmana ¢ dx
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akan dicari PD dari sistem I,

y? = 4cx
maka,
2y dy = 4cdx
dy _2¢
dx vy

substitusikan nilai c, sehingga diperoleh,

dy 'y
— == PD1
dx 2x

akan dicari trayektori orthogonal, maka didapat,
@),
dx/ B (d_y)
dx/,
(dy) . 2x
dx/ y
sehingga didapat solusinya,

ydy = —2xdx

1
§y2+x2=c atau 2x? +y2=_C

Jadi, keluarga kurva 2x2 + y? = C adalah
trayektori orthogonal dari y? = 4cx
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- VZ=dcx

- 2x*+y?=C

Gambar 11.5.: Grafik Fungsi y? = 4cx dan 2x? +
2
ye=C

4. Rangkuman
Suatu kurva yang memotong setiap anggota suatu

keluarge kurva-kurva @®(x,y,c) =0 dengan sudut
tertentu « disebut trayektori isogonal dan keluarga
kurva tersebut. Jika a =90° maka disebut sebagai
trayektori orthogonal. Karena garis tangent dititik (x,y)
pada Q(X,y,c) = 0 tegak lurus dengan garis dititik (x,y)
pada trayektori orthogonalnya, maka koefisien arah
garis tangent trayektori orthogonal adalah

1
dy/dx
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dimana Z—i’ adalah koefisien arah garis tangent dari

Q(xy,c) =0.

Berdasarkan uraian diatas, maka persamaan trayektori
orthogonal dari keluarga kurva ®(x,y,c) =0 dicari
sebagai berikut:

Karena kurva ®(x,y,c) =0...(1)

dd oJ¢pdy
E-I_@E_ 0..(2)

Eliminasi ¢ dari (1) dan (2) didapat PD dari (1) yang
mempunyai bentuk umum

d
F(x,y,%) =0

1 . .
R didapat PD dari

dengan mengganti Z—i’ dengan —

trayektori orthogonal:

1
F (x, Y- dy/dx) =0

Jawab umum dari PD tersebut dinamakan ®(x,y,c) =
0 yang merupakan keluarga dari trayektori orthogonal
yang dicari.

Taryektori Orthogonal

Trayektori orthogonal adalah dua rumpun kurva yang
saling tegak lurus.

Sistem | cy = f(x,c)

Sistem Il :y=g(xc)
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Setiap kurva sistem Il memotong tegak lurus setiap
kurva sistem | (garis singgung saling tegak lurus).
Sistem 11 merupakan trayektori orthogonal dari sistem |
atau sebaliknya, sehingga

(@), (@), =1
dx/), \dx/,;

(&), - @

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek
Carilah trayektori orthogonal dan keluarga hiperbola xy
=C

6. Evaluasi Pembelajaran
Carilah trayektori orthogonal dan keluarga hiperbola
5Xy =c¢

7. Umpan Balik

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada
pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-
soal yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban
maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan.

V. Kegiatan Pembelajaran 4
1. Judul Kegiatan Pembelajaran

Aplikasi pada Masalah Rangkaian  Listrik
(Lanjutan)

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir
Ketepatan penyelesaian jawab umum PD pada Masalah
Rangkaian Listrik (Lanjutan)
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3. Uraian, Contoh dan llustrasi
Contoh

Sebuah rangkaian memiliki emf 5 volt, resistansi 50
Ohm, induktansi 1 Henry dan tanpa arus awal. Carilah
arus dalam rangkaian ini pada setiap waktu t.

Induktansi, L

AAARAARAAAARAARAA

___ Kapasitans, C

Resistansi, R

Gambar 11.6.: Rangkaian RLC terhubung Seri dengan
Sumber E dan saklar

Jawab:
diketahui:
E=5R=50;L=1

substitusi ke persamaan

—+—I=

dl R E
dt L L

sehingga menjadi,

dl
E-I_ 50/ =5 PD Orde 1
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Faktor Integrasi:

els0dt — o50¢

kalikan FI (Faktor Integrasi) terhadap PD

dt
e30tdl +501e30tdt =530t dt

di
e (2 +501) =5 et

d[e®t]] =5e%0tdt
integralkan kedua ruas, sehingga diperoleh
et = ieSOt +c
10
1
I = 50t _
ce + 10

pada saat t = 0 dan | = 0, maka

O0=ced+— =% c=—ot
—CC T T T T 10

Jadi, arus dalam rangkaian ini pada setiap waktu t
adalah

1 1

I = __e—50t

10 10
kuantitas —%e‘“t disebut arus transien, karena
kuantitas ini menuju nol (menghilang) ketika t — oo

Kuantitas —%e‘“t dalam (I) disebut arus tunak
(steady-state)

Ketika t — oo, arus | mendekati nilai untuk arus tunak

382



Contoh

Sebuah rangkaian listrik disambungkan seri terdiri dari
sumber tegangan V volt, tahanan R Ohm, dan induktor
L Henry. L, V dan R konstanta. Berapa besar arus i(t)
jika diketahui padat=0,i=07?

Jawab:

dengan menggunakan hukum Kirchoff 1, diperoleh:

Ldi+R'—V
dc T PT

dengan L, R dan V tetap

PDB Linear:
di N R .V
at L' L
Faktor Integrasi:
R Rt
effdt =el

kalikan FI terhadap PD

Rt rdi R RtV
el (—+—i>=eL—

dt L L
Rt Rt R Rt V
el di+el ZidtzeL Zdt

Rt |V
d[eL L]—eL —dt
integralkan kedua ruas, sehingga didapat

Rt V Rt
elLi=—el +c¢
R
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4 _Rt
[ =—+ce L
‘TR

gunakan syarat awal t = 0 dan i = 0, sehingga

0=Ctced =» c=—o
=R ce’ = c = R
Jadi, besar arus i(t) jika diketahui padat=0dani=0

adalah

V V Rt
() =———e L
i(t) T RE
atau
|74 Rt
i) = §(1 - e_T)
Rangkuman

Dengan menggunakan hukum Kirchoff 1, diperoleh:

Ldi+R'—V
ac T

dengan L, R dan V tetap

Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek
Carilah arus I untuk t > 0 jika:

E =10cos5¢t Volt
E =10 Volt

Evaluasi Pembelajaran
Carilah arus I untuk t > 0 jika:

E =50sin 5t Volt
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E =50 Volt

7. Umpan Balik
Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada
pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-
soal yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban
maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan.

V1. Penutup

1. Rangkuman
Modul ini memuat rangkuman materi yang tercantum
pada rangkuman kegiatan pembelajaran 1, 2, 3 dan 4.
Modul ini menuntun mahasiswa memahami materi
Aplikasi PD Order | secara mandiri maupun kelompok.
Selanjutnya dilakukan assessment yaitu dengan
melakukan kuis pada materi yang telah dipelajari.

2. Petunjuk Jawaban Evaluasi Kegiatan Pembelajaran
Jawaban dari evaluasi tidak dicantumkan, dikarenakan
setiap permasalahan dapat diselesaiakan dengan
jawaban yang terbuka.

3. Daftar Istilah

Resistansi : Hambatan terhadap aliran listrik dalam
rangkaian

Induktansi : Kemampuan suatu rangkaian untuk
menyimpan energi dalam bentuk medan
magnet

Orthogonal : Dua vektor atau fungsi yang saling tegak
lurus atau memiliki produk dot nol

Tayektori  : Jalur yang dilalui oleh objek dalam ruang
atau waktu
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MODUL 12

PERSAMAAN DIFERENSIAL LINIER ORDER 2

DENGAN KOEFISIEN KONSTAN

Pendahuluan
1. Deskripsi Singkat Modul XI1

Pada Modul 12 ini akan dibahas khususnya PD Linier
Order 2 dengan Koefisien Konstan.
Bentuk umum PD Order 2:
F(x,y,y,y) =0
Untuk mencari jawab umumnya, yaitu menghilangkan y”

atau 22732’ diperlukan pengintegralan dua kali (berulang)

yang akan menimbulkan dua konstanta c¢; dan c,,
sehingga jawab umum PD Order 2 akan mempunyai
bentuk umum:

®(x,y,¢1,¢,) =0
atau
y = ®(x,¢q,¢5).

. Capaian Pembelajaran Lulusan

Mahasiswa diharapkan dapat menyelesaikan Persamaan
Diferensial Linier Order 2 dengan Koefisien Konstan

Kemampuan Akhir
Mahasiswa diharapkan mampu menyelesaikan Persamaan
Diferensial Linier Order 2 dengan Koefisien Konstan

4. Persyaratan Kompetensi
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Kegiatan Proses Belajar (KPB): 3x(2x50)
Kegiatan Pembelajaran Terstruktur (KPT): 3x(2x60)
Kegiatan Mandiri (KM): 3x(2x60)

5. Kegunaan Modul
Setelah mempelajari Modul 12 ini, mahasiswa diharapkan
mampu:

1) Mengenali PD Linier Orde 2 dengan Koefisien
Konstan, baik yang Homogen maupun yang Tak
Homogen

2) Mencari Penyelesaian PD Linier Homogen Orde 2
dengan Koefisien Konstan

3) Mencari Penyelesaian PD Linier Tak Homogen
Orde 2 dengan Koefisien Konstan

6. Materi Pokok dan Sub Materi Pokok
a. PD Linier Homogen Order 2 dengan Koefisien
Konstan
b. PD Linier Tak Homogen Order 2 dengan Koefisien
Konstan

Il. Kegiatan Pembelajaran 1
4. Judul Kegiatan Pembelajaran

PD Linier Homogen Order 2 dengan Koefisien
Konstan

5. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir
Ketepatan penyelesaian jawab umum PD linier homogen
dan tak homogen order 2 dengan koefisien konstan

6. Uraian, Contoh dan llustrasi
Bentuk umumnya

' +py' +qy=0
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(dalam variabel x dan y) atau

d’y dy
W'FPE'FC[}/— 0..(%)

dimana p dan g bilangan konstan.

Jawab umumnya dicari dengan cara sebagai berikut:
Dibuat persamaan karakteristiknya:

k*+pk+q=0

Kemudian dicari akar-akar karakteristiknya, namakan
akar-akar karakteristiknya k, dan k.

Ada tiga kasus / kemungkinan sebagai berikut:

a) Jika ky # k, danriil,
maka jawab umum PD (*)
y = c,ef1* + ¢ eke*

b) Jikak, =k,
maka jawab umum PD (*)
y = cyef1* + ¢, x eke*

(sepasang akar kompleks, a dan g bilangan riil)
maka jawab umum PD (*)

y = c,e%* cos Bx + c,e** sin fx
atau

y = e (c; cos Bx + ¢, sin Bx)

Catatan:
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Mahasiswa yang ingin mengetahui lebih rinci
mengenai asal-usul jawab umum PD (*) diatas dapat
mempelajarinya pada Buku Teks Persamaan
Diferensial.

Contoh 1:

Carilah jawab umum PD:

y"+ 5y’ —6y =0 (*)

Jawab:
Dibuat persamaan karakteristik:

k?+5k—-6=0
Mencari akar-akar persamaan Kkarakteristik sebagai
berikut:
(k+6)(k—1)=0
ky=-6; k,=1
ki # k, dan riil
Jawab umum PD (*)
y = c,ef1* + ¢, eke*
y=c e ®*+c,e*

Contoh 2:
a) Cari jawab umum PD:

y'—6y ' +9y =0
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b) Cari jawab khususnya yang memenuhi syarat:
y(0) =2 dan y(1) = e3*

Jawab:

a) Persamaan karakteristiknya:
k2 —6k+9=0

Mencari akar-akar persamaan karakteristik sebagai
berikut:

(k=3)(k—=3)=0

Jawab umum:
y = cyef1* + ¢ eke*
y =ce3* +cyxe3

b) Mencari jawab khusus
Untuk y(0) = 2

2=ce’+c,0e°
2:C1+0
C1:2

Untuk y(1) = e3*
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e3% = 2e3% 4 c,e3*

1=2+C2
C2=—1

Jadi, jawab khususnya:
y = 2e3% — xe3*

Contoh 3:
Carilah jawab umum PD:

y"'+8y ' +25y=0

Jawab:
Persamaan karakteristiknya:

k?+8k+25=0

—8++82—4-1-25
k12 = 21

_ —81++64—100
B 2
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Jawab umumnya:

—4X gin 3x

y =ce ** cos3x + c,e
atau

y = e **(¢; cos 3x + ¢, sin 3x)

Contoh 4:
Cari jawab umum PD:

y'+4y' =0

Jawab:
Persamaan karakteristik:

k?+4k=0
k(k+4)=0
ki=0
ko=-4

ki # k, riil
Jawab umum:

y =ce®* +ce

y=rc +ce™™
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Contoh 5:
Cari jawab umum PD:

y'+4y =0

Jawab:
Persamaan Karakteristik:

k?+4=0
k? = —4
k1,2=i\/—_4

ki, = +v4v—-1dengan V-1 =i

kz = _2l

atau dapat ditulis:

Jawab umum:
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y = c,e%% cos 2x + c,e%% sin 2x
Y = €1 COS2Xx + ¢, Sin 2x

4. Rangkuman
Bentuk umum PD Linier Homogen Orde 2:

ly"+py +qy=0|

(dalam variabel x dan y) atau

d’y  dy
w+pa+qy— 0..(%)

dimana p dan g bilangan konstan.

Jawab umumnya dicari dengan cara sebagai berikut:
Dibuat persamaan karakteristiknya:

k?+pk+q=0

Kemudian dicari akar-akar karakteristiknya, namakan
akar-akar karakteristiknya k, dan k.

Ada tiga kasus / kemungkinan sebagai berikut:
a) Jika k, # k, danriil,
maka jawab umum PD (*)

y = c,ef1* + ¢, eke*

maka jawab umum PD (*)
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y = ¢, ef1* + ¢, x eke*

c) Jkak; =a+pi; k,=a—pI
(sepasang akar kompleks, a dan g bilangan riil)
maka jawab umum PD (*)
y = c1e%* cos fx + ce%* sin fx
atau
y = e*(c, cos Bx + ¢, sin Bx)

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek
Carilah jawab umum dan jawab khusus dari persamaan
diferensial berikut:

y'+4y' +3y=0

6. Evaluasi Pembelajaran
Carilah jawab umum dan jawab khusus dari persamaan
diferensial berikut:

y'+2y +y=0

7. Umpan Balik
Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada
pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-soal
yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban
maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan.
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I1l. Kegiatan Pembelajaran 2
1. Judul Kegiatan Pembelajaran
PD Linier Tak Homogen Order 2 dengan Koefisien
Konstan

2. Kemampuan Akhir dan Sub Kemampuan Akhir
Ketepatan penyelesaian jawab umum PD linier homogen
dan tak homogen order n > 3 dengan koefisien konstan

3. Uraian, Contoh dan llustrasi
Bentuk umumnya:

y'+py' +qy=f(x)
atau
d?y  dy
ﬁ*‘Pa‘HIY—f(X) e (%)

Jawab umumnya berbentuk y =y, + yk, dimana yy
adalah jawab umum y" + p y' + q y = 0 dan y, adalah
salah satu jawab Khusus dari PD (*) di atas.

Cara mencari yy sudah dibahas pada PD Linier
Homogen dengan Koefisien Konstan (lihat pada Butir 1
di atas).

Cara mencari yx dipengaruhi oleh bentuk umum dari
f(x), yaitu ruas kanan dari PD (*) sebagai berikut:

a. Jika f(x)=Pn(x)e*, dimana Pn(x) adalah
Polinomial atau suku banyak derajat n dalam X,

maka yy dicari sebagai berikut:

1) Jika a bukan akar persamaan karakteristik
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2)

3)

k2+pk+q=0(Fk #a,k, # a)
maka

[k = Qn(x)e™ ]|

dimana Q,(x) adalah suku banyak derajat n
yang dikoefisien-koefisiennya masih harus
dicari dari hubungan:

V" + Py +qyx = f(x)

Jika a sama dengan salah satu akar persamaan
karakteristik

k24+pk+q=0(k,=ak,+a)

maka

|YK = x Qp (x) eax|

dimana Q,(x) adalah suku banyak derajat n
yang koefisien-koefisiennya dicari  dari
hubungan:

V" + Py +qyk = f(x)

Jika a sama dengan kedua akar persamaan
karakteristik

k?+pk+q=0(k, =k, =a)
maka:

|yK = szn(x)eaxl

398



dimana Q,(x) adalah suku banyak derajat n
yang koefisien-koefisien dicari dari hubungan:

" +pyk +qyk =f(x)
Catatan: Suku banyak derajat n dalam x
mempunyai bentuk umum agx™+ a;x™ ! +

Ap_1x +a, dimana ay, a;, a, ... An_1, An
bilangan konstan dan a, # 0.

Contoh 6:

Cari jawab umum PD:

y"+y' — 6y = (4x + 5)e3*...(*)
Jawab:

PD (*) adalah PD Linier Tak Homogen order 2
dengan koefisien konstan

dimana

f(x) = (4x + 5)e3*

berbentuk umum P;(x) > n=1
e =e3* 5 q=3

Jawab umum PD (x):

Y =Yu+ Yk

a) Mencari yy:
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y'+y —6y=0
Persamaan karakteristik:
k*+k—-6=0
(k+3)(k—2)=0

Akar-akar karakteristik:

k1 =-3
kz = 2
k1 * kz riil

oy = c ef¥ 4 ¢ ek
yy = cie”3* + e
b) Mencari yj:
f(x) = (4x + 5)e3* = P (x)e™
n=1; a=3

a=3 bukan  akar persamaan
karakteristik

k*+k—-6=0
k1=—3¢d
k2=2¢d

keterangan a) poin 1)
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Vi = Qn(x) e™
= Q;(x) e**

yr = (ax + b)e3*
Koefisien-koefisien a dan b dicari dari hubungan:
yk" + vk’ — 6yx = (4x +5) e3¥...(*¥)
yx = (ax + b) e3*
y'x = ae3* + 3(ax + b)e3*
yk" = 3ae3* + 3ae3* + 9(ax + b)e3*
= 6ae® +9(ax + b)e3*

disubstitusikan ke (**) didapat:
[6ae3* + 9(ax + b)e3*]

+ [ae3* + 3(ax + b)e3*]

—6(ax + b)e3*
= (4x + 5)e3*
6(ax+b)+7a=4x+5

6ax + (7a+ 6b) =4x+5

6ax = 4x
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2
4=3

7a+6b =5
6b=5-"7a
6b =75 14
B 3
6b—1
3
1
b =5
Jadi,
ykx = (ax + b)e3*
_(2 + 1) 3x
Yk =\3*"T18)°¢
Jawab umum:
Y =Yu t Yk

y=ce 3 +ce?* + (zx + i)e”
3 18

Contoh 7
Cari jawaban umum PD:

y" — 4y = 3xe?*

Jawab umumnya:
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Y =Ynt Yk
a) Mencari yy

y'—4y=0
Persamaan karakteristik:

k> —4=0

k+2)(k=2)=0
Akar-akar karakteristik:

k1 =-2
kz = 2
ky # ke, ril

yy = cie” ¥ + e

b) Mencari yy
f(x) = 3xe?* = B,(x)e*

n=1;a=2

a = 2 sama dengan salah satu akar
persamaan karakteristik

k?—4=0
kl——2¢d
k2=2=d
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keterangan a) poin 2)

[k = x Qn(x)e™|

= xQ (x)e**
= x(ax + b)e?*

= (ax? + bx)e?*
Koefisien-koefisien a dan b dicari dari:

yk" — 4y = 3xe?* (*¥)
yk = (ax? + bx)e?*

yk' = (2ax + b)e**
+ 2(ax? + bx)e?*

yk" = 2ae? + 2(2ax + b)e?*
+2(2ax + b)e?*
+4(ax? + bx)e?*

yk" = 2ae?* +4(2ax + b)e**
+ 4(ax? + bx)e?*

disubstitusikan ke (**) didapat:
[2ae?* + 4(2ax + b)e?*
+ 4(ax? + bx)e?x]

—4(ax? + bx)e?* = 3xe**

2a +4(2ax + b) = 3x
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8ax + (2a + 4b) = 3x
8ax = 3x

a=3/8
(2a+4b)=0

4h = —2a
b=-3/16

yx = (ax? + bx)e?*

3 3
Yk = (—xz ——x)ezx

8 16
Jawab umum:
Y=Yut+Yx

y = cre " 4 ce?*

3 3
a2 2x
+(8x 16x)e

3 3
y=ce *+ (§x2 T + c2> e?*

Contoh 8
Cari jawab umum PD:

y"'—2y'+y =5e*

Jawab umum:
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Y =Yg+ Yk

a) Mencari yy :
yV'=2y'+y=0

Persamaan Karakteristik:
k?=-2k+1=0
kk-Dk-1=0

Akar-akar karakteristik:

yy = c,ef1* + ¢, eke¥
Yy =cie*+c,xe*
b) Mencari yg
f(x) =5e* = B, (x)e*™
n=0; a=1

a =1 sama dengan kedua akar persamaan
karakteristik

k?=2k+1=0

(ky =ky =)
- keterangan a) poin 3)
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|YK — szn(x)eax|

yr = x*Qo(x)e*
yk = x?ae*
2,x

yK=ClX€

Koefisien a dicari dari yg" —2yx' +

Vi = 5e* (**)

yk = ax’e*

y.=2axe*+ax®e”

y'k =2ae*+4axe*+ax?e

disubstitusikan ke (**)

didapat:

[2ae*+4axe*+ax?e”]
—2[2axe*+ax?e”]

+ax?e*=5¢e*

2aeX*=5¢e*
a=5/2

Jadi, yx = a x? e*
5

— . 2,x
Yk 2xe
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Jawab umum:

Y =Yut+Yx

5
y =ce* +cxeX+ Exze"

5
y=(c1+czx+§x2)e"

b. Jika f(x) = B,(x) cos Bx + Q,,(x) sin Bx,
dimana B,(x) dan Q,,(x) suku banyak dalam x,
maka y, dicari sebagai berikut:

1) Jika Bi bukan akar persamaan karakteristik

k?+pk+q=0

(ky # Bi; ky # Pi)
maka

|yK = Us(x) cos Bx + Vs (x) sin ﬁ’xl

dimana Us(x) dan Vs(x) Suku banyak derajat
6 dalam x dengan ketentuan:

d=njikan=>m
d=mijikan<m

2) Jika Bi sama dengan salah satu akar persamaan
karakteristik

k?+pk+qg=0
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(k1 =pi; ky = _,Bi)

maka

|yK = x {Us(x) cos Bx + Vg5 (x) sin ,Bx|

dimana Ug(x) dan V5(x) seperti pada 1) di
atas.

Catatan:
Ada kemungkinan B, (x) = 0 atau Q,,(x) = 0
Jika B,(x) = 0 maka:
f(x) = Q@ (x) sin fx
U6(x) = Um(x)
V6(x) =Vn (x)

Contoh 9
Cari jawab umum PD:

y" — 2y' = 5cos 2x
Jawab umum:
Y=Yy + Yk

a) Mencari yy:
yu _ Zyl — 0

Persamaan karakteristik:
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b)

k? -2k =0
k(k—2)=0

Akar-akar karakteristik:
ki =0; k,=2

k, # k, riil

yy = c,e% + c,e?*
Yy = €1 + e
Mencari yg:

f(x) = 5cos2x P,(x) cos Bx
+ Q (x) sin Bx

P,(x)=5=PF,(x)

n=20

Qm(x) =0

cos fx = cos2x

p=2

Bi = 2i bukan akar persamaan karakteristik
(ky =0+ Bi; k, =0 % Bi)

keterangan b. poin 1)
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yx = Us(x) cos Bx + Vs(x) sin Bx
=V, (x) cos 2x + V, (x) sin 2x

=acos2x + bsin2x

x
|

Yk = —2asin2x + 2 bcos2x

yk" = —4acos2x —4 bsin2x

disubstitusikan pada

Yk — 2y’ = 5cos2x
didapat

[—4 acos2x — 4 bsin 2x]

—2[—2asin2x + 2 b cos 2x |
= 5cos 2x

(—4a — 4b) cos 2x + (4a — 4b) sin 2x
= 5cos 2x + (0 sin 2x)

—4a—4b =5
4a—4b =0+
—8b =5
5

T8

5
“=-3

Yx = acos2x + b sin2x
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5

Vg = —gcos 2x — gsin 2x
Jawab umum:
Y =Yu tYx

=c, + c,e?* ——=cos2x — —sin 2x
y 1 2 3 3

Contoh 10
Cari jawab umum PD:

y'+9y =2 sin3x
Jawab umum:
Y =Yut+Yx
a) Mencari yy:
y'+9y=0
Persamaan karakteristik:
k*+9=0

Akar-akar persamaan karakteristik:

k2 = -9
kl = 31
kz = _31
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Yy = €1 €0s 3x + ¢, sin 3x
b) Mencari yi :

f(x) = 2sin3x
= P,(x) cos Bx + Q. (x) sin Bx

P(x)=0

Qm(x) =2 = Qo(x)
m =0

sin fx = sin 3x

B =3

pi=3i sama dengan salah satu akar
persamaan karakteristik k% +9 =0

(ky =3i=pi; k, =-3i+ i)
keterangan b. poin 2)

|yK = x{Us(x) cos Bx + V,(x) sin Bx}|

= x{Us(x) cos 3x + V, (x) sin 3x}
ykx = x{a cos3x + b sin 3x}

yx' = {a cos3x + bsin 3x}
+ x{—3 asinx + 3 b cos 3x}
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yk" ={—3 asin3x + 3 b cos 3x}
+{—3 asin3x + 3 b cos 3x}
+ x{—9 acos3x — 9 b sin 3x}

disubstitusikan ke
yk" + 9yg = 2sin3x

didapat (—6 a sin3x + 6 b cos 3x)
x(—9 acos3x — 9 bsin 3x)

+ 9x(a cos 3x + 6 sin 3x)
= 2sin 3x

—6asin3x + 6 bcos3x
= 2sin3x + 0cos 3x

—6a =2
a= —-1/3
6b=0
b=20

ykx = x{a cos3x + b sin 3x}

=—= 3
Yk 3 X €S 3x

Jawab umum:

Y=Yy t+ Yk

1
Yy =1 €083x +C, sin3x—§xcos3x
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3) Jika f(x) = e®™*{B,(x) cos Bx +
Qm(x)sin Bx}, maka seperti pada B)
sebelumnya, y, dicari sebagai berikut:

a) Jika (a+ Bi) bukan akar persamaan
karakteristik, maka:

yx = e {Uy(x) cos B x + V;(x) sin Bx}
b) Jika (a + BI) akar persamaan
karakteristik, maka:

yg = x e**{Uy(x) cos B x + V,(x) sin Bx}

4) PD: y"+py +aqy=fi(0)+ 00+ +
fe(x)

Ruas kanan terdiri atas t fungsi x
Jawab umumnya:
Y=Yy tYk1+ V2t t Ve
dimana yx (dengann = 1,2, ..., t):
Jawab khusus PD:
y'+py +aqy = fo(x)
c. Jika f(x)=e**{B,(x)cospfx + Q,,(x) sin fx},

maka seperti pada sebelumnya, y, dicari sebagai
berikut:
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1) Jika (a+ Bi) bukan akar persamaan
karakteristik,
maka:

yx = e**{U;(x) cos Bx + V;(x) sin Bx}

2) Jika (a + BI) akar persamaan karakteristik,
maka

yx = xe**{Us(x) cos Bx + V,(x) sin Bx}
. PD: YV'+tpy' +qy=H0)+f0)+ -+
fe ()

Ruas kanan terdiri atas t fungsi x

Jawab umumnya:
Y=Yut+Yk1t Y2t ot Yke

dimana yx_(dengann = 1,2, ..., t);
Jawab khusus PD:

y'+py +ay=/f.(x)
Contoh 11:

y'+3y' +2y=(5x+1)+4e* —3cos2x
# 6sinx

Ruas kanan f(x)=fi(x)+ f2(x)+ f5(x) +
fa(x)
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dimana

filx) =(5x+1)

f2(x) = 4e*

f3(x) = =3 cos2x

fa(x) = 6sinx

Jawab umum: ¥y = yu + Vi1 + Y2 + Vis + Via
yy jawab umumdariy" +3y' '+ 2y =10

yk1 jawab khusus dari y"+3y ' +2y=
(5x + 1)

Yk2 jawab khusus dari y" + 3y’ + 2 y = 4e*

Yk3 jawab khusus dari y"+3y' +2y=
—3cos 2x

Yk4 Jawab khusus dari y"+ 3y’ + 2y = 6sinx
Contoh 12:
y' =2y +y=6e*>k*?—-2k+1=0

Lk =1
Lk, =1

) |yk = c1e” + cpxe”|

*) Mencari y;, f(x) = By(x)e*
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L Bu() = 6 - [m=0)
e = o o [a=1]

a =1samakeduaakark; =k, =a=1

Yie = x2Qu(x)e”
L yie = apx?e”

Vi = 2agxe* + agx?e*
= (2agx + apx?)e*

Vi =2ape* + 2apxe* + 2apxe* + agx’e*
= (2ay + 4ayx + ayx?)e*

Vi = 2V + Vi
L, (2ag + 4apx + agx?) — 2(2agx + ayx?)
+ agx?

2a0=6
L a, =3

Jawab:
Y =Yut Yk
L,lyk = c,e* + c,xe* + 3xzex|

|= (cp +cx + 3x2)ex|
hasil:
y' =cie* + c,e* + c,xe* + 6xe* + 3x%e*
y" =ce* + c,e* + cyxe* + c,xe* + 6e*
+ 6xe* + 6xe* + 3x%e*
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1+ 2¢c, + cx+ 6+ 12x + 3x2 — 2¢; —
2¢, —2¢,x —12x —6x%2+¢c;+ ¢, +3x2 =6
cocok

Contoh 12:
y'+3y'+2y=e"*

k?+3k+2=0
L(k+1)(k+2)=0

I.)klz—l
I_)kzz_z}klikz
Mencari yy
k1=_1=a
k2=_27‘:a

l, @ sama salah satu akar
l, vy = xae®™

= axe®
~ axe ™
Vi =ae™* +ax(—e™)
=(a—ax)e™
Vi =—ae *+(—a+ax)e™

= (—2a+ax)e™
4. Rangkuman
Cara mencari yx dipengaruhi oleh bentuk umum dari
f(x), yaitu ruas kanan dari PD (*) sebagai berikut:
Jka f(x) =Pn(x)e™, dimana Pn(x) adalah
Polinomial atau suku banyak derajat n dalam X, maka

y dicari sebagai berikut:

1) Jika a bukan akar persamaan karakteristik
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2)

3)

k2+pk+q=0(Fk #a,k, # a)

maka

|YK = Qn(x)eax|

dimana Q,(x) adalah suku banyak derajat n
yang dikoefisien-koefisiennya masih harus
dicari dari hubungan:

V" + Py +qyk = f(x)

Jika a sama dengan salah satu akar persamaan
karakteristik

k24+pk+q=0(k,=ak,+a)
maka

|YK = x Qp (x) eax|

dimana Q,(x) adalah suku banyak derajat n
yang koefisien-koefisiennya dicari  dari
hubungan:

V" + Py +qyk = f(x)

Jika a sama dengan kedua akar persamaan
karakteristik

k2 +pk+q=0(k, =k, =a)
maka:

|yK = szn(x)eaxl
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dimana Q,(x) adalah suku banyak derajat n
yang koefisien-koefisien dicari dari hubungan:

V" + Py +qyx = f(x)

5. Latihan dan atau Lembar Kerja Praktek
Carilah jawab umum dan jawab khusus dari persamaan
diferensial berikut:
a y'—4y' +4y=x?
b. y"—y=¢e*

6. Evaluasi Pembelajaran
Carilah jawab umum dan jawab khusus dari persamaan
diferensial berikut:

y"'—2y"+ 5y =e*cos2x
7. Umpan Balik

Dalam hal ini, umpan balik akan diberikan kepada
pekerjaan mahasiswa dan menyelesaikan setiap soal-
soal yang diberikan. Kemudian, diskusi tentang jawaban
maupun perbaikan dari setiap soal-soal yang diberikan.

V. Penutup

1. Rangkuman

Modul ini memuat rangkuman materi yang tercantum
pada rangkuman kegiatan pembelajaran 1 dan 2. Modul
ini menuntun mahasiswa memahami materi Persamaan
Diferensial Linier Order 2 dengan Koefisien Konstan
secara mandiri  maupun kelompok. Selanjutnya
dilakukan assessment yaitu dengan melakukan Kkuis
pada materi yang telah dipelajari.
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2. Petunjuk Jawaban Evaluasi Kegiatan Pembelajaran
Jawaban dari evaluasi tidak dicantumkan, dikarenakan
setiap permasalahan dapat diselesaiakan dengan
jawaban yang terbuka.

3. Daftar Istilah
Polinomial : Fungsi matematika berbentuk jumlah dari
variabel berpangkat non-negatif dengan
koefisien tetap
Karakteristik: Ciri khas atau fitur utama dari fungsi atau
sistem
Homogen : Persamaan atau fungsi yang tetap
konsisten jika semua variabel dikalikan
dengan faktor yang sama
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