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Bab 1

Berkenalan dengan Maple

1.1 Apa itu Maple

Maple adalah satu perangkat lunak (software) yang dapat memecahkan persoalan Matematika
dengan komputer. Program Maple pertama kali diluncurkan tahun 1981 oleh satu perusahaan
yang bernama Waterloo Maple, Inc. Keunggulan dari Maple adalah, program ini dapat menye-
lesaikan persoalan matematika baik secara simbolik, numerik, grafik, maupun kombinasinya.
Sejarah Maple sendiri telah menunjukkan bahwa program ini banyak digunakan oleh: scientist,
engineer, para pendidik baik guru maupun dosen, siswa, mahasiswa, dan juga oleh para peneli-
ti (researcher). Bagi pembaca yang ingin mengetahui lebih lanjut mengenai apa dan bagaimana
Maple itu, dapat mengunjungi web-site Maple pada :

http://www.maplesoft.com/

Menggunakan Program Maple, tidak ubahnya seperti menggunakan sebuah kalkulator, hanya
saja fungsi - fungsi yang ditawarkan oleh Maple jauh lebih lengkap ketimbang sebuah kalkulator.
Sebagai ilustrasi, jika kita ingin menghitung dengan kalkulator, hasil perkalian 3 x 4, maka pada
kalkulator tersebut kita tekan tombol 3, tanda kali (x), tombol 4, dan terakhir tombol sama dengan

(=)-
0006

Kalkulator akan menampilkan hasil perkalian tersebut yaitu 12. Untuk menghitung operasi
perkalian tersebut dengan Maple, maka perintah yang kita tuliskan pada lembar kerja Maple
adalah :

>3 = 4
kemudian kita tekan tombol enter, dan Maple akan menampilkan hasilnya :
12

Keunggulan lain dari Program Maple adalah dalam hal pembuatan grafik. Fasilitas pembu-
atan grafik yang dipunyai Maple sangat membantu sekali bagi guru - guru matematika untuk
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memperagakan grafik - grafik yang sulit dibuat secara manual ( grafik tiga dimensi, misalnya ).
Sebagai contoh, untuk membuat grafik dari dua fungsi y = sin(x), dan y = cos(x), dengan batas
dari 0 sampai 271, secara bersamaan, pada lembar kerja Maple kita tuliskan perintah :

[>plot([sin(x),cos(x)],x=0..2 * Pi);

Hasilnya seperti yang ditampilkan pada gambar(1.1a). Program Maple dapat juga membantu
kita dalam membuat grafik tiga dimensi, secara mudah. Apabila kita hendak menggambar sebuah
fungsi dengan dua variabel z = f(x, y),

.2 2
z=x.e ¥V,

dengan batas x dari —2 sampai 2, dan y dari —2 sampai 2. Pada lembar kerja Maple kita
masukkan perintah seperti :

[> plot3d(x  *exp(-x"2-y"2), x=-2..2, y=-2..2, color=x);

Hasil dari plot  ini, yaitu grafik tiga dimensi diperlihatkan pada gambar(1.1b).

0.5

A

\\\\\\

054 \\\

(a) (b)

Gambar 1.1: Panel (a) memperlihatkan gambar y = sin(x) dan y = cos(x) dalam satu gambar.
Panel (b) adalah grafik tiga dimensi dari fungsi z = xe Y

Pada Bab selanjutnya akan dibahas secara rinci, bagaimana Maple dapat digunakan untuk
memecahkan persoalan Matematika, seperti: Aljabar, Trigonometri, Calculus lengkap dengan
pembuatan grafiknya.

1.2 Memulai Maple

Dalam subab ini, kita akan belajar beberapa prinsip dasar Maple. Yang akan dibahas disini adalah
beberapa perintah dasar Maple. Diasumsikan bahwa program Maple telah terinstalasi dengan
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baik pada komputer pembaca. Program Maple mulai dari versi 10 keatas memberikan kepada
pemakai dua opsi tampilan lembar kerja (worksheet) yakni; tampilan klasik, dan tampilan bukan
klasik. Bentuk lembar kerja dari kedua tampilan tersebut dapat dilihat pada gambar 1.2 dan
gambar ??. Walaupun tampilan lembar kerja antara klasik dan non-klasik berbeda, namun prinsip
kerja keduanya sama.

P Maple 10 - [Untitled (1) - [Server 1]}
Bt vt roma o b
8] 1] (EITTE] (E[E E1E] O FRA [ E @

.....

.....

(@) (b)

Gambar 1.2: Tampilan lembar kerja Maple klasik (a), dan tampilan lembar kerja yang bukan klasik
(b).

Jika komputer yang kita pakai menggunakan Windows XP sebagai sistem operasinya, untuk
menjalankan program Maple kita bisa mulai dengan mengklik "Start’, kemudian 'Program’, lalu
cari '‘Maple 11’, atau versi lainnya, kemudian klik Classic Worksheet Maple, untuk menampilkan
Maple dengan tampilan klasik. Cara yang paling mudah untuk menjalankan Maple, adalah den-
gan menggunakan klik ganda tepat di-ikon Maple pada layar monitor komputer. Perintah ini
akan membawa kita kepada lembar kerja Maple, seperti yang telah diperlihatkan dalam gambar
(1.2). Pada lembar kerja inilah perintah - perintah Maple dimasukkan. Kembali pada gambar (1.2)
baik (a) maupun (b), perhatikan pada samping kiri atas lembar kerja, kita akan melihat kursor
yang berbentuk:

>

Jika sudah berhasil memunculkan kursor Maple seperti diatas, maka kita sudah berhasil mem-
buka program Maple. Untuk selanjutnya tepat disebelah kanan kursor tersebut perintah - perin-
tah Maple dijalankan.

1.3 Kaidah Penulisan Maple

Sebelum kita memulai Maple, ada baiknya kita mengetahui dahulu kaedah penulisan (syntax)
yang dimengerti oleh Maple. Beberapa hal yang harus selalu diingat untuk memasukkan perintah
pada lembar kerja (worksheet) Maple adalah :

1. Fungsi fungsi terpasang ( built-in function ) yang disediakan oleh Maple, harus selalu diikuti
oleh tanda kurung biasa (.. .). Operasi matematik yang mempunyai group seperti pada op-
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erasi vektor dan matriks digunakan tanda kurung siku [...].

Contoh : Maple tidak akan menjalankan fungsi seperti dibawah ini,
sin 7.

Perintah baru bisa dimengerti oleh Maple jika kita menambahkan tanda kurung biasa sete-
lah fungsi sinus tersebut, seperti:
sin(7).

2. Setiap perintah pada program Maple akan dieksekusi jika diakhiri dengan tanda semicolon
(;) atau colon (:). Tanda ini harus diletakkan pada setiap akhir perintah, sebelum tombol
enter ditekan. Jika tanda semicolon digunakan, maka Maple akan menghitung sekaligus
menampilkan hasil perhitungan. namun Maple tidak akan menampilkan hasil hitungan jika
tanda colon yang digunakan, walaupun Maple memproses perhitungan yang kita berikan.
Maple tidak akan memproses perintah kita jika tanda colon (:) atau semi colon (;) tidak
dituliskan. Jika itu yang terjadi, maka Maple akan memberikan peringatan sebagai berikut :

Warning, premature end of input.

Beberapa contoh :

> 2+ 3

Jika kita menggunakan tanda colon maka :

> 2+ 3

Walau Maple memproses hitungan diatas, namun Maple tidak akan menampilkan hasil hi-
tungan di atas.

1.4 Menggunakan Paket - Paket Maple

Pada saat kita memulai dengan Maple, yang perlu kita perhatikan adalah bahwa tidak semua
fungsi dari Maple dapat kita gunakan secara langsung. Beberapa fungsi Maple disimpan dalam
paket - paket tertentu. Pengguna Maple yang telah berpengalaman bahkan dapat membuat paket
- paket sendiri sesuai dengan kebutuhannya. Fungsi - fungsi yang tersimpan dalam paket tersendiri
ini biasanya fungsi - fungsi untuk tingkat lanjut. Untuk menjalankan fungsi - fungsi ini, terlebih
dahulu kita harus memanggil paket-nya. Perintah untuk memanggil paketnya adalah with. Ben-
tuk penulisan perintah with adalah :

with(nama paket)
Topik bahasan buku ini, tidak akan membahas secara detail pengunaan fungsi - fungsi lanjut.

Buku ini akan lebih banyak membahas fungsi - fungsi dasar pada Maple.
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1.5 Memakai Fasilitas Help

Fasilitas Help yang diberikan oleh Maple, memudahkan kita apabila kita menemukan kesulitan
atau terlupa dengan kaidah penulisan perintah tertentu. Hal yang paling sering terjadi adalah;
setelah kita selesai menuliskan suatu perintah dan menjalankannya, ternyata Maple tidak dapat
mengeksekusi perintah yang kita berikan dan menampilkan pesan error. Dengan menggunakan
fasilitas Help kita akan dengan mudah mencari kesalahan - kesalahan tersebut, untuk selanjutnya
diperbaiki.

Cara menggunakan menu Help adalah dengan mengklik menu Help, selanjutnya kita klik
Topik Seacrh. Kemudian kita masukkan kata kunci dari topik yang akan kita cari. Setelah mencari
dalam library-nya, Maple akan memberikan informasi yang lengkap dari topik yang kita cari.
Informasi yang akan diberikan oleh Maple adalah :

1. Tata cara penulisan perintah tersebut;

2. Contoh penggunaan perintah tersebut.

Dengan kedua informasi tersebut, kita akan mudah bekerja dengan Maple, karena kita tidak
perlu menghafal diluar kepala semua perintah atau fungsi yang terdapat pada Maple. Bagi yang
benar - benar pemula untuk program Maple, dapat memilih New User’'s Tour dibawah menu
Help. Kemudian Maple akan menuntun pembaca kepada Quick Tour seperti tampilan pada gam-
bar 1.3.

P2 Maple 10, - [newuser,newuser - [Server 1]] [AEE]
%F\lé Edit View Insert Format Window  Help -8 %

2]

eREE [ (@ 1] ETE EE [==] ©] R[] [1]
e il Sl EEEE
Maple New User's Tour

(i

Maple is a complete mathematical problem-solving environment that supports a wide variety of mathematical operations such as numerical analysis, symbolic algebra,
and graphics. In this session, vou will sample some of the more than 3500 commands that range from performing basic arithmetic and algebra, to computations
involving advanced topics such as partial differential equations, programming modules, programming the Maple graphical user interface, and more. Maple offers
interactive mathematical wisualization, a user interface with typeset mathematics, word processing factlities, and a medern programming language, making 1t a powerful

and flexible tool for users in education, research, and industry

The New User's Tour presents the fundamental Maple commands that every user should be aware of The folloving iz a list of New User's Tourtopics. To
examine a topic, click its name to open the corresponding worksheet.

Important: ¥eu cannot save over the existing Mew User's Towr worlksheets, but you can save a copy of them in a different directory. Mavigating hyperlinks in a Mew
Elser's Tour worksheet discards changes (without warning) and opens a new worksheet

(1) Working Through the New User's Tour

2) Mumerical Calculations

3) Algebraic Computations

4) 2-D Graphics
(5) 3-D Graphics

&) Calculug

1) Vector Calculus

(8) Differential Equations
(9) Linear Aloebra

10) Programming

113 Pro the Maple Graphical User Interface

12) Help System
(13) Summary |

Time. O.4s | Byles 320K | dvalable: 720M

1 start [ fom 3 Windows Exp.., - | § 14 AdobeReads... + | @ WInEdES3 (Un.. [ Mople 10 -[nen... | & Adoba Hustrator ll)e ', 1108 AM

Gambar 1.3: Tampilan Quick Tour pada Maple, yang ditujukan bagi pemula.



1.6 Menyimpan Lembar Kerja

Lembar kerja pada Maple yang digunakan dapat disimpan dan sewaktu waktu dapat dipanggil
kembali. Perintah untukmenyimpan file lembar kerja Maple adalah : Save. Caranya adalah :
klik File — Save. Maple akan menyimpan file tersebut dengan ekstensi mws Sedang untuk
memanggil file yang kita simpan, dapat dilakukan dengan mengklik File kemudian Open lalu
pilih file : namafile.mws. Untuk memanggil kembali file yang telah tersimpan, kita pakai perintah
: File — open, lalu ketik nama file yang mau kita panggil. Sedang untuk keluar dari Maple,
perintah yang digunakan adalah : File, kemudian exit.



Bab 2

Operasi Dasar Matematika dengan
Maple

Seperti yang telah disinggung diatas, bahwa menggunakan Program Maple tak ubahnya seperti
menggunakan sebuah kalkulator ilmiah (scientific calculator). Sama dengan kalkulator, sebelum
menggunakannya, kita harus mengetahui dahulu fungsi - fungsi yang ada pada kalkulator terse-
but. Dalam bab ini pembaca akan diperkenalkan kepada fungsi - fungsi dasar Maple yang sering
digunakan dalam proses perhitungan dasar matematika.

2.1 Operasi Aritmatika

Aritmatika adalah cabang matematika yang mempelajari operasi matematika yang mendasar
seperti: penjumlahan, pengurangan, perkalian, pembagian, pemangkatan, dan penarikan akar.
Dalam subbab ini akan diperlihatkan bagaimana Program Maple dapat digunakan untuk menger-
jakan persoalan aritmatika. Setiap operasi aritmatika dalam Program Maple diberikan simbol. Pa-
da umumnya simbol yang digunakan oleh Maple hampir sama dengan simbol yang digunakan
sehari - hari. Tabel 2.1 memperlihatkan simbol - simbol operasi aritmatika pada Maple.

Keterangan | Penulisan Standard | Penulisan Maple
Penjumlahan a+b a+b
Pengurangan a—>b a—>b

Perkalian axb axb

Pembagian 7 a/b

Pemangkatan ab a"b
Faktorial ! !
Vva sqrt(a)

Tabel 2.1: Cara penulisan operasi dasar matematika pada Maple.

Dari tabel 2.1, yang perlu diperhatikan adalah, operasi perkalian. Simbol operasi perkalian
pada Maple tidak ditulis (x), melainkan menggunakan simbol asterisk (x). Operasi pemangkatan,
Maple menggunakan simbol (). Simbol yang digunakan untuk faktorial adalah sama yaitu !.
Khusus untuk akar pangkat dua, Maple menggunakan perintah sqrt , square root. Bentuk dari
perintah sqrt ini adalah :
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sgrt(bilangan);
Contoh 2.1.1. Hitunglah dengan menggunakan Maple :
1. 125 +475;
4569 — 1789;

225.
5

—235 x 14.

Ll

Pada lembar kerja Maple dimasukkan perintah seperti dibawah ini,

[> 125 + 475;
600.
Soal selanjutnya,
[> 4569 - 1789,
2780,
Operasi pembagian 22, pada Maple ditulis dalam bentuk :
[> 225/15;
15.

Operasi perkalian, —235 x 14, pada lembar kerja Maple ditulis sebagai berikut :

[> -235 =14;

—3290.
Contoh 2.1.2. Hitunglah operasi pemangkatan dibawah ini :
1. \3/97;
2. V8L
Bentuk v/92 dapat ditulis sebagai 92/,

[> 9°(2/3);

[> sqrt(81)
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9.

Operasi pemangkatan a™/" ditulis a*(m/n) . Untuk m /n =1/2, maka bisa dipakai perintah
sqrt .

Contoh 2.1.3. Hitunglah v/27.

[> sqrt(27);

3v/3.

Program Maple dilengkapi dengan kemampuan menghitung bilangan komplek. Sebagai con-
toh, memasukkan akar pangkat dua dari satu bilangan negatif,

v —4.
Maka dengan Maple akan diperoleh hasil seperti :

[> sart(-4);

21.

Simbol | padajawaban diatas menyatakan bilangan imajiner, (1/—1). Perhatikan contoh dibawah
ini

Contoh 2.1.4. Hitunglah nilai dari : 23 x 85+ 14/43

Jawaban dari soal di atas adalah :

> 23%x85 + 14/43;

63310
43
Sejauh ini terlihat Maple selalu berusaha menjawab hasilnya dengan bilangan pecahan (bukan
desimal). Sekarang coba lagi lakukan perhitungan dengan dua contoh berikut ini,

Contoh 2.1.5. Hitunglah nilai dari 2 — 3 +4/5 x 67 dan 1/3 + 1/2.

[> (2-3)+(4/5)  *(677);

119739
5

[>1/3 + 1/2;
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5

g .
Dari dua contoh tersebut, hasil yang diperoleh adalah bilangan real. Selama Maple diberikan
bilangan dalam bentuk integer (bukan bilangan desimal), maka Maple akan mengeluarkan hasil
dalam bilangan real. Jika hasil suatu perhitungan diinginkan bilangan desimal, maka angka yang

dimasukkan pada lembar kerja Maple harus ditulis dengan bilangan desimal juga. Sebagai con-
toh, bila angka 14, pada soal 23 x 85 + 14/43 ditulis menjadi 14.0, seperti,

[> 23«85 + 14.0/43;
maka hasilnya adalah :

1955.325581.

Hal yang sama untuk operasi akar pangkat dua. Misalnya, ingin diketahui nilai dari v/5. Jika
pada lembar kerja Maple dituliskan seperti :

[> 5°(1/2);
atau
[> sart(5);
maka hasil dari dua pernyataan tersebut adalah,

V5.

Agar operasi akar tersebut menghasilkan bilangan desimal, maka angka 5 diganti menjadi 5.0,
seperti :

[>(5.0)"(2/2);
atau
[>sqrt(5.0);
maka hasil yang diperoleh,
2.236067977.

Cara lain agar setiap operasi matematik menghasilkan bilangan desimal, maka pada operasi
perhitungan digunakan perintah evalf . Kaedah penulisan dari perintah evalf adalah :

evalf(pernyataan matematika)
Contoh 2.1.6. Hitunglah nilai dari 23 x 85 4 14 /43 dalam bentuk desimal.

[> evalf( 23 +85 + 14/43 );
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1955.325581.
Sama halnya jika ingin mencari nilai desimal dari \@,
[> evalf( 57(1/2) );
atau

[>evalf(sqrt(5));

2.236067977.
Contoh 2.1.7. Hitunglah hasil dari v/92 dalam bentuk desimal.

[>evalf(97(2/3));

4.326748711.

Maple dapat menampilkan hitungan yang sangat banyak. Besarnya digits yang dapat dita-
mpilkan oleh Maple kurang lebih 228 digit. Sebagai contoh, bila Maple digunakan untuk menghi-
tung 100 faktorial (100!), maka Maple akan menampilkannya seperti dibawah ini :

[> 100!

93326215443944152681699238856266700490715968 \
26438162146859296389521759999322991560894146 \
39761565182862536979208272237582511852109168 \
64000000000000000000000000

Perhatikan hasil jawaban diatas, Maple menggunakan tanda backslash (\) untuk menandakan
bahwa hasil yang ditampilkan belum selesai, dan bersambung dibaris bawahnya.

Contoh 2.1.8. Hitunglah besarnya nilai 7r sampai 100 desimal.
[> evalf(Pi,100);

3.141592653589793238462643383279502884197169 \
39937510582097494459230781640628620899862803 \
4825342117068.
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2.2 Fungsi Trigonometri

Argumen atau sudut dalam trigonometri biasanya dinyatakan dalam derajat atau radian. Hal
mendasar yang perlu diketahui dalam menggunakan Program Maple adalah, sudut selalu diny-
atakan dalam radian. Nilai 77 dalam radian setara dengan 180° dalam derajat,(degree). Untuk
menyatakan 7t dalam Program Maple dapat dilakukan dengan dua cara yaitu : pi dan Pi. Pro-
gram Maple menyediakan fasilitas yang dapat mengkonversi besaran sudut dari radian menjadi
derajat (degree), atau sebaliknya. Perintah yang dipakai adalah convert . Kaedah penulisan per-
intah convert ini adalah :

convert(bentukl,bentuk?2)

Contoh 2.2.1. Ubahlah nilai 1/27 radian menjadi derajat, kemudian nyatakan 30° derajat menjadi
radian.

Untuk mengubah 1/27 radian menjadi derajat,

[> convert(1/2 * Pi,degrees);

90degrees.

Sedang untuk proses sebaliknya yaitu dari besaran derajat menjadi radian seperti contoh
dibawah ini.

Contoh 2.2.2. Ubahlah 30° derajat menjadi radian.
[>convert(30  *degrees,radians);

hasilnya adalah :

T

g .
Contoh 2.2.3. Hitunglah nilai dari sin(90°) dan cos(30°).

Untuk menghitung nilai tersebut, langkah pertama adalah mengubah nilai 90° dan 30° kedalam
radian yaitu sebesar 1/27r dan 1/671. Dalam lembar kerja Maple kemudian ditulis :

[> sin(Pil2);

[> cos(Pi/6);

V3

>
Catatan 2.2.1. Program Maple sifatnya case sensitive, artinya Maple akan membedakan perintah
yang ditulis dengan huruf besar dan furuf kecil. Nilai 7r akan dinyatakan sebagai 3.14 . .. jika dit-
ulis Pi (diawali dengan huruf kapital), dan akan dinyatakan sebagai simbol 7z, jika ditulis dengan

pi (diawali dengan huruf kecil).
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Perhatikan contoh dibawah ini :

[> sin(pi);

akan menghasilkan:

sin(71)
sedangkan pernyataan dibawah ini:
[> sin(Pi);
akan menghasilkan
0.

Fungsi - fungsi Maple yang telah tersedia (built-in function) untuk persoalan Trigonometri
diperlihatkan pada tabel 2.2.

Penulisan Standard | Penulisan Maple | Penulisan Standard | Penulisan Maple
sin(x) sin(x) sec(x) sec(x)
cos(x) cos(x) cosec(x) csc(x)
tan(x) tan(x) cot(x) cot(x)

arcsin(x) arcsin(x) sinh(x) sinh(x)
arccos(x) arccos(x) cosh(x) cosh(x)
arctan(x) arctan(x) tanh(x) tanh(x)

Tabel 2.2: Fungsi fungsi Trigoniometri yang telah disediakan oleh Maple, termasuk kaedah
penulisannya.

2.3 Logaritma
Pernyataan logaritma bilangan x dengan dasar a, pada program Maple dinyatakan :
log[a](x).
Sedangkan untuk logaritma dengan dasar bilangan natural ¢, digunakan :
In(x),
dimana x adalah bilangan yang hendak dicari nilai logaritmanya.

Contoh 2.3.1. Hitunglah nilai 2 log(8)

Pemecahan persoalan diatas dengan Maple adalah :

[>log[2](8);
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dan jawabannya adalah :

3.

Contoh 2.3.2. Hitunglah logaritma 25 dengan dasar bilangan natural, e.

Pemecahan pada Maple adalah :

[> In(25);

21n(5).

Agar hasil perhitungan diatas dinyatakan dalam bentuk desimal, maka angka 25 diganti men-
jadi bilangan desimal, 25.0.

[> In(25.0);
3.218875825.

2.4 Exponensial
Fungsi ekponensial e¢*, dalam Maple dinyatakan dengan :
exp(x).
Untuk menghitung e’ misalnya, maka pada lembar kerja Maple ditulis :
[> exp(5);
dan hasilnya adalah :

e.

Agar hasilnya dalam bentuk desimal, maka angka 5 diatas kita tulis 5.0,
[> exp(5.0);
atau bisa juga memakai perintah evalf , seperti :
[> evalf(exp(b));
kedua pernyataan diatas akan menghasilkan :
148.4131591.

Beberapa contoh penggunaan fungsi - fungsi trigonometri, eksponensial dan logaritma akan
ditampilkan dibawah ini.

Contoh 2.4.1. Untuk menghitung e = % :
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[>evalf(exp(-5));

0.006737946999.
Persoalan In(¢) dapat dipecahkan Maple dengan :
[> evalf(In(exp(3)));

Hitunglah elnd

[>exp(In(4));

2.5 Bilangan Kompleks

Bilangan kompleks (complex number) adalah bilangan yang berbentuk a + bi, dimana a dan b
adalah bilangan real, dan i> = —1. Penulisan bilangan komplek secara umum :

z=x+yi.
Sedangkan yang dimaksud konjugasi z adalah :
Z=x—yi.

Seperti telah diperlihatkan pada beberapa contoh soal diatas, Maple akan mendefinisikan bi-
langan imajiner sebagai I (huruf kapital). Untuk penulisan z = 6 + 3i pada Maple harus ditulis

[> z=6 + 3 =+

z:= 6+ 3I.

Contoh 2.5.1. Hitunglah besarnya (a). i'7, (b). g:—?

1

Penyelesaian soal (a) :

[> Ir@7);

I
Sedangkan penyelesaian soal (b) dengan Maple adalah:
[> (3-2 =D/(2-3 =)

2,5,
13 137
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2.6 Bilangan Prima

Bilangan prima didefinisikan sebagai bilangan asli yang lebih besar dari 1, hanya dapat diba-
gi oleh 1, dan bilangan itu sendiri. Contoh bilangan prima : 2,3,5,7,11,.... Maple menyedi-
akan fasilitas untuk mencari faktorisasi bilangan prima. Fasilitas ini dinyatakan dengan perintah
ifactor . Betuk perintah dari ifactor  ini adalah :

ifactor(bilangan)
Contoh 2.6.1. Carilah faktorisasi prima pada bilangan 120
Untuk menjawab persoalan diatas, pada lembar kerja Maple dituliskan :

[> ifactor(120);

(2)°(3)(5).

2.7 Memanggil hasil Perhitungan sebelumnya

Ada kalanya saat kita melakukan satu perhitungan kita memerlukan hasil hitungan yang se-
belumnya. Maple menyediakan fasilitas untuk memanggil hasil perhitungan yang sebelumnya
dengan simbol persen (%). Prinsip ini sama dengan beberapa kalkulator scientific yang menyedi-
akan fasilitas ans untuk memanggil hasil perhitungan yang sebelumnya.

Contoh 2.7.1. Hitunglah hasil 223 + 89.

Jika 222 dihitung lebih dahulu, kemudian hasilnya ditambahkan dengan 89, maka penulisan
pada lembar kerja Maple adalah sebagai berikut:

[>227°3;

1068.

Kemudian hasil tersebut ditambahkan dengan 89, maka cara cepatnya tanpa harus menuliskan
angka 1068,

[> % + 89;

10737.
Kita dapat meuliskan pada lembar kerja Maple :

[> 3+% + %2;

113411848,

untuk menyatakan 3 x 1068 + 10682.
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2.8 Soal soal dan penyelesaiannya

1. Sederhanakan pernyataan dibawah ini:

2v221 4+ 30.
[> simplify(sqrt(2 *sqrt(221)+30));
V13 +/17
2. Hitung (2 +5i) + (1 — i)
> @2+ 5 «)+12 - 1)
3+4I.
3. Hitung nilai dari %
[> @+ 1) /B2 =)
1 5
13713

4. Carilah faktor bilangan prima dari 60.

[> ifactor(60);

(2)*(3)(5)
5. Hitunglah v/7 + v/25 dalam bentuk desimal.

[> evalf(sqrt(7) + 25°(1/3));

5.569769049

6. Hitunglah nilai dari :

(a) sin(35%)
(b) tan(58°48')
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Untuk soal a.

[> convert(35 *degrees, radians);

7
36
[> evalf(sin(7  *Pi/36));
0.5735764363.
Untuk soal b. 48
04 — _
5848' = 58 + ()
[> 58 + 48/60;
58.8

[> convert(58.8 * degrees, radians);

[> a:=convert(58.48 * degrees, radians);

a := 0.3266666667

[>evalf(tan(a));

1.651196259.

2.9 Soal Latihan

Buatlah soal - soal dibawah ini dengan menggunakan Program Maple.
1. Hitunglah

(a) v/81.72

(b) 0.3168%2x+/31.403
0.2645%

(c) V/54.852 4 75.642.

21



(d) 225.

. Hitunglah

(a) ®log512.

(b) 2logv/6+ 1’ log3.

. Tentukan hasil dari penjumlahan dan pengurangan dibawah ini dalam bentuk i.
(a) v—100 — v/—81

(b) —1/2+4/=2/3 -1/2+\/-24/9

(©) Vi++/-32++/-8

d) 1/7+/—1/8+42/7 —\/—1/2
() v/50 + /=2 + /200 + /=50

. Sederhanakan pernyataan pernyataan dibawah ini :
(a) 3i+2:°

(b) i+ +1°

() i+i>+i3+i*

(d) i—7°

(e) 4i+ 5i8 + 6i% +2i*

. Luas persegi panjang adalah 536.8 [m?], dan lebarnya adalah 20.8 [m]. Hitunglah kelil-
ingnya.

. Berapakah nilai loglog 5.1243

. Volume sebuah bola adalah 1.171 [cm?®]. Berapakah jari - jarinya, dan berapakah luas pet-
mukaannya.

. Periode T dari sebuah bandul yang berayun adalah

T=2m £
8

Dimana ! adalah panjang tali dan g adalah gravitasi. Berapakah besarnya T, jika | = 281.3
[cm], dan g =981 [em/s?].
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Bab 3

Menyelesaikan Aljabar dengan Maple

3.1 Membuat Variabel

Jika sebuah bilangan secara berulang dipakai dalam suatu perhitungan, maka akan lebih prak-
tis bilamana bilangan tersebut didefinisikan menjadi sebuah variabel. Dalam program Maple,
sebuah variabel dapat dinyatakan secara langsung. Untuk mendefinisikan suatu variabel harus
ditulis dengan tanda colon dan sama dengan ( := ). Sebagai contoh bila ingin mendefinisikan
variabel f adalah 25, pada lembar kerja Maple dimasukkan :

[> f.=25;
Maple akan menyimpannya harga f adalah 25. Demikian pula dengan :
[>h = 2 + 2;

Maka Maple akan menyimpan variabel h =4. Atau bisa juga menamakan variabel dengan
kata yang mudah diingat seperti :

[>jawaban := 56;

Ini bearti jawaban mempunyai nilai 56. Hal yang perlu diperhatikan dalam pemakaian kata
untuk membuat variabel adalah, penulisan nama dari suatu variabel harus dimulai dengan huruf,
setelah itu dapat dikombinasikan baik dengan angka atau huruf. Untuk melihat kembali variabel
yang telah didefinisikan, cukup mengetikkan kembali nama variabelnnya seperti :

[>h;

4,
[>jawaban;

56,
[>f;
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25.

Variabel yang telah dibuat dapat didefinisikan ulang dengan cara mengetik ulang nilainya.
Sebagai contoh, nilai f = 25 hendak diubah menjadi f = 750,

[>f;

25

[>f.= 750;

f:=750.

Sebuah variabel yang telah dibuat dapat dihapus. Untuk menghapus variabel digunakan per-
intah unassign . Kaedah penulisan perintah ini adalah :

unassign(varl, var2, S

Dimana varl, var2 adalah variabel variabel yang hendak dihapus. Sebagai contoh untuk
menghapus variabel p = 25, maka langkah yang harus dilakukan adalah,

[> unassign(’p’);

Dalam bekerja dengan Maple, penggunaan banyak variabel harus disikapi dengan hati - hati.
Kesalahan umum yang sering terjadi adalah, pengguna Maple lupa bahwa ada variabel yang
telah didefinisikan pada satu persoalan, namun tanpa disadari variabel tersebut digunakan un-
tuk persoalan lain. Disamping itu menggunakan banyak variabel akan menyita memori komput-
er. Jika hal ini terjadi, Maple dapat melakukan salah hitung atau melaksanakan perintah secara
tidak akurat. Perintah restart ~ digunakan untuk mengatasi masalah ini. Perintah tersebut akan
menghapus semua variabel yang ada pada internal memory. Untuk itu disarankan memasukkan
perintah restart  pada awal lembar kerja. Hal ini untuk meyakinkan bahwa semua variabel dari
pekerjaan kita yang terdajulu terhapus. Variabel - variabel yang telah didefinisikan, oleh Maple
dapat dioperasikan secara simbolik.

Contoh 3.1.1. Jika p = 3, dan g = 11, hitunglah nilai
1.p+g
2. pq
3. p/q

[>p:=3;

[>q:= 11;
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g =11.

[>p +q

14,
[> p=*q;

33.
[> p/g;

3

11°

Maple memberikan kebebasan kepada kita dalam membuat nama variabel. Namun ada beber-
apa kata atau huruf yang telah menjadi default-nya Maple, kata atau huruf ini tidak dapat dipakai
lagi menjadi nama sebuah variabel. Kata - kata atau huruf tersebut antara lain :

eval perintah ini dikenal Maple untuk mengevaluasi suatu fungsi

Factor dikenal Maple untuk memfaktorkan pernyataan aljabar

expand  dikenal Maple untuk mengekpansikan pernyataan aljabar

Diff dipakai Maple untuk mediferensialkan satu fungsi secara simbolik

Simplify dikenal Maple sebagai perintah untuk menyederhanakan satu pernyataan aljabar
Pi adalah nilai sebesar 7 yaitu : 3.14159.. ..

I bilangan imajiner V-1

Jika tetap kata atau huruf diatas dipakai sebagai nama variabel, maka Maple akan mengelu-
arkan pernyataan sbb :

Error, attempting to assign to ..... which is protected.

3.2 Urutan operasi hitung

Operasi hitung pada Maple mengikuti urutan hirarki operasi bilangan. Sebagai contoh dalam
menghitung *1> pada lembar kerja Maple tidak dapat ditulis seperti: X + 5/2 . Penyataan terse-
but, akan menghasilkan x + 2. Tanda kurung biasa (...) harus dikenakan untuk menjelaskan
urutan operasi yang diinginkan. Jadi pernyataan ¥} harus ditulis dalam lembar kerja Maple (x
+ 5)/2 .

Demikian halnya pernyataan : (1+x)"1/x  akan dibaca oleh program Maple sebagai 407

P
Sekarang bandingkan jika ditulis seperti : (1+x)"(1/x) , perhatikan tanda kurung. Maka perny-
ataan tersebut akan dibaca oleh Maple sebagai : (1 + x) *. Sama halnya dengan pernyataan X"3 * X,
ini akan menghasilkan x> * x = x*. Lain halnya jika ditulis X’(3 *X) , hasilnya adalah x**.

Kesalahan yang sering terjadi pada penulisan pada lembar kerja Maple adalah dalam menter-
jemahkan pernyataan simbolik kedalam lembar kerja Maple. Pernyataan perkalian dalam aljabar
2xy (2 x x X y ), pada lembar kerja Maple sering ditulis sebagai 2xy . Hal ini keliru, yang benar
adalah 2* x*y, perhatikan tanda asterisk diantaranya.
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3.3 Perintah subs

Perintah subs digunakan untuk mensubstitusi satu variabel dengan bilangan atau simbol. Perin-
tah subs mempunyai format dasar :

subs( x= nilail, y = nilai2, ..., pernyataan);

Contoh 3.3.1. Jikaa = 5,b = —5 dan ¢ = 2, hitunglah y = ax? + bx + ¢

Langkah pertama adalah dengan membuat dahulu persamaan vy,

[>y:= a *x2 + b *x + c;

y =ax*>+bx +c.
Kemudian substitusikan nilai 4, b, c ke persamaan y, dengan perintah
[>subs(a=5, b=-5, c=2, y);
dan hasilnya adalah :
y = 5x* — 5x + 2.
Contoh 3.3.2. Hitunglah nilai k = z2 + 3 dimanaz = x + y.

Perintah subs dapat digunakan untuk mensubstitusi simbol.

[>k = 272 + 3;
k:=2z*+3.
Substitusikan z = x + y ke k,
[>subs(z=x+y,k);
hasilnya adalah :
(x+y)* +3.

Dalam persoalan tertentu perintah subs tidak memberikan hasil secara numerik, seperti con-
toh dibawah ini.

Contoh 3.3.3. Hitunglah harga sin(x) untuk x = 7.

[> subs(x = Pi, sin(x));

sin(7).

Bila tetap diingini berapa nilai dari sin(x) dimana x = 7 secara numerik, perintah Maple yang
dipakai adalah eval (evaluated). Perintah ini sifatnya hampir sama dengan subs , hanya bentuk
penulisannya yang sedikit berbeda. Kaedah penulisan dari perintah eval adalah :
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eval(f(x), x=a)

Kembali kepada contoh soal 3.3.3, kali ini persoalan tersebut dikerjakan dengan memakai per-
intah eval .

[> eval(sin(x),x=Pi);

Contoh 3.3.4. Hitunglah :

untuk x =4, x = -3, x =1/2.

Langkah pertama, buat fungsi f,

[f=(xX"3+2  *X"2-x-2)/(X"3+x"2-4 * X-4);

fom x> 42x2 —x—2
o342 —4x— 47

Substitusikan x = 4 ke f,

[>subs(x=4,f);

3

2/
[>subs(x= -3,f);

4

5/
[>subs(x= 1/2,);

1

3

Sebagai pembanding, dapat juga kasus diatas dikerjakan dengan perintah eval ,

[> eval(f,x=1/2);

Sekarang bagaimana jika x = 2 disubstitusikan ke persamaan di atas,

[> subs(x=2,);
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perintah ini tidak dapat dieksekusi oleh Maple. Karena jika x = 2 disubstitusikan ke dalam
persamaan f, maka nilai penyebut f akan menjadi 0, sehingga nilai pecahan tersebut menjadi
tidak terdefinisi. Dalam kasus ini Maple akan mengeluarkan peringatan,

Error, numeric exception: division by zero.

_ x*—4

Contoh 3.3.5. Hitunglah persamaan f(x) = 3575, untuk x = 3.

Supaya tidak mengetik ulang, persamaan diatas diberikan nama dahulu, dengan menjadikan-
nya variabel. Dalam hal ini pers.

[> pers:i=(x"2 - 4)/(x"3 + 5);

ers := v o4
Pers = 545
Sekarang substitusikan nilai x = 3 ke pers , dengan cara :
[> subs(x=3, pers);

hasilnya,

3.4 Perintah expand

Perintah ini digunakan untuk mengekspansikan ( menguraikan ) suatu pernyataan aljabar. For-
mat penulisan perintah ini adalah :

expand(pernyataan)

Contoh 3.4.1. Uraikan pernyataan (x + 2)2.

Jika dalam lembar kerja Maple pernyataan tersebut ditulis seperti ini :
[> (x+2)°2;
maka Maple akan mengeksekusi pernyataan tersebut sebagai :
(x +2)2.
Namun bila perintah expand diaplikasikan, seperti dibawah ini :
[> expand((x+2)°2);
maka hasilnya adalah :

x% 4+ 4x + 4.

Contoh 3.4.2. Ekspansikan pernyataan ini (x + y)?(3x — y)3
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[> expand((x+y)2  *(3*x-y)'3);

27x° +27x*y — 18x3y? — 10x2y® + 7xy* — °

Perintah expand dapat juga digunakan untuk mengekpansi fungsi - fungsi Trigonometri. Se-
bagai contoh pernyataan sin(2x) dapat diuraikan menjadi 2sin(x) cos(x). Untuk mencarinya
dengan Maple, maka pada lembar kerja Maple dimasukkan :

[>expand(sin(2  *Xx));

2sin(x) cos(x).
Contoh 3.4.3. Uraikan bentuk cos(3x) menjadi bentuk cos(x).

[>expand(cos(3  *X));

4 cos(x)® — 3 cos(x).

3.5 Perintah factor

Jika pada sub-bab 3.4 terlihat bagaimana Maple dapat mengekspansikan, atau menguraikan suatu
pernyataan aljabar, maka perintah factor adalah fungsi sebaliknya. Perintah factor digunakan
untuk mencari faktor dari sebuah pernyataan aljabar. Bentuk perintah factor adalah :

factor(pernyataan) ;

Contoh 3.5.1. Faktorkan 12x? + 27xy — 84y°.

Secara manual kita dapat mencari faktor dari 12x* + 27xy — 84y? yaitu: 3(x + 4y)(4x — 7y).
Dengan Maple penyelesaian persoalan aljabar diatas dapat ditulis :

[> factor(1l2  *X"2+27 *x*y-84 *y"2),

3(x+4y)(4x — 7y)

Ada kalanya sebuah pernyataan aljabar tidak dapat difaktorkan. Untuk kasus ini, Maple
tidak akan menampilkan hasilnya. Program Maple akan menampilkan kembali pernyataan al-
jabar tersebut.

Contoh 3.5.2. Faktorkan (a). x> — 5, dan (b). x% + 1.
Untuk persoalan (a), pada lembar kerja Maple dituliskan,

[>factor(x"3-5);
hasilnya adalah :
X3 —5.
Hal diatas menunjukkan bahwa x® — 5 tidak dapat difaktorkan. Sedang untuk soal (b):
[>factor(x"3+1);

hasilnya adalah :

(x+1)(x* —x+1).
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3.6 Perintah simplify

Dalam persoalan aljabar, sering dijumpai penyederhanaan bentuk dari sebuah pernyataan, khusus-
nya untuk pernyataan yang berbentuk pecahan. Program Maple menyediakan perintah simplify
untuk keperluan penyederhanaan tersebut. Kaedah penulisan perintah tersebut adalah :

simplify(pernyataan)

2 4xy+y?

3_,3
Contoh 3.6.1. Buktikan bahwa pernyataan % dapat disederhanakan menjadi : pENRC L

[>simplify((X"3-y"3)/(X"4-y"4));

¥ +xy 4y
x3+x2]/+x]/2+]/3

Perintah simplify ~ dapat juga diaplikasikan untuk perhitungan logaritma.
Contoh 3.6.2. Sederhanakanlah (1).In(x%), dan (2). In(xy)

1. [>simplify(In(x"3));

31In(x)

2. [>simplify(In(x *Y));

In(x) + In(y)

Contoh 3.6.3. Sederhanakanlah bentuk penjumlahan dari pecahan dibawah ini:

2 x?

2 27

[>simplify(2/x°2 - x"2/2);

44
2x2
Contoh 3.6.4. Sederhanakan bentuk pecahan dibawah ini :
a? — % — b* + 2bc
a2 — b2 4 2ac + c*’

[>simplify((a™2-c"2-b™2 + 2 *pxc)/(@2 - b2 + 2 *axC + €2 ));
a+b—c
a+c+b

Perintah simplify ~ dapat digunakan untuk menyederhanakan persamaan Trigonometri. Jika
perintah simplify  ini hendak digunakan untuk aplikasi trigonometri, maka bentuk perintahnya
seperti berikut :
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simplify(pernyataan, trig)

Pemakaiantrig pada perintah simplify = menandakan bahwa dalam proses penyederhanaan
persamaan Maple akan memakai prinsip - prinsip trigonometri. Prinsip - prinsip tersebut antara
lain sin?(x) 4 cos?(x) = 1, atau cosh(x)? — sinh(x)? = 1.

Contoh 3.6.5. Maple tidak akan langsung mengerjakan sin(x)? + cos(x)? = 1. Indentitas trigonometri
tersebut baru dapat dikerjakan oleh Maple bila perintah simplify ~ diaplikasikan.

[>simplify(sin(x)"2 + cos(x)"2,trig);

1
Contoh 3.6.6. Ubahlah bentuk sin(3x) cos(4x) dalam bentuk sin(x) dan cos(x).
[>simplify(sin(3 *X) *Ccos(4 *X),trig);

(—1 + 32 cos(x)® — 40 cos(x)* 4 12 cos(x)2> sin(x)

Contoh 3.6.7. Sederhanakan bentuk trigonometri ini cos(x)° + sin(x)* + 2 cos(x)? — 2sin(x)? —
cos(2x)

Supaya tidak menulis pernyataan yang terlalu panjang, ada baiknya pernyataan diatas dibuat
dalam sebuah variabel. Misalkan saja nama variabelnya adalah pers1 .

[>persl := cos(x)’5 + sin(x)'4 + 2 *COS(X)'2 - 2 *sin(x)"2 - cos(2 *X);

pers1 := cos(x)® + sin(x)* 4 2 cos(x)? — 2 sin(x)? — cos(2x)

[>simplify(persl,trig);

cos(x)° + cos(x)*

3.7 Perintah combine

Perintah combine digunakan untuk mengubah pernyataan dari bentuk perkalian menjadi ben-
tuk penjumlahan. Perintah combine ini sangat banyak gunanya untuk memecahkan persoalan
trigonometri. Bentuk penulisan perintah combine pada program Maple adalah :

combine(pernyataan)
Contoh 3.7.1. Ubahlah pernyataan cos(x)? dalam bentuk penjumlahan.
[> combine(cos(x)"3);
i cos(3x) + Z cos(x).
Contoh 3.7.2. Ubahlah pernyataan dibawah ini menjadi bentuk penjumlahan :
sin(3x) cos(4x).
[> combine(sin(3 *X) *c0S(4 *X));

1
5 sin(7x) — 3 sin(x).
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3.8 Indentitas Trigonometri
Dengan menggunakan perintah simplify(trig) , Maple dapat menyelesaikan persoalan in-
dentitas Trigonometri.
Contoh 3.8.1. Buktikan bahwa
(tan(x) — sec(x))(sin(x) +1) = — cos(x)

Untuk memecahkan persoalan diatas, pisahkan persamaan tersebut menjadi dua bagian. Bagian
pertama adalah persamaan yang terletak pada sebelah kiri tanda sama dengan. Sedangkan per-
samaan yang kedua, adalah persamaan yang terletak disebelah kanan tanda sama dengan. Mas-
ing - masing persamaan tersebut ada baiknya diberi nama kiri ~ untuk menyatakan persamaan

yang berada pada sebelah kiri,

[>kiri :=(tan(x) - sec(x)) * (sin(x)+1);

kiri :== (tan(x) — sec(x))(sin(x) +1).

Persamaan yang kedua diberi nama kanan , karena letaknya berada pada sebelah kanan tanda
sama dengan,

[>kanan:= -cos(x);

kanan := — cos(x).

sin(x)
cos(x)

dan sec(x) = —1—. Substitusikan kedua persamaan
cos(x)

Seperti diketahui bahwa tan(x) =
ini ke persamaan kiri

[> subs( {tan(x) = sin(x)/cos(x), sec(x) = 1/cos(x)}, kiri);

maka persamaan sebelah kiri akan berubah menjadi;

<s1n<x> L x)) (sin(x) +1).

cos(x)  cos(

Langkah selanjutnya adalah menyederhanakan bentuk persamaan diatas dengan perintah,
[>simplify(%, trig);

perhatikan kita memakai tanda % untuk memanggil hasil perhitungan yang sebelumnya.
Hasil dari penyederhanaan tersebut adalah :

—cos(x).

Hasil ini indentik dengan persamaan yang berada pada sebelah kanan. Dengan demikian
telah terbukti bahwa persamaan yang berada pada sebelah kiri adalah sama dengan persamaan
yang berada pada sebelah kanan.

Dalam memecahkan persoalan indentitas Trigonometri, kadang kita perlu melakukan peruba-

han dari satu bentuk ke bentuk lain. Misalnya perubahan dari E’E;Ez)) menjadi bentuk tan(a),

hal ini tidak dapat dikerjakan secara langsung oleh Maple. Untuk mengubah bentuk ini, Maple
menyediakan perintah convert (lihat subbab 2.2). Bentuk penulisan convert adalah :
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convert(bentukl, bentuk?2)

Pengertian bentukl, bentuk2  pada perintah diatas adalah bentuk - bentuk perubahan yang

V7

diingini. Berbagai tipe bentukl, bentuk2  antara lain: “sincos”, “tan”. Bentuk sincos men-
gubah pernyataan Trigonometri kedalam bentuk sin dan cos. Sedangkan bentuk tan mengubah
pernyataan Trigonometri dalam bentuk tan.

Contoh 3.8.2. Ubahlah bentuk tan(x) menjadi sin(x) dan cos(x)

[>convert(tan(x), sincos);

sin(x)
cos(x)’

Contoh 3.8.3. Buktikan bahwa :

cos(a+b)

cos(a) cos(b) tan(a) + tan(b).

Diperlukan dua langkah untuk membuktikan persoalan diatas. Pertama ruas sebelah kiri tan-
da sama dengan di-expand , dengan perintah

[>expand(sin(a+b)/(cos(a) * cos(b)));

sin(a)  sin(b)
cos(a) = cos(b)’

Langkah selanjutnya adalah mengubah pernyataan diatas dalam bentuk tan. Hal ini diker-
jakan dengan

[>convert(%,tan);

tan(a) + tan(b).

Catatan 3.8.1. Tidak semua persoalan indentitas Trigonometri dapat dipecahkan oleh Maple

3.9 Membuat fungsi

Relasi dari himpunan A ke himpunan B yang menghubungkan setiap anggota himpunan A den-
gan satu anggota B, disebut fungsi. B sering juga disebut sebagai daerah hasil, dan A disebut
sebagai daerah asal atau domain. Secara matematik fungsi dapat dinyatakan,

f:A— B.

Dengan Program Maple sebuah fungsi dapat dibuat untuk keperluan sendiri. Sebuah fungsi
pada Maple harus dinyatakan dengan tanda panah —. Tanda panah dapat dibuat dengan meng-
gunakan tombol ” - ” dan ” > ” pada keyboard komputer. Tanda panah (—) dapat juga dibuat
dengan menggunakan perintah unapply .
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3.9.1 Fungsi Single Variabel
Cara membuat fungsi yang mempunyai single variabel pada Maple adalah :
f:- > x pernyataan di dalam x

Contoh 3.9.1. Buatlah sebuah fungsi dari single variabel yakni f(x) = 3x 4+ 5. Kemudian hi-
tunglah : f(2), f(5), dan f(—10).
Langkah pertama adalah membuat fungsi yang dimaksud yaitu :

[>f = x >3 =*x + 5

fi=x—=3x+5;
Atau dapat juga menggunakan perintah unapply sebagai ganti tanda panah.
[> f:=unapply(3 * X+5,X).

fi=x—=3x+5;
Setelah fungsi tersebut jadi, sekarang digunakan untuk menghitung nilai f(2), f(5), f(—10) :
[>f(2);

11.
[>f(5);

20.
[>f(-10);

25.
Contoh 3.9.2. Buatlah fungsi dengan satu variabel seperti dibawah ini :

x
f*) =2 +1

Kemudian hitunglah f(3), f(a).

Sama seperti contoh diatas, fungsi ﬁ dibuat dahulu dengan menggunakan Maple,

[> fi= x -> X/(X"2+1);

Untuk menghitung nilai f(3);

[>f(3);
3
10
[>f(a);
a
a2 +1°



3.9.2 Fungsi Lebih dari Satu Variabel

Pada prinsipnya untuk membuat fungsi yang mempunyai dua variabel f(x, y) adalah sama den-
gan membuat fungsi yang mempunyai satu variabel. Kaedah penulisannya pada Maple adalah

fi=(x,y) — ekpresi dalam (x,y)
Contoh 3.9.3. Buatlah sebuah fungsi yang terdiri dari dua variabel (x, y)
g(x,y) = sin(x) cos(y) + xy.
Kemudian hitunglah nilai g(x, y) = (71/2, 7).
Pertama fungsi g(x, y) dibuat dahulu dengan Maple;

[> g = (xy) -> sin(x) *Cos(y) + X *y;

g = (x,y) — sin(x) cos(y) + xy;
Untuk menghitung g(x, y) = (71/2, m),

[>g(Pi/2,Pi);

-1+ -~

3.9.3 Fungsi Komposisi

Apabila ada dua buah fungsi yaitu f : A — Bdan g : B — C. Fungsi dari A ke C yang memetakan
setiap anggota ae A ke g[f(a)]eC disebut fungsi komposisi dari f ke g, f o g.

(g0 f)(x) = glf(x)].

Simbol yang digunakan Maple untuk fungsi komposisi adalah @. Sedang kaedah penulisan
untuk membuat fungsi komposisi adalah :

(fl@f2@f3...@fn)(x)
Contoh 3.9.4. Diketahui f(x) = x> — 3x + 2 dan g(x) = 2x + 1, tentukanlah :
L (fog)(x).

2. (fog8)(2)
Untuk mencari (f o g)(x), pada lembar kerja Maple dimasukkan,

[>(f@9)(x);

(2x+1)>—6x—1

Bentuk diatas dapat disederhanakan menjadi
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[>simplify((f@g)(x));

4x* — 2x.
Nilai dari (f o ¢)(2) dapat dicari dengan,
[>(f@9)(2);

12.
Contoh 3.9.5. Diketahui f(x) = 3x+ 2, g(x) = x?, dan h(x) = 1/x tentukanlah :
L [(fog)ohl(x).
2. [fo(goh)](x).
3. [(fog)ohl(2)
Untuk mencari [(f o g) o 1] (x),

[>((f@g)@h)(x);
Untuk mencari [f o (g o h)](x)
[>(f@(g@h))(x);

Ternyata [(f o g) o h](x) sama dengan [f o (g o h)](x). Untuk menentukan [(f o g) o h](2)

[>((f@g)@h)(2);
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3.10 Soal soal dan penyelesaiannya

1. Definisikan a = 5/2, dan b = 6. Maka hitunglah nilai nilai dibawah ini:

(@) c=ab
(b) d = c?
(c) e=d—20

(d) y=ax>+bxx+c

[>a = 5/2;

g2

=3

[>b = 6;

b:=6.
[>c = a =*Db;

c:=15.
[> d = ¢2;

d .= 225.
[>e:= d - 20;

e := 205.

[>y =a *xX2 + b*x + ¢

Y= gxz + 6x + 15.

2. Faktorkan pernyataan a’ — bs.
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[>factor(@”3 - b™3);

(a—b) <a2+ab+b2)

3. Faktorkan pernyataan a® — b°.

[>factor(@™9 - b"9);

(a—Db) (az +ab+ bz) (a6 +a’b® + b6)
4. Jabarkan pernyataan trigonometri ini, sin(x + y).

[> expand(sin(x+y));

sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y).
5. Faktorkan pernyataan : x°> — x* — 7x% + x2 + 6x.

[>poli:=x"5 -x"4 -7 *X'3 + X2 + 6 *X;

poli := x° — x* — 7x> + x* + 6x.

[>factor(poli);

x(x—1)(x=3)(x+2)(x+1).
6. Ubahlah pernyataan cos(x)> dalam bentuk penjumlahan.

[>combine(cos(x)"5);

1 5 5
6 cos(5x) + 16 cos(3x) + 3 cos(x)..

7. Sebuah fungsi y = x? + 11x + 24, berapakah nilai y untuk x = 1dan x = ¢t — 3.

[> y = X2+11 *x+24;
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y = x* 4+ 11x + 24.
Untuk x = 1, substitusikan x = 1 ke persamaan y, dengan perintah subs ,

[> subs(x = 1,y);

36.
Kemudian soal berikutnya untuk x = t — 3, substitusikan ke persamaan y,

[> subs(x = t-3,y);

(t—3)%2+11t -9,

Pada jawaban diatas masih terlihat faktor (¢ — 3)2, dan halitu masih bisa disederhanakan,
dengan perintah :

[> simplify(%);

1 + 5t

8. Bentuk sederhana dari :
sin(a + b)

cos(a) cos(b)

[>expand(sin(a+b)/(cos(a) * cos(b)));

sin(a)  sin(b)
cos(a) + cos(b)

9. Berapa nilai dari :sin(1/27 4 a) — cos(7 — a)

sin(1/2 *Pi+a)-cos(Pi-a);

2cos(a).

10. Jikaa =13,b = 14,c = 15dan s = (a + b+ c). Tentukan nilai \/s(s —a)(s — b) (s — c).
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[>a:= 13:

[>b:= 14:

[>c:= 15:

[>s:=1/2 *(a+b+c):

[>sgrti(s  *(s-a) *(s-b) =*(s-C));

84.

11. Sederhanakan bentuk
sin(3a) cos(2a) + cos(3«x) sin(2a).

[>combine(sin(3  *alpha) =*cos(2 *alpha)+
cos(3 *alpha) =*sin(2 =*alpha));

sin(5«)

12. Fungsi f : R — Rdan g : R — R ditentukan dengan rumus f(x) = x2 + 1 dan g(x) = x + 3.
Tentukan :
(@) fog
(b) gof,
(© fof,
(d) gog
Untuk soal (a).

[>(f@9)(x);
(x+3)2+1.
Untuk soal (b).
[>(g@N(x);
X+ 4.
Untuk soal (c).
[>(f@f)(x);
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(*+1)2+1.

atau

[>simplify((f@f)(x));
x4 2x% 4 2.
Untuk soal (d).

[> (9@9)(x);

x + 6.

3.11 Soal soal latihan

1.

W

® N S g .

10.

Sederhanakan bentuk pecahan dibawah ini:

(a+b)?—2c(a+b) — 3c?
(a+b)2—6c(a+Db)+9c?

Jabarkan pernyataan (cos(8) + isin(0))°.

Jika f : R — Rdan g : R — R, ditentukan f(x) = x> + 3x + 2 dan g(x) = 2x. + 5. Hitunglah
(fog)(2).

Hitung nilai dari sin(1/27 + a) + sin(27 +a).
Factorkan x° — x* — 7x® 4+ x? + 6x.
Jabarkan (1 + 2x)®.
Hitunglah :(x + y)?(3x — y)°.
Buktikan bahwa : ) ) ) )
sin(a+b) +sin(a—b) _ tan(a)
cos(a+b) + cos(a —b)
Diketahui f(x) = x + 1 dan g(x) = v/ x% — 1. Carilah rumus untuk (f o g)(x).

Sederhanakan bentuk pecahan dibawah ini:

x4 +4x2 —x
x3 4+ 2x2 + 8x
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Bab 4

Penyelesaian Persamaan dan
Pertidaksamaan

Dalam bab ini, kita akan melihat bagaimana program Maple dapat digunakan untuk memecahkan
sebuah atau sistem persamaan. Selain itu, Maple dapat digunakan untuk mencari akar - akar dari
persamaan polynomial (persamaan pangkat banyak). Pada bagian akhir bab ini, akan dibahas
bagaimana Maple dapat memecahkan persoalan pertidaksamaan. Sebuah persamaan, oleh Maple
didefinisikan sebagai :

ruas kiri = ruas kanan
Dari persamaan 3x + 7 = 4, yang dimaksud ruas kiri adalah 3x + 7 sedang ruas kanannya
adalah 4.

4.1 Perintah solve

Maple mempunyai perintah untuk memecahkan persamaan yaitu solve . Bentuk penulisan per-
intah solve pada lembar kerja Maple adalah:

solve(ruas kiri = ruas kanan, Xx); ,

dimana x adalah variabel yang dicari harganya.

Contoh 4.1.1. Carilah nilai x dari persamaan 3x +7 = 4.

[> solve(3 *x+7=4x);

-1

Untuk persamaan yang hanya terdiri dari satu variabel, penulisan solve(3 *x+7=4,x) dan
solve(3 *x+7=4) akan memberikan hasil yang sama. Perintah solve ini dapat diaplikasikan
untuk mencari akar dari sebuah persamaan polynomial. Hal ini diperlihatkan pada contoh 4.1.2,
dibawah ini.

Contoh 4.1.2. Carilah nilai x yang memenuhi persamaan x* + 3x — 10 = 0.
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Pada lembar kerja Maple dituliskan,

[>solve(x"2+3  *x-10=0);

2, -5
Penyelesaian x? + 3x — 10 = 0 memberikan hasil x = 2 dan x = —5.
Contoh 4.1.3. Carilah nilai x untuk persamaan

x2—1_

x—1

Penyelesaian dengan Maple adalah :

[> solve((x"2-1)/(x-1)=0,x);

—1.

Maple dengan perintah solve -nya dapat digunakan untuk mencari akar - akar sebuah per-
samaan yang mengandung bilangan imajiner. Bilangan imajiner v/ —1, disimbolkan oleh Maple
sebagai I.

Contoh 4.1.4. Carilah nilai x untuk persamaan
X +x*+x4+1=0.

[> solve(X"3+x"2+x+1=0);

Terlihat bahwa persamaan x> + x> + x + 1 = 0 mempunyai 3 akar, yaitu satu akar bilangan
real, (-1) dan dua akar bilangan imajiner ( I dan -I ). Perintah solve seterusnya dapat dipakai
untuk memecahkan sistem persamaan yang terdiri dari n persamaan dengan n bilangan yang
tidak diketahui. Bentuk dari perintah solve untuk menyelesaikan sistem persamaan adalah :

solve([persamaanl,persamaan?2 S xy, D)

Dimana x, y, ... adalah variabel yang tidak diketahui, dan hendak dicari harganya.

Contoh 4.1.5. Carilah himpunan penyelesaian dari dua persamaan dibawah ini :

2x+3y = 7
4x -5y = 3.

Persoalan diatas, mempunyai dua persamaan dengan dua bilangan yang tidak diketahui, x
dan y. Untuk memecahkan persamaan tersebut dengan Maple, pada lembar kerja Maple dima-
sukkan :

[> solve({2 *x+3*y = 7, 4 *x-5 xy = 3}L{x,y});
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x=2y=1
Terlihat bahwa, sistem persamaan di atas menghasilkan solusi x = 2 dan y = 1.

Catatan 4.1.1. Perhatikan kedua persamaan tersebut ditulis didalam tanda kurung ({... })” dan
dipisahkan oleh tanda koma (,). Penulisan {x, y} dimaksudkan bahwa kita mencari nilai x dan y
untuk kedua persamaan itu.

Perintah solve pada Maple dapat digunakan untuk memecahkan persamaan dalam bentuk
simbolik, seperti yang diperlihatkan pada contoh dibawah ini:

Contoh 4.1.6. Carilah harga h sebagai fungsi r dari persamaan v = 7r? /.
[> solve(v=Pi  *r"2/h,h);

dan hasilnya :

Contoh 4.1.7. Tentukan nilai a pada persamaan a% 4+ b? = 2.

Sama seperti contoh 4.1.6, masukkan perintah dibawah ini pada lembar kerja Maple, kemudi-
an perhatikan hasilnya.

[>> solve(@2+b™2=c"2,a);

Vb2 + 2, =/ b2 4 2.
Contoh 4.1.8. Carilah nilai x dari persamaan dibawah ini :
ax? = 4,
Bilamana variabel yang hendak dicari adalah x, maka penulisan perintahnya adalah :
[> solve(a *x"2=4, {x});

2, _ 2
=

Namun bilamana variabel yang dicari adalah 4, maka pada lembar kerja Maple ditulis,

(x=

[> solve(a =*x"2 = 4, {a};

hasilnya adalah :



Contoh 4.1.9. Carilah nilai x dan y dalambentuk a, b, c, d dari sistem persamaan dibawah ini:

ax+by = ¢
dx+ey = f
(4.1)

Harga x dan y dapat ditentukan secara simbolik, seperti berikut ini :

[>solve({fa”~  *x+b*y=c, d »x+exy=f}, {X,y})

_—ec+fb  —dc+af
“dbtae’? T Zdb+ae

{x= }

Sekarang akan dilihat, bagaimana perintah solve ini dipakai untuk memecahkan persamaan
Trigonometri. Perhatikan contoh dibawah ini :

Contoh 4.1.10. Carilah harga x yang memenuhi persamaan : sin(x)? — 2sin(x) — 3 = 0.

[> solve(sin(x)’2 - 2 * 5in(x)-3=0,x);

1
arcsin(3), — 57

4.2 Perintah fsolve

Sampai sejauh ini penggunaan perintah solve yang telah dilihat diatas menghasilkan bilangan
real dan simbolik. Namun bilamana solusi yang diinginkan adalah bilangan desimal, maka perin-
tah yang dipakai : fsolve . Perintah ini tidak dapat digunakan untuk menyelesaikan persamaan
secara simbolik. Nilai yang didapat dari perhitungan menggunakan fsolve , adalah pendekatan.
Bentuk penulisan perintah ini adalah :

fsolve(ruas kiri = ruas kanan, X)

Dimana x adalah variabel yang akan dicari nilainya.

Contoh 4.2.1. Carilah harga x yang memenuhi persamaan x>

solve danfsolve kemudian bandingkan hasilnya.

—x = 2025. Gunakan perintah

Dengan memakai perintah solve ,
[>solve(x"2 - x = 2025);
hasilnya adalah :

1 8101 1 /38101
5+

:
2

2 72 2

Bandingkan sekarang, bilamana persamaan tersebut dipecahkan dengan perintah fsolve ,

[>fsolve(x2 - x = 2025);
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maka hasilnya adalah

—44.50277769, 45.50277769

Sekarang akan dilihat bagaimana perintah fsolve  dapat digunakan untuk memecahkan sis-
tem persamaan.

Contoh 4.2.2. Carilah nilai x dan y untuk sistem persamaan dibawah ini :

xX? —3xy—4y> = 0
3x* 4+ 5xy — 19> = 49

Untuk menghindari penulisan persamaan yang berulang, maka pertama kali kedua persamaan
tersebut dimasukkan dalam satu variabel. Pada contoh diatas, kedua persamaan tersebut diberi
nama f dan g.

[>f:=x2-3 *xX*y -4 xy2 = O;

f::x2—3xy—4y2:0

[> g =3 *xxX2 -5 *xxy -19 xy2 = 49;

g :=3x* — 5xy — 19y* = 49
Dengan perintah solve ,

solve({f.g}.{x,y});
hasil yang diperoleh adalah :

{y = 7Ro0tOf(11-Z + 1, label = 1),
x = —7RootOf(11.Z 4+ 1,label = _L1)},{y =7/3,x = 28/3},
{y=-7/3,x=—-28/3}.

Sekarang bandingkan, penyelesaian dengan perintah fsolve
[>fsolve({f,g}.{x.y});

kita akan dapatkan :

{x = —9.333333333, y = —2.333333333}.
Contoh 4.2.3. Carilah nilai x dan y dari sistem persamaan dibawah ini :

3xty? = 17
By —5xy* -2y = 1

46



Ada beberapa cara untuk memecahkan masalah tersebut diatas, cara pertama adalah setiap
persamaan dimasukkan kedalam satu variabel. kemudian dipecahkan. Cara kedua adalah, kedua
persamaan tersebut dimasukkan kedalam satu variabel dan kemudian dipecahkan.

[>f:=3 *Xx4 xy2=1T7:
[>0:=x"3  *y-5 *x*xy"2-2 xy=1:
[>fsolve({f, g} );
{x =2.118203038, y = .5305528603}

Atau cara lain, kedua persamaan itu didefinisikan dahulu secara bersama,
[>polynomials:={3 *X'4 xy'2=17, X'3 *y-5 *xxxy"2-2 xy=1}
[>fsolve(polynomials );

{x =2.118203038, y = .5305528603 }.

Contoh 4.2.4. Carilah penyelesaian dari 10x°> — 30x + 10 = 0 dengan batasan dari x = —1.5
sampai x = 1.5

Jika persamaan polynomial diatas digambarkan (cara membuat grafik akan dibahas pada bab
selanjutnya), hasilnya dapat dilihat pada gambar 4.1.

404

304

=204

Gambar 4.1: Gambar dari fungsi 10x° — 30x + 10.

Dari gambar 4.1, dapat diketahui bahwa fungsi 10x> — 30x + 10 memotong sumbu x dibebera-
pa titik. Untuk mencari nilai titik potong dengan batasan —1.5 < x < 1.5, maka perintah fsolve
diberi perintah tambahan x = 1...1.5, seperti yang terlihat pada pernyataan dibawah ini,

[>fsolve(10  *x"5-30 =*x+10=0,x=1..1.5);

1.214648043.

Sama seperti perintah solve , perintah fsolve dapat diaplikasikan juga kedalam persamaan
Trigonometri. Hasil yang diperoleh dari pemecahan persamaan trigonometri adalah dalam ben-
tuk radian.
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Contoh 4.2.5. Hitunglah nilai x untuk persamaan cos(x) — x = 0.

[>fsolve(cos(x)-x=0,X);
{x =0.7390851332}

4.3 Menyelesaikan Pertidaksamaan

Perintah solve danfsolve , selain dapat digunakan untuk memecahkan persamaan, dapat juga
digunakan untuk memecahkan pertidaksamaan. Dalam Maple ada sejumlah simbol yang dipakai
untuk menyatakan pertidaksamaan. Simbol - simbol tersebut ditampilkan pada tabel 4.1.

Simbol Matematika | Simbol Maple | Arti
< < lebih kecil
< <= lebih kecil sama dengan
> > lebih besar
> >= lebih besar sama dengan
#* <> tidak sama dengan

Tabel 4.1: Simbol yang digunakan Maple untuk pertidaksamaan.

Contoh 4.3.1. Carilah harga - harga x yang memenuhi pertidaksamaan x> — 2x> — x +2 > 0.

Kita memakai perintah solve untuk menyelesaikan pertidaksamaan diatas. Dalam lembar
kerja Maple, kita tuliskan :

[>solve(x"3-2 *X'2 X + 2 >= 0);
Dari Maple kita akan memperoleh jawaban :
RealRange(—1,1), RealRange(2, 00).

Jawaban Maple tersebut bearti nilai x yang memenubhi pertidaksamaan adalah x antara —1
dan1 —1 < x < 1 dan x lebih besar sama dengan 2, x > 2.

Contoh 4.3.2. Carilah domain f(x) dari :

flx) = V—x* 4+ 4x3 +4x2 — 16x
o x2—2x—3

Ada dua syarat untuk mencari domain dari fungsi diatas yaitu:

1. Yang pertama adalah pembilang harus lebih besar sama denngan nol (0),
—x* 4+ 4x3 +4x2 —16x > 0.

2. Yang kedua adalah penyebut dari fungsi tersebut tidak sama dengan nol (0),
x> —2x -3 #0.
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Untuk memecahkan kedua pertidaksamaan tersebut, kita tuliskan pada lembar kerja Maple :
[>solve({-x"4+4 *X'3+4 *X"2-16 *x>=0,Xx"2-2 *Xx-3<>0},X);

Perhatikan kedua pertidaksamaan tersebut dituliskan dalam tanda kurung kurawal {...}.
Hasil dari perhitungan tersebut adalah :

{—2<x,x<—-1}L{-1<xx<0},{2<x,x<3},{3<x,x<4}

4.4 Soal - Soal dan Penyelesaiannya

Dibawah ini diperlihatkan contoh - contoh persoalan matematika yang dapat diselesaikan oleh
Maple.

1. Tentukan himpunan penyelesaian dari persamaan berikut ini :

3 3—2«x
X+ —=
X X

[> solve(x+3/x = (3-2 * X)/X,X);

—2.

2. Tentukan himpunan penyelesaian dari persamaan berikut ini:

V2x—=3—+vx—-1=0.

[>solve(sqrt(2 * X-3)-sqrt(x-1));

3. Tentukan semua himpunan penyelesaian dari persamaan berikut ini :

Vi+vV2x—2—+5x+4=0

[>solve(sgrt(x)+sqrt(2 * X-2)-sqrt(5 * X+4)=0,X);

4. Carilah semua himpunan penyelesaian dari persamaan dibawah ini,

278+ — 11 +x+2=0.
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[>solve(2 *X4+x"3-11 *X 2+x+2=0,X);

12(ﬁ_3) <_3_ﬁ>
27 2 217 2 2 )

5. Carilah nilai x; dan x; dari persamaan kuadrat ax?+bx+c=0.

[> solve(a *x"2+b *x+c=0, X);

Hasilnya seperti kita ketahui bersama yaitu :

b— b2 —4ac b+ Vb>—4ac

2a ! 2a a

6. Dalam Fisika, persamaan gas ideal dapat dinyatakan sebagai :

PV = nRT.

Dimana P adalah tekanan gas [Pa], V adalah volume [m3], n adalah jumlah mol [kilomol],
R konstanta gas universal [J/kilomol.K], dan T adalah temperatur mutlak dalam kelvin [K].
Berapakah nilai T sebagai fungsi dari tekanan dan volume. Kita definisikan dahulu PV =
nRT sebagai persl

[>persl = P *V = nxRxT,;

persl := PV = nRT;.
Untuk mencari harga T dari persamaan diatas, maka kita masukkan :
[>solve(persl,T);
dan hasilnya adalah :
PV
nR’
7. Carilah x dan y dari x + y = 7 dan x> + y?> = 29 Penyelesaian soal ini adalah :

[>solve({x+y = 1, X"2+y"2=29},{x,y});

{x=5,y=2},{y=5x=2}
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8. Harga harga x mana saja yang memenuhi pertidaksamaan berikut :

10-3x < 10
2x -5 < 10

Penyelesaiannya adalah :

[>solve({10 - 3 *X <10, 2 *x-5 <10},x);

15
0<ux, -
<xx < 5
9. Carilah penyelesaian dari persamaan ini :
= —4.

[>solve(x2 = -4);

21, -21I.
Hasil dari persamaan tersebut adalah bilangan imajiner.

10. Bandingkan hasilnya antara menggunakan perintah solve dan fsolve untuk memecahkan
persamaan ini : cos(x) = 0.
Dengan menggunakan solve

[> solve(cos(x)=0,x);

S

Dengan menggunakan perintah fsolve

[> fsolve(cos(x)=0,x);

1.570796327.
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4.5 Soal soal latihan

Buatlah soal - soal dibawah ini dengan cara manual, lalu buat juga dengan Program Maple. Ke-
mudian Bandingkan hasilnya.

1. Carilah nilai x agar memenuhi sistem persamaan ini : x2 + y? = 10 dan y = 3x.

2. Dari sistem persamaan linear dibawah ini :

a+3b+c = 10
20—b+72c = 20
70 —3b+21c = 30

hitunglah nilai g, b, c agar memenuhi persamaan diatas.
3. Carilah nilai x agar memenuhi persamaanini: x —1 = /1 — 2x.
4. Tentukan himpunan penyelesaian x untuk pertidaksamaan dibawah ini :

(@ 2x+6<x+10<2x+1

(b) 23;123 >0

x+1 x+5
(© 5 <35

d x+1<2

5. Grafik y = ax? + bx + ¢, melalui titik - titik : (0,1), (2,5), dan (-1,4). Tentukanlah a,b, dan c.
6. Carilah titik potong dari y = x> dan y = 8 — x2.
7. Carilah semua akar- akar dari persamaan ini :

¥} —5x2 —2x+10 = 0.
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Bab 5

Membuat Grafik fungsi

Dalam memahami matematika cara yang terbaik adalah bilamana persoalan tersebut dapat di-
visualkan. Dengan Program Maple, berbagai jenis grafik mulai dari dua dimensi sampai grafik
tiga dimensi dapat dibuat dengan mudah. Maple dapat membuat grafik dari berbagai macam
koordinat sistem, seperti cartesian, polar, silinder, dan sebagainya. Disamping kemampuannya
membuat grafik, program Maple dapat membuat grafik yang beranimasi. Hasil grafik yang dibu-
at oleh program Maple ini dapat digunakan (export) oleh program lain seperti : Word, Power
Point, dan sebagainya.

5.1 Grafik Dimensi Dua

Bilamana ada sebuah fungsi yang mempunyai satu variabel bebas, y = f(x), hendak digambar
(di-plot) dengan batas [4,b], maka perintah Maple yang dipakai adalah plot . Kaedah penulisan
perintah ini adalah :

plot(f(x),x=a..b);
Contoh 5.1.1. Gambarlah fungsi y = cos(x) — (1/3) cos(3x) dengan batas —7m < x < 7.

[> plot(cos(x)-(1/3) *CO0S(3 *Xx), X = -Pi..Pi );

Gambar 5.1: Grafik y = cos(x) — (1/3) cos(3x) dengan interval [—7, 7]
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Hasil dari perintah diatas, dapat dilihat pada gambar 5.1. Bila batasan grafik [a, b] tidak
diberikan kepada Maple, maka Maple akan memberi batas secara otomatis (default) yakni dari
—10 sampai 10.

Contoh 5.1.2. Gambarlah dengan Maple fungsi,

B sin(f)
0= A exp(0?)

sebagai fungsi dari waktu (t).
[>plot(sin(t)/(1 + exp(t)"2), t);

Dalam persoalan diatas, pada lembar kerja Maple tidak diberikan batas interval (t), Maple
akan menggunakan nilai default-nya, yakni ¢t dari —10 sampai 10. Hasil plot tersebut dapat dilihat
pada gambar 5.2.

0.54

a8 6 412 2 4 B 8 10

11
Gambear 5.2: Grafik f(t) = (Smi(t), sebagai fungsi dari f.

1+exp(t)?)

5.1.1 Fasilitas Tambahan Grafik pada Maple

Dalam pembuatan grafik, Maple menyediakan beberapa fasilitas tambahan (option). Hal ini sangat
membantu agar tampilan grafik menjadi lebih representatif. Fasilitas - fasilitas tersebut antara lain

1. Warna, untuk memberi warna pada grafik, digunakan perintah color . Bentuk penulisan
perintah color , adalah

color = nama warna
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Nama - nama warna yang dikenal oleh Maple antara lain:

black  blue cyan green gray magenta maroon orange
navy pink red sienna  violet wheat white yellow

Sebagai contoh bila grafik yang diingini bewarna merah, maka perintah opsional cukup
ditambahkan color = red

. Ketebalan garis dalam membuat grafik dapat diatur dengan menggunakan perintah thickness
Kaedah penulisan perintah thickness adalah :

thickness = n

Dimana n adalah bilangan bulat yang menyatakan tebal garis. Semakin besar harga n kete-
balan garis pun akan semakin tebal.

. Ukuran grafik, yang muncul dapat dengan bebas didefinisikan dengan mengatur jendela
pandangannya. Perintah yang digunakan untuk mengatur besarnya tampilan grafik adalah
view . Bentuk perintah view adalah :

view=[xmin..xmax, ymin..ymax]

Dimana xmin dan xmax adalah harga minimum dan maksimum sumbu horizontal. Sedang
ymin dan ymax adalah batas minimum dan maksimum sumbu vertikal.

. Sebuah grafik dapat diberi judul (title ) dengan perintah titte . Yang perlu diperhatikan
dalam pemberian nama grafik adalah; nama grafik harus ditulis antara dua tanda petik
ganda. Bentuk penulisan perintah ini :

title =" Nama Grafik”.

. Maple menyediakan fasilitas lagenda pada grafik yang dikenal dengan perintah legend .
Sama seperti title , nama legend juga harus diapit oleh dua tanda petik ganda ( ” nama
legend ”). Kaedah penulisan legend adalah seperti berikut :

legend = "nama legend".

. Pengguna Maple dapat juga memilih bentuk- bentuk garis yang dipakai oleh grafiknya.
Perintah Maple yang dipakai untuk memilih jenis - jenis garis adalah linestyle . Format
penulisan perintah linestyle adalah sebagai berikut :

linestyle = bentuk garis.

Bentuk bentuk garis yang dikenal oleh Maple antara lain : solid (untuk garis biasa—), dot
(untuk titik titik- - -), dash (untuk garis putus putus— — —), atau dashdot (untuk titik garis. —

=)

. Selain dengan garis, grafik dapat juga diplot dalam bentuk simbol. Perintah yang dipakai
untuk mengerjakan hal ini adalah symbol . Bentuk penulisan perintah symbol adalah :

55



symbol = bentuk simbol.

Bentuk - bentuk simbol yang dikenal Maple adalah : circle (o), cross (x), diamond (¢), atau
point(e).

Penggunaan fasilitas - fasiltas tambahan (option) ini akan diilustrasikan pada contoh berikut
ini.

Contoh 5.1.3. Gambarlah grafik fungsi y = sin(x) dengan —27 < x < 27. Buatlah grafik sinus

tersebut dengan warna hitam, menggunakan garis titik (dashdot). Berilah judul gambar tersebut ”
Grafik Sinus ”, dan pakailah nama untuk legenda sin(x), dan ketebalan garis = 3.
[>plot(sin(x),x=-2

*Pi..2 Pi,color=black,thickness=3,
titte="Grafik Sinus", [linestyle=DASHDOT, legend=["sin(x)"]);
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Gambar 5.3: Satu fungsi y = sin(x) diplot dengan menggunakan berbagai fasilitas dari Maple

5.1.2 Grafik Fungsi Parametrik

Yang dinamakan fungsi parametrik adalah, bilamana dalam sebuah fungsi variabel x dan y ter-

gantung dari variabel lain misalnya t. Variabel t yang menjadi variabel bebas dari variabel x dan
y dinamakan parameter, sedang fungsi atau persamaannya dinamakan fungsi parametrik. Untuk
menggambarkan fungsi ini, perintah plot pada Maple, masih dapat digunakan. Bentuk perintah
plot untuk fungsi parametrik ini adalah :

plot([ekpresi-x, ekspresi-y, range parameter])
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Contoh 5.1.4. Gambarkanlah sebuah fungsi parametrik dengan x = t?, dan y = > dengan —1 <
t<1

[>plot([t'2, '3, t = -1..1]);

Hasil dari perintah diatas diperlihatkan pada gambar 5.4(a).

)

(@) (b)

Gambar 5.4: Dua buah fungsi parametrik. (a) x = t?, y = t3. (b). x = sin(t), y = sin(2t).

Contoh 5.1.5. Sebuah persamaan parametrik dengan

x = sin(t) y=sin(2t), 0<t<2m
Buatlah grafik gambar diatas.
[>plot([sin(t), sin(2 1), t = 0.2  *Pi]);

Hasilnya dapat dilihat pada gambar 5.4(b).

5.1.3 Fungsi yang Mempunyai Nilai Singular

Hampir semua fungsi pada prinsipnya dapat digambarkan oleh Maple. Namun untuk menggam-
barkan fungsi yang mempunyai nilai singular, memerlukan teknik khusus untuk menampilkan-
nya. Jika tidak maka gambar yang diperoleh terkadang menjadi sulit untuk dimengerti.

Contoh 5.1.6. Gambarlah grafik dari : @371)2 dengan batas —5 < x < 6.

[>plot( 1/(x-1)'2, x=-5..6 );

Fungsi ﬁ mempunyai nilai singular di titik x = 1. Sebab pada saat x mendekati 1 nilai

fungsi menjadi sangat besar. Hal ini diperlihatkan pada gambar 5.5(a). Gambar ini sulit dimenger-
ti, karena tampilan gambar tersebut hanya berupa garis lurus pada titik x = 1.

Tampilan grafik ﬁ akan menjadi menarik, jika daerah hasilnya, yakni sumbu y diberi
batasan, seperti dibawah ini.
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Gambar 5.5: Fungsi f (x)ﬁ yang mempunyai nilai singular pada x = 1. Tampilan grafik
sebelum sumbu y diberi batas (a), dan setelah sumbu y diberi batas (b).

[> plot( 1/(x-1)"2, x=-5..6, y = -1..7 );
Setelah sumbu y diberi batasan yakni —1 < y < 7, grafik @371)2 lebih mudah dipahami, lihat

gambar 5.5(b).

5.1.4 Menampilkan lebih dari satu grafik dalam satu gambar

Dalam persoalan matematika seringkali dijumpai dimana beberapa grafik dari beberapa fungsi
perlu ditampilkan dalam satu gambar secara bersamaan. Untuk keperluan ini, perintah plot
tetap digunakan, hanya perlu dimodifikasi sedikit cara penulisannya :

plot([f(1), f(2) ] X = x1.x2, y = yly2)

f(1),f(2), ... adalah fungsi -fungsi yang akan di-plot. Perhatikan pernyataan diatas, bebera-
pa fungsi yang hendak di-plot diletakkan bersama dalam tanda kurung siku ( [...]). X1 dan x2
menyatakan batasan pada sumbu x sedang y1 dan y2 batasan untuk sumbu y.

Contoh 5.1.7. Tentukan titik potong dari persamaan fungsi kuadrat y = x> + 3x — 20, dan per-
samaan linear y = 2x + 40.

Titik potong kedua kurva tersebut dapat dicari dengan dua metode yaitu secara analitis dan
grafis. Secara grafis, persoalan tersebut dipecahkan dengan mem-plot kedua fungsi tersebut dalam
satu gambar, secara bersamaan. Hasil dari metode grafik diperlihatkan pada gambar 5.6.

[> plot([x"2+3 *X-20,2 *x+40], x=-15..10,y=-30..120);

Untuk mengetahui titik potong kedua kurva tersebut secara eksak, Maple menyediakan per-
intah solve atau fsolve . Kedua perintah ini telah dibahas pada bab 4.2.

[>fsolve(x"2+3 *X-20=2 * x+40,{x});
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Gambar 5.6: Fungsi y = x* + 3x — 20 dan fungsi y = 2x + 40 digambarkan dalam satu grafik.
Secara visual dapat diperkirakan lokasi titik potong kedua fungsi tersebut.

{x = —8.262087348}, {x = 7.262087348}

Kedua kurva tersebut memotong pada dua titik yaitu x = —8.262087348 dan x = 7.262087348.
Harga y dapat ditentukan dengan mensubstitusi kedua harga x tersebut kesalah satu persamaan
diatas. Untuk keperluan ini, dipakai perintah subs , yang juga telah dibahas pada bab sebelum-
nya.

[>subs(x=-8.262087348,2  *x+40),

23.47582530.

[>subs(x=7.262087348,2 * X+40),

54.52417470.

Setelah dibulatkan sampai dua desimal, titik potong kedua kurva tersebut berada pada ko-
ordinat (x, v),(-8.26, 23.47) dan (7.26, 54.52). Hasil perhitungan analitik ini dapat dibandingkan
dengan gambar 5.6.

Cara lain untuk menggabungkan beberapa grafik dalam satu gambar adalah memakai per-
intah display. Perintah ini berada dalam paket plots . Jadi sebelum menggunakan perintah
display, paket plot harus dipanggil terlebih dahulu dengan, with(plots) . Setelah paket plots
dipanggil, lembar kerja Maple akan menampilkan seperti dibawah ini :

[Interactive, animate, animate3d, animatecurve, arrow, changecoords, complexplot, complexplot3d, con-
formal, conformal3d, contourplot, contourplot3d, coordplot, coordplot3d, cylinderplot, densityplot, display,
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display3d fieldplot, fieldplot3d, gradplot, gradplot3d, graphplot3d, implicitplot, implicitplot3d, inequal,
interactive, interactiveparams, listcontplot, listcontplot3d, listdensityplot, listplot, listplot3d, loglogplot,
logplot, matrixplot, multiple, odeplot, pareto, plotcompare, pointplot, pointplot3d, polarplot, polygonplot,
polygonplot3d, polyhedra_supported, polyhedraplot, replot, rootlocus, semilogplot, setoptions, setoptions3d,
spacecurve. sparsematrixplot, sphereplot, surfdata, textplot, textplot3d, tubeplot].

Inilah fungsi - fungsi tambahan yang terdapat dalam paket plots . Perintah display terlihat
ada pada salah satu fungsi - fungsi tambahan tersebut.

Contoh 5.1.8. Plot ke tiga fungsi ini: y = sin(x), y = cos(x), y = tan(x) dalam satu grafik.
Interval domain ketiga fungsi tersebut adalah —77 < x < 7.

3

I,

Gambar 5.7: Tiga fungsi yang diplot dalam satu gambar, untuk range dari —7r sampai 7.

Langkah pertama yang dilakukan adalah mendefinisikan setiap fungsi kedalam bentuk vari-
abel.

1. p1 = hasil plot untuk sin(x);
2. p2 = hasil plot untuk cos(x);
3. p3 = hasil plot untuk tan(x).

Kemudian ketiga hasil plot tersebut ditampilkan bersamaan dengan perintah display . Agar
penampilan gambar lebih menarik, ketiga kurva tersebut akan dibedakan propertis-nya. Kurva
pertama bewarna hitam, kurva kedua juga bewarna hitam, namun menggunakan garis putus -
putus. Sedangkan kurva ketiga memakai warna abu - abu.
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[>with(plots):

[>pl:=plot(sin(x),x=-Pi..Pi,color=black):
[>p2:=plot(cos(x),x=-Pi..Pi,linestyle=DASH,color=black):
[>p3:=plot(tan(x),x=-1..1,color=gray):
[>display(pl,p2,p3,view=[-Pi..Pi,-Pi..Pi], scaling=constrained);

Hasil dari grafik ini dapat dilihat pada gambar 5.7.

5.1.5 Mengekspor gambar

Gambar atau grafik yang dibuat oleh Maple dapat digunakan oleh program lain seperti Power
Point atau Word. Cara yang paling mudah untuk menggunakan gambar tersebut pada program
lain adalah dengan mengkopi gambar tersebut kemudian mem-paste pada program lain seperti;
Word dan Power Point.

Hasil gambar yang dibuat oleh Maple dapatjuga disimpan dalam bentuk file gambar tersendiri.
Caranya adalah : dekatkan mouse pointer ke gambar tersebut, lalu klik kanan, pilih Export as, lalu
pilih format gambar seperti jpeg, eps, gif, bmp ,dan sebagainya, lihat gambar 5.8. Terakhir,
beri nama file tersebut, dan simpan pada directory yang diinginkan.

LR =

g Capy

#  Skyle 3
Coalor r
Axes 4
Projection

Export As Drawing Exchange Format (DEF), .,
Encapsulated PostScript (EPS)...
Graphics Inkerchange Farmat (GIF), ..
IPEG File Interchange Format (1PaG)...
Persistence of Wision (POW). ..
Windows Bitrmap (BMP). ..
Windows Metafile (WME). .

Gambear 5.8: Tampilan menu yang keluar setelah gambar tersebut diklik kanan.

5.1.6 Koordinat Polar

Sampai sejauh ini contoh - contoh soal grafik masih menggunakan koordinat cartesian (x, y), un-
tuk menggambarkan sebuah fungsi. Sistem koordinat lain yang sering digunakan dalam per-
soalan matematika adalah koordinat polar. Pada sistem koordinat ini, posisi sebuah titik diny-
atakan oleh r dan 6. Dimana r adalah jarak dari pusat koordinat ke-titik yang dimaksud. Sedang
0 adalah besarnya sudut yang diukur secara berlawanan arah jarum jam (counterclockwise) antara
sumbu x dan garis yang melalui titik dan pusat koordinat, lihat gambar 5.9.

Secara matematik relasi antara koordinat polar dan cartesian dapat dinyatakan :

x =rcos(f) y=rsin(0).
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X

Gambar 5.9:

Atau sebaliknya yaitu :

r=1/x2+y?2 0=tan"'(2).

Program Maple, selain dapat membuat grafik pada koordinat cartesian (x,y), Maple juga dapat
membuat grafik pada koordinat polar (7, 6). Perintah yang dipakai oleh Maple untuk menggam-
barkan fungsi dalam koordinat polar adalah sama yakni plot . Hanya pada option perintah plot
ditambahkan coords = polar , sebagai pertanda kalau grafik tersebut diplot dalam sistem ko-
ordinat polar.

R

Contoh 5.1.9. Gambarlah fungsi y = sin(x), dalam koordinat cartesian dan polar,untuk interval
x=0.2m.

05

-05

(@) (b)

Gambear 5.10: Fungsi sin(x) digambarkan dalam koordinat cartesian (a), sedang pada (b) terlihat
sin(x) dinyatakan dalam koordinat polar.
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Perintah yang digunakan pada Maple untuk menggambarkan fungsi tersebut dalam koordi-
nat cartesian adalah :

[>plot(sin(x),x=0..2 * Pi,thickness=3,color=black);

Hasil plot fungsi ini dapat dilihat pada gambar 5.10(a). Jika fungsi y = sin(x) tersebut ingin
digambarkan dalam koordinat polar maka pada lembar kerja Maple dimasukkan :

[> plot(sin(x),x=0..2 * Pi, coords=polar, thickness=3, color=black);

Perhatikan perintah coords=polar , yang dipakai oleh Maple untuk menandakan fungsi
tersebut di-plot dalam koordinat polar. Hasil dari grafik ini dapat dilihat pada gambar 5.10(b).

Contoh 5.1.10. Gambarlah dalam koordinat polar dari :
y = sin(4x)
untuk batas x = 0 sampai dengan 277

[> plot([sin(4 * X),X,x=0..2 * Pi],coords=polar,thickness=3);,

Gambear 5.11: Grafik sin(4x) dalam koordinat polar.
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Contoh 5.1.11. Buatlah grafik dari fungsi - fungsi dibawah ini dalam koordinat kutub (polar).
Untuk mudahnya berilah hargaga =5dan 0 < 8 < 27.

1. r=a+acos(0)
2. r=a+2acos(6)
3. 2 = a? cos(26)
4. r = af, untuk 6 = 0 sampai 10 7.
Untuk soal no.1:
[>plot(5+5 *cos(theta),theta=0..2 * Pi,coords=polar,thickness=3,color=black);
Hasilnya terlihat seperti gambar(5.12a). Untuk soal no.2 :
[>plot(5+10  *cos(theta),theta=0..2 * Pi,coords=polar);

Hasilnya terlihat pada gambar (5.12b).

(@) 2+ acos(9) (b) a + 2a cos(0)

Gambar 5.12:

Soal no.3 dapat dikerjakan dengan mudah dengan merubah 72> = a?(cos(20)) menjadi r =
a4/cos(26) terlebih dahulu. Kemudian dengan mensubstitusi 2 = 5, pada lembar kerja Maple
dituliskan :

[> plot(5 =sqgrt(cos(2 =*theta)), theta=0..2 * Pi,coords=polar);.

Hasil dari pernyataan diatas dapat dilihat pada gambar 5.13(a). Untuk soal no.4, dapat dengan
mudah dikerjakan

[> a= 5:
[> plot(a +theta, theta=0..10 * Pi,coords=polar);
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(a) r* = a® cos(20)

Gambar 5.13:

hasilnya terlihat pada gambar 5.13(b).

Cara lain untuk menggambar grafik dalam koordinat polar adalah dengan perintah polarplot .
Sebelum menggunakan perintah ini, paket plots harus dipanggil terlebih dahulu. Hal ini dikare-
nakan perintah polarplot  berada pada paket plots . Kaedah penulisan polarplot adalah :

polarplot(r, angle)

Pada perintah diatas, r merepresentasikan jari - jari, sedangkan angle adalah sudut, 6, lihat
gambar 5.9.

Contoh 5.1.12. Gambarkan dalam koordinat polar sebuah fungsi dengan r = sin 36 dimana theta
antara 0 sampai 271.

[>with(plots):
[>polarplot( sin(3 *theta), theta=0..2 *Pi);
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5.2 Grafik Dimensi Tiga

Dengan Program Maple, grafik tiga dimensi dapat dibuat dengan mudah. Perintah yang digu-
nakan untuk membuat grafik tiga dimensi adalah :

plot3d(f(x,y), x=a..b, y=c..d

Dimana f(x, y) adalah fungsi yang akan digambar, dengan batas sumbu x (4, b) dan sumbu y
(c,d).

Contoh 5.2.1. Gambarlah satu grafik dari sebuah fungsi yang mempunyai dua variabel seperti
dibawah ini :
z = xexp(—x* — ).

Fungsi diatas dapat divisualisasikan kedalam grafik tiga dimensi dengan sumbu x dan y seba-
gai bidang horizontalnya dan sumbu z sebagai bidang vertikalnya. Maple akan membuat grafik
tiga dimensi tersebut bila perintah dibawah ini ditulis pada lembar kerjanya,

[> plot3d(x  *exp(-x"2-y"2), x=-2..2, y=-2..2);

Dengan mengambil batas sumbu x dan y antara —2 sampai dengan 2, grafik fungsi tersebut dapat
dilihat pada gambar 5.14(a).

Sama halnya dengan grafik dua dimensi yang dapat dipakai untuk menggambar beberapa
grafik dalam satu gambar. Demikan halnya dengan pembuatan grafik tiga dimensi. Dengan
program Maple, beberapa fungsi tiga dimensi dapat di-plot dalam satu gambar.

Contoh 5.2.2. Dua buah fungsi, z = 4 — x> — 2y*> dan z = 6 — 4y. Gambarlah kedua fungsi
tersebut dalam satu gambar tiga dimensi. Dengan batas —4 < x < 4,dan -3 <y < 3.

Tuliskan kedua fungsi tersebut didalam tanda kurung kurawal ({...}), seperti terlihat pada
baris perintah dibawah ini:

[>plot3d({4-x"2-2 *y'2, 6-4 =y}, x=-4..4, y=-3.3 );
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(@) (b)

Gambar 5.14: (a). Grafik tiga dimensi dari fungsi z = x exp(—x2 — y?), (b). Grafik tiga dimensi
dari dua buah fungsi z = 4 — x> — 2y?> dan z = 6 — 4y

Hasilnya seperti yang diperlihatkan pada gambar 5.14(b).

Sudut pandang grafik tiga dimensi diatas, dapat kita ubah - ubah. Cara mengubah sudut
pandang dari grafik tersebut adalah dengan cara; letakkan kursor (tanda panah) kepada objek
gambar dilayar monitor, tekan tombol kiri pada mouse dan tahan sambil “memainkan” gerakan
mouse. Kita akan melihat objek tiga dimensi tersebut akan berotasi sesuai dengan gerakan mouse.
Sama seperti garfik dua dimensi, grafik tiga dimensi ini juga dapat digabung. Beberapa fungsi tiga
dimensi dapat di-plot dalam dalam satu gambar.

5.3 Membuat Animasi

Salah satu kelebihan Maple dibandingkan dengan program aplikasi lainnya adalah, Maple mem-
berikan kemudahan kepada penggunanya untuk membuat animasi. Perintah yang digunakan
untuk membuat animasi adalah animate . Perintah ini tersedia dalam paket plots . Fungsi yang
dapat dianimasikan haruslah mempunyai dua variabel bebas, dan satu diantaranya adalah vari-
abel waktu, yang biasa disimbolkan t. Kaedah penulisan perintah animate ini adalah :

animate(F(x,t), x=a..b, t=p..q, options ).

F(x,t) adalah fungsi yang akan dianimasikan, x = a..b, adalah batasan x dalam hal ini (g, ),
sedang t = p..q adalah batasan waktu dari p sampai q. Pada bagian option ini pengguna program
Maple dapat memberi perintah tambahan untuk membuat tampilan animasi lebih baik. Perintah
tambahan ini pada prinsipnya sama seperti membuat grafik dua dimensi, dan ini telah dibahas
dalam subbab 5.1.1.
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Contoh 5.3.1. Suatu gelombang berjalan yang diformulasikan sebagai
y = sin(x.t).

Dimana x menyatakan posisi (tempat atau kedudukan), sementara t menyatakan waktu. Ani-
masikan gelombang berjalan tersebut, dengan batas —4 < x < 4 dan waktu1 <t < 4.

[> with(plots):
[> animate([x, sin(x *1),x=-4..4], t = 1.4, frames=100);

0.5 0s 0.5

A P

@t=1 (b)t=2 ©t=4

Gambear 5.15: Animasi dari gelombang sin(xt). Panel (a) memperlihatkan gelombang pada saat ¢
=1 [s], Sedangkan panel (b) memperlihatkan bentuk gelombang pada saat t = 2 [s], dan panel (c)
mengilustrasikan gelombang pada saat t = 4 [s].

Pernyataan frames=100 dalam perintah diatas, adalah menyatakan banyaknya frames yang
diinginkan persatuan waktu. Banyaknya frames dapat bebas ditentukan. Agar kualitas animasi
menjadi lebih baik ( halus, smooth ), maka dibutuhkan lebih banyak frames . Namun hal yang
perlu diingat adalah, bilamana frames dibuat dalam jumlah banyak, maka komputer akan bek-
erja lebih lama dan lebih berat. Terkadang pembuatan frames yang banyak akan mengakibatkan
komputer menjadi hang. Hasil dari perintah diatas ditampilkan pada gambar 5.15 (a), (b), (c).

Pada saat perintah animate dijalankan, animasi tersebut tidak bisa langsung dilihat. Untuk
melihatnya, klik mouse pada grafik yang muncul. Saat grafik tersebut di-klik, pada menu toolbar
Maple akan tampil tombol - tombol seperti yang ditunjukkan gambar 5.16.

[m[w] ][] [«]»] [5]9]

Gambar 5.16: Menu toolbar pada Maple saat kita klik gambar yang mengandung animasi.

Tombol - tombol ini sebenarnya sangat familiar bagi yang sering menggunakan tape recorder,
video player dan sebagainya. Untuk menejalankan animasi, kita klik tombol play » dan untuk
menghentikannya kita klik tombol stop H.
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5.3.1 Melihat bagaimana sebuah kurva tergambar

Mungkin ada keinginan diantara pembaca untuk memakai Maple seperti menggambar grafik si-
nus di papan tulis. Maple menyediakan fasilitas ini dengan perintah animatecurve . Dengan
perintah ini proses pembuatan grafik dapat dianimasikan. Bentuk perintah animatecurve adalah

animatecurve( f(x), x=a..b, options )

F(x) adalah fungsi yang hendak dianimasikan dengan batasan antara a dan b. Perintah tam-
bahan option sama dengan perintah tambahan untuk plot dan animate (subbab 5.1.1).

Contoh 5.3.2. Buatlah grafik sin(x) dengan batasan 0 < x < 27.

[> with( plots ):
[> animatecurve( sin(x), x=0..2 * Pi, color=green, frames=100 );

a 1 3 3 i 5 [ o 1 2 3 i 5 [ a 1 3
02 x 02 x 02
04 04 04
06 - F

(@yx=1/27 (b)x=1.27 ()x=2m

Gambar 5.17: Maple memperlihatkan bagaimana proses grafik sin(x) terbuat.

Untuk melihat proses bagaimana sebuah fungsi parametrik (lihat subbab 5.4) dibuat, contoh
dibawah ini akan menngilustrasikannya.

Contoh 5.3.3. Animasikan y = sin(t) dan x = cos(t) dengan batasan t = 0 sampai 277.
[>animatecurve( [sin(t),cos(t),t=0..2 * Pi],view=[-2..2,-2..2]);

Gambar 5.18 memperlihatkan sebuah fungsi parametrik digambarkan dalam koordinat sum-
bu cartesian. Baik sumbu x dan sumbu y pada fungsi ini tergantung pada variabel lain yaitu .
Hasil yang terlihat adalah bagaimana terjadinya sebuah lingkaran.
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Gambear 5.18: Animasi dari sin(xt) cos(xt), sebagai fungsi dari waktu.

5.3.2 Mengekspor animasi

Gambar atau grafik yang dibuat oleh Maple dapat kita export untuk keperluan presentasi ataupun
sebagai “figure” pada satu atikel. Proses export akan menawarkan kita pilihat format gambar,
antara lain : dxf, eps, gif, jpeg/jpg, pov, windows bmp, dan wmf. Sama seperti gambar, animasi
pun dapat kita export dalam format gif misalnya. Langkah pertama untuk mengekspor gambar
adalah dengan mengklik kanan pada daerah gambar, lalu akan keluar menu Export as dan keluar
pilihan format - format gamar. Pilih salah satu format tersebut dan beri nama, maka gambar kita
telah diekspor, dan disimpan dalam direktori yang kita inginkan.

5.4 Soal - soal dan penyelesaiannya

1. Tentukanlah titik potong dua garis lurus yaitu y = x + 2 dan y = —x + 2. Periksalah jawa-
bannya dengan grafik. Untuk menentukan titik potong kedua garis tersebut kita memakai
perintaf solve atau fsolve . Bila kita masukkan perintah ini kedalam lembar kerja Maple,

[>fsolve({y=x+2, y = -x +2}L,{x,y});

hasil nya adalah :

{x=0,y=2}.
Jadi titik potong kedua garis itu ada pada titik (x, y) = (0,2). Dengan memakai grafik :

[>plot([x+2, -x+2],x = -5..5);

Kita bisa melihat dari gambar diatas, bahwa titik potong kedua garis tersebut jatuh pada
koordinat (0, 2).
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2. Suatu persamaan kuadrat y = ax? + bx + ¢ dimana a—0. Sekarang marilah kita selidiki
apa pengaruh besaran a, b dan ¢ pada persamaan tersebut. Step pertama kita jadikan 4,
b, ¢ sebuah variabel yang bisa bervariasi dari -2 menjadi 2, untuk itu kita perlu perintah
animate , seperti dibawah ini.

(a) Pengaruh besaran a.

[>with( plots ):
[> animate( a *Xx2, x=-2..2, a=-2..2 ),

2 -2 2

(@x=-2 (b) x = —-0.25 ©x=2

Gambar 5.19: Pengaruh harga a dari persamaan y = ax? + bx + c.

(b) Untuk melihat pengaruh dari harga b. Kita buat harga a = 1 dan ¢ = 1, sehingga per-
samaan kuadrat diatas menjadi x> + bx + 1. Nilai b kita variasikan dari -2 menjadi 2.

[>with(plots):
[>animate( x"2+b *X+1, x=-2..2, b=-2..2 );

(c) Untuk melihat pengaruh c terhadap persamaan kuadrat tersebut, maka persamaan
kuadrat tersebut kita ubah menjadi y = x* + x + c. Disini nilai ¢ dapat bervariasi
antara —2 sampai 2.
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@b= -2 (b)b = —0.25 ©b=2

Gambar 5.20: Pengaruh harga b dari persamaan y = x> + bx + 1.

[>with(plots):
[>animate( x"2+x+c, x=-2..2, ¢=-2..2 );

4 4 4
E 3 3/
y 2 y 2 ¥

% -3 -3

4 -4 4

@c=-2 (b) c = —-0.25 (c)c=2

Gambar 5.21: Pengaruh harga b dari persamaan y = x> + x +c.

3. Gambarlah tiga fungsi f(¢,s) ini dalam satu bidang 3 dimensi.

= 2t —3s?sin(t)
= st
z = 2s—3cos(t)

[>plot3d([2 *1-3 *s"2 xsin(t),s  *t,2 *s-3 *cos(t)],s=-2..2,t=-2..2);
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hasilnya adalah :

4. Tentukan titik potong y = x> — 8x + 15 terhadap sumbu horizontal x. Kita dapat mencarinya
secara eksak dengan menggunakan perintah solve atau fsolve dari persamaan : x> — 8x +
15=0.

[>solve(x"2 - 8 *X + 15=0,x);

5,3.

Titik potong kurva tersebut dengan sumbu x adalah (5,0) dan (3,0). Kita dapat mengeceknya
dengan grafik seperti ini:

[> plot(x"2-8 *X+15, x = -1..6);

5. Gambarlah grafik y = sin(x) dan y = 2 cos(2x) dalam satu gambar, dengan batas (0, 37).

[>plot([sin(x), 2 *CcoX(2 *x)], x = 0..3 * Pi);

6. Gambarlah grafik dalam tiga dimensi dari fungsi z = sin(x + cos(y)), untuk batas 0 < x <
47, dan 0 <y < 4m.

[>plot3d(sin(x+cos(y)), x=0..4 *Pi, y =0..4  *Pi);
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4 cos(36)+cos(136)
cos(6)
nakan perintah polarplot yang berada dalam paket plots

7. Gambarlah dalam koordinat polar r = dengan batasan 0 < 8 < 27. Gu-

[> with(plots):
[> polarplot( (4 *C0S(3 *theta)+cos(13  *theta))/cos(theta),
theta=0..2 = Pi, colour=black, thickness=3 );

8. Animasikan fungsi parametrik dibawah ini dalam koordinat (x, y).
x = rcos(6)
y = rsin(0)
Denganbatas1 <r <4dan0 <6 <27

[> with( plots ):
[> animate( [r  *cos(theta), r * sin(theta), theta=0..2 * Pi],
r=1..4);
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5.5

Soal - soal latihan

. Tentukan titik potong garis y = x + 1 dengan parabola y = x?> — x — 2. Gambarlah kedua

fungsi tersebut.
Gambarlah permukaan f(x, y) = x* — 2x? + y? — 1 dalam bentuk tiga dimensi.
Gambarlah fungsi dari : y = xsin(3x) dengan batas: 0 < x < 27r.

Gambarlah 2 fungsi ini yaitu y = sin(0)® dan y = cos(0)® dalam satu grafik. Dengan
batasan —7 < x < 71.

Gambarlah grafi fungsi dari y = tan(x) dengan batasan —27 < x < 27r.

xy?

Buatlah grafik tiga dimensi dari z = Tyt

dengan batasan —5 < x <5dan -5 <y <5.

4 cos(6)+cos(99)

Gambarlah dengan koordinat polar r = c0s(0)

. Dengan batas 0 < 8 < 27r.

Gambarlah fungsi parametrik dibawah ini pada koordinat cartesian (x, y) :
‘e 3t
148
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@r=1 b)yr=2 (0r=4

3t
YTy

9. Buatlah grafik dibawah ini dalam tiga dimensi :

2.2
2=t
y-+x

10. Animasikan dari fungsi berikut ini :
y(x,t) = Asin(kx) sin(wt).

Ambilah A, k, dan w sembarang konstanta.
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Bab 6

Kalkulus

6.1 Limit Fungsi

Topik limit biasanya dipakai sebagai bahan pengantar Kalkulus (hitung diferensial dan integral).
Limit sendiri bukanlah Kalkulus, melainkan hanya pelengkap dasar - dasar Kalkulus. Pernyataan
limit dapat ditulis :

lim f(x) =L,

X—a

yang bearti bahwa jika x mendekati a ( tetapi x # a), maka nilai f(x) akan mendekati L.
Program Maple memberikan kemudahan untuk menghitung limit. Persoalan limit pada Maple
dapat dipecahkan dengan perintah :

limit(f(x),x=a);
Perhatikan pernyataan x mendekati a (x — a) ditulis pada Maple x=a.
Contoh 6.1.1. Hitunglah soal limit dibawah ini dengan Maple,

lim sin(x) .
x—0 X

Penyelesaiannya adalah; masukkan pada lembar kerja Maple seperti :
[>limit(sin(xX)/x, x=0);

pernyataan diatas akan memberikan hasil :

1.
Dari sini bisa dilihat bahwa
Jim ) _
x—0 X

Maple mengenal dua perintah untuk menghitung limit, yakni limit ~ dan Limit (dimulai den-
gan huruf kapital). Perbedaan kedua perintah ini pada hasil akhirnya. Perintah Limit hanya
akan mengasilkan bentuk pernyataan limit, dan tidak menghitung hasil limit tersebut. Sedan-
gkan dengan perintah limit , Maple akan menghitung hasil limit tersebut. Contoh 6.1.1 akan
digunakan lagi, kali ini dengan menggunakan perintah Limit ,
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[>Limit(sin(x)/x, x=0);
maka hasilnya akan seperti :

lim 12X

x—0 X

Maple tidak menghitung limit diatas, melainkan hanya menuliskan bentuk limitnya saja, band-
ingkan dengan penyelesaiannya pada contoh 6.1.1.

Contoh 6.1.2. Hitunglah limit dibawah ini :

. 2x%2 4 25x+72
lim .
x——9 72 — 47x — 14x2

Penyelesaiannya adalah :

[> limit((2 * X 2+25 *x+72)/(72-47  *x-14 *X"2),x=-9/2);

7
79
Contoh 6.1.3. Hitung nilai limit dari :
X
lim (1 + 1)
X—00 X
Untuk membuat simbol tak terhingga (c0), gunakan perintah infinity . Jadi pada lembar

kerja Maple dimasukkan :
[>limit((1+1/x)"x,x=infinity);
dan hasilnya :

e.

Selain pemecahan secara numerik, Maple dapat memecahkan limit secara grafis. Hal ini dapat
dilihat pada contoh soal dibawah ini.

Contoh 6.1.4. Gunakan grafik untuk memecahkan limit dari

lim x7 —2x°+1
x—1 x3 — 3x2 —+ 2
Untuk menginvestigasi limit dari contoh 6.1.4, plot g:g;ii; dengan batas antara 0 sampai 1.5.

Agar tidak mengetik ulang, kita definisikan dahulu fungsi diatas dengan f. Seperti yang terlihat
dibawah ini,

[> fi=(X"7 - 2 *X'5 + 1)/(X"3-3 * X2+ 2):

Kemudian plot fungsi f terhadap sumbu x,
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. . 7 _D4b
Gambar 6.1: Grafik dari 5=25+1,
x°—=3x*+2

[>plot(f,x=0..1.5);

Dari gambar 6.1 tersebut terlihat harga f akan menjadi 1, jika harga x mendekati 1. Jika harga
x = 1 disubstitusikan kedalam fungsi diatas, akan didapat hasil error . Hal ini terjadi karena
dengan mensubstitusikan x = 1, harga penyebut dari fungsi diatas menjadi 0. Ini akan membuat
fungsi diatas menjadi tidak terdefinisi.

Cara lain untuk memecahkan limit pada contoh diatas adalah dengan menyederhanakan fungsi
yang berbentuk pecahan. Untuk keperluan ini dipakai perintah simplify . Perintah simplify
ini telah dijelaskan pada subbab 3.6. Setelah pecahan tersebut disederhanakan, langkah selanjut-
nya adalah mensubstitusi x = 1 kedalam hasil penyederhanaan tersebut. Dalam lembar kerja
Maple dituliskan perintah seperti ini:

[>g:= simplify((x'7-2 *X5+1)I(X3-3  «X'2+2));

Hasil penyederhanaan tersebut kita beri nama g, yang hasilnya sebagai berikut :

3 2

Cxbrx =t —x2—x—1
a X2 —2x—2 !

g:
kemudian x = 1 disubsitusikan kedalam fungsi g, dengan perintah subs ,
[>subs(x=1,9);
dan diperoleh hasil :
1.
Cara langsung untuk mencari limit dari fungsi diatas dengan Maple,

[Zlimit(X"7 - 2 *X'5 + 1)/(X"3-3 *X "2+ 2),x=1);
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Contoh 6.1.5. Hitung soal dibawah ini :
lim e~ 2*y/x

X—00

Pernyataan e~ 2* pada Maple ditulis exp(-2 *X) ,jadi ekspresi diatas dapat ditulis pada lembar
kerja Maple dengan cara :

[>limit(exp(-2 *X) * sqrt(x),x=infinity);

dan menghasilkan :

6.2 Hitung Diferensial

Untuk menghitung nilai turunan (derivative) pada Maple, kita memakai perintah diff . Bentuk
dari perintah diff  ini adalah:

diff(  f,x1,x2...),
dimana f adalah sebuah fungsi, dan x1, x2, ... adalah variabel bebas.
Contoh 6.2.1. Carilah turunan pertama dari fungsi berikut : ¢/x — \/x.
Pada lembar kerja Maple ditulis,
[> diff(x"(1/5) - sqrt(x),x);
dan hasilnya adalah :

11
5 x% 2\/§ ’
Contoh 6.2.2. Carilah turunan sin(x) terhadap x.

[> diff(sin(x),x);

cos(x).

Sama halnya dengan perintah limit , perintah diff =~ juga mempunyai dua bentuk yaitu Diff
(diawali dengan huruf kapital) dan diff ~ (diawali dengan huruf kecil). Untuk membedakan ked-
ua perintah tersebut, perhatikan contoh dibawah ini.

Contoh 6.2.3. Turunkan tan(x) terhadap x.

Langkah pertama, turunkan harga tan(x) dengan perintah Diff ,
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[>Diff(tan(x),x);

hasilnya akan terlihat seperti ini :

Tz tan(x); .

Sekarang bandingkan dengan perintah diff
[>diff(tan(x),x);
hasilnya adalah :
1+ tan(x)%.

Dari kedua contoh diatas terlihat bahwa penggunaan perintah Diff hanya memberikan ben-
tuk dari diferensial dala bentuk teks. Maple tidak menghitung hasil dari turunan tersebut. Maple
akan menghitung turunan suatu fungsi apabila digunakan perintah diff

6.2.1 Gradien garis

Aplikasi dari diferensial adalah untuk mencari gradien dari sebuah fungsi. Sebuah fungsi f(x),
akan mempunyai gradien f’(a) di titik (4, f(a)). Persamaan garis yang mempunyai gradien f’(a)
dapat dicari dengan menggunakan rumus :

y—fla) = f(a)(x—a). 6.1)

Contoh 6.2.4. Tentukan persamaan garis lurus yang menyinggung sebuah fungsi parabola y =
—1/3x% + x + 2 di titik (3, 2).

Dari soal diatas diketahui f(x) adalah —1/3x% 4+ x + 2,4 = 3dan f(a) = 2. Untuk menentukan
persamaan gradien garisnya, langkah pertama yang dilakukan adalah mencari besarnya f’(x).
Agar mudahnya kita beri nama varibel gradien untuk turunan pertama dari —1/3x? + x + 2,

d(—1/3x> +x+2)

dien =
gradien Ix

Pada lembar kerja Maple, dimasukkan

[>gradien = diff(-1/3 *X'2 + X + 2X);

2
gradien := ?X + 1

Substitusikan nilai a kedalam gradien, sehingga f’(a) diperoleh. Kemudian pada lembar kerja
Maple f’(a) diberi nama sebagai variabel 1,

[>m:= subs(x=3,gradien);

81



m=—1.

Untuk mencari persamaan garis singgung yang mempunyai gradien —1 dan melalui titik
(3,2), aplikasikan rumus 6.1. Nilai f'(a) = m = —1, (a, f(a)) adalah (3,2) telah diketahui. Selan-
jutnya nilai - nilai ini disubstitusikan ke persamaan 6.1, sehingga :

[> y =m *(x- a)+f(a):
[> subs(m=-1,a=3, f(a)=2,y);
—x+5.
Jadi persamaan garis singgung yang melalui parabola —1/3x2 + x + 2 pada titik (3,2) adalah
y=—x+5.

Secara grafis, Maple dapat menunjukkan bahwa persamaan garis y = —x + 5 dan parabola
—1/3x% + x + 2 menyinggung di titik (3,2), yaitu dengan cara memplot kedua fungsi tersebut
dalam satu gambar.

plot([-x+5, -1/3 *X 2+x+2], x = -10..10);

Hasilnya dapat dilihat pada gambar 6.2.

Gambar 6.2: Garis y = —x + 5 menyinggung y = —1/3x? + x + 2 pada titik (3,2).

6.2.2 Menentukan harga maksimum dan minimum

Aplikasi lain dari penggunaan hitung difefensial adalah menentukan harga maksimum dan min-
imum. Seperti diketahui bahwa harga ekstrim sebuah fungsi terjadi bilamana :

F(x) = 0. 6.2)

82



Contoh 6.2.5. Apakah f(x) = x> — 12x + 5 dengan interval [-1, 4] mempunyai harga maksimum
atau minimum, tentukan harga tersebut.

Pertama cari turunan pertama dari fungsi tersebut, hasil dari turunan tersebut, kita beri nama
solusi . Pada lembar kerja Maple dimasukkan :

[> yi=x"3-12 *x + 5:
[> solusi:=diff(y,x);
solusi := 3x* — 12.

Tentukan harga x supaya solusi = 0 . Halini dapat dicari dengan memakai perintah solve ,
seperti yang diperlihatkan dibawah ini:

[>solve(solusi=0,x);

2,-2.

Harga pembuat solusi = 0 terjadi pada saat x = 2 dan x = —2. Nilai x = —2 diabaikan karena
nilai -2 berada diluar interval, yakni [-1,4]. Untuk mengetahui harga maksimum fungsi tersebut,
maka x = 2 disubstitusikan ke persamaan y. Hal ini dikerjakan oleh Maple dengan memakai
perintah subs , seperti,

[>subs(x = 2, vy);

—11

Untuk memverifikasi jawaban diatas, fungsi diatas dapat di-plot sehingga dapat diketahui
apakah nilai -11 tersebut adalah maksimum ataukah minimum. Untuk memplotnya, pada lembar
kerja Maple dimasukkan perintah :

[>plot(y, x = -1..4)

Hasil dari plot tersebut dapat dilihat pada gambar 6.3. Dari gambar tersebut terlihat bahwa
funngsi tersebut pada interval [-1,4] mempunyai harga minimum yang bernilai -11.
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20

Gambar 6.3: Fungsi dari f(x) = x> — 12x 4 5 dengan interval [-1,4], mempunyai harga minimum.

Contoh 6.2.6. Sebuah kotak yang terbuat dari karton, dibuka sisi-sisinya, seperti yang terlihat
pada gambar 6.4. Panjang dan lebar kotak ini berturut turut adalah 150 [mm] x 240 [mm]. Ji-
ka sekarang karton tersebut pada bagian tertentu hendak ditekuk sepanjang x lihat gambar 6.4.
Berapa harga x agar kotak tersebut mempunyai volume yang maksimum.

150

240

Gambar 6.4: Gambar soal 6.2.6.

Jika pada bagian sisi - sisi dari karton tersebut dipotong untuk dilipat sebesar x, maka panjang
(p), lebar(l) dan tinggi(t) kotak tersebut adalah :

p = 240—-2x
I = 150 —2x
t = x

Untuk mencari volume (V) kotak tersebut adalah :
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V = plt
V = (240 —2x)(150 — 2x)x

Seterusnya persoalan ini dapat dikerjakan oleh program Maple. Untuk mencari Volume dari
kotak tersebut adalah :

[>V = (240 - 2 *Xx) x(150-2 *X) *X;

V := (240 — 2x)(150 — 2x)x.

Kemudian untuk mencari harga maksimumnya persamaan V diturunkan terhadap x, dan se-
lanjutnya diberi nama solusi

[> solusi:= diff(V,x);

solusi := —2(150 — 2x)x — 2(240 — 2x)x + (240 — 2x)(150 — 2x).
Untuk mendapatkan harga maksimum, maka nilai x harus ditentukan sehingga solusi = 0.

[>solve(solusi=0,x);

100, 30.

Terdapat dua harga x yang dapat menjadikan harga V menjadi maksimum. Harga x = 100, di-
abaikan, karena akan menjadikan lebar karton tersebut negatif (150 — 2x), dan ini tidak mungkin.
Jadi harga x = 30 yang digunakan untuk mencari harga V' maksimum. Hal ini dengan Maple
dapat dicari dengan mensubstitusikan x = 30 ke persamaan V.

[> subs(x = 30, V);
hasilnya adalah :
486000.
Jadi volume maksimum yang terjadi adalah 486000 [mm?3], untuk x = 30 [mm].

6.2.3 Turunan kedua

Program Maple dapat memecahkan persoalan differensial untuk turunan ke 2, atau lebih. Bentuk
perintah yang digunakan adalah :

difffx  $n),

dimana n merepresentasikan order turunan.
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Contoh 6.2.7. Carilah turunan kedua dari sin(x),

[> diff(sin(x),x$2);
dan hasilnya adalah :
—sin(x).
Contoh 6.2.8. Carilah turunan pertama dan kedua dari : (a). tan(x) dan (b) sin™*(x).

Untuk mencari turunan pertama :

[>diff(tan(x),x);

1+ tan(x)2.
Turunan kedua didapat dengan cara :

[>diff(tan(x),x$2);

2tan(x)(1 + tan(x)?).
Dengan cara yang sama kita kerjakan soal no (b).

[> diff(arcsin(x),x);

1
V1—ax2
Untuk mencari turunan ke dua,
[> diff(arcsin(x),x$2);
X
(1 _ x2)3/2'
6.3 Hitung Integral
Jika turunan dari F(x) adalah f(x), ditulis :
F'(x) = f(x).

Fungsi F(x) dapat dicari dengan mengintegralkan f(x).

/f(x) —F(x)+C,

dimana C adalah konstanta. Dalam Program Maple perintah integral dikenal dengan int atau
integrate . Bentuk perintah tersebut adalah :

int(f,x)
atau

integrate(f(x),x)
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6.3.1 Integral tak tentu

Jika dalam persoalan hitung integral, nilai konstanta C tidak diperlukan, maka persoalan integral
dinamakan integral indefinite atau integral tak tentu.

/x3dx.

Contoh 6.3.1. Hitung integral dari :

Pada lembar kerja Maple ditulis :
[> int(x"3,x);

=

Jadi hasil integral [ x®dx adalah %4.
Contoh 6.3.2. Hitung integral dari :
/ x"dx
[> int(x"n,x);
Hasilnya akan kita peroleh seperti :
yi+1

n+1
Contoh contoh lain integral yang diselesaikan dengan memakai Program Maple :

Contoh 6.3.3. Hitung [ cos(x)dx

[> int(cos(x),x);

sin(x).
Contoh 6.3.4. Hitung integral dari . terhadap x.
[> int(1/x,%);

In(x).
Contoh 6.3.5. Integralkan \/117 terhadap x.
[> int(1/(1-x"2),x);

arcsin(x).

Kadangkala dalam persoalan integral, suatu pernyataan ketika diintegralkan tidak memberikan
hasil jawaban. Jika hal ini terjadi, maka dengan program Maple juga tidak memberikan jawaban.

Contoh 6.3.6. Integralkan pernyataan dibawah ini:

/(exp(—xz) In(x)dx.
[>int(exp(-x"2) *In(X), X );
Hasil yang diberikan oleh Maple untuk hasil pengintegralan diatas adalah :

/exp (—x%) In(x)dx.
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6.3.2 Integral tertentu

Bilamana dalam persoalan hitung integral harga konstanta C diperlukan, maka hitung integral
tersebut kita namakan integral definite, atau integral tertentu. Bentuk perintah integral tertentu
pada lembar kerja Maple adalah

int(F, x=a..b)

Dimana F(x) adalah sebuah fungsi x. Pernyataan x = a, dan x = b, adalah batas bawah dan
atas fungsi yang akan diintegralkan.

Contoh 6.3.7. Hitung integral dari x> terhadap x. Dengan batas x = a dan x = b.
Pada lembar kerja Maple dimasukkan :

[>int(x"3, x = a..b);

b a4
4 4
Contoh 6.3.8. Hitunglah nilai integral :
4 (42
/ (x=4+1) i
1V
[>int((x"2+1)/sqrt(x)),x=1..4);
72
5

Contoh 6.3.9. Hitunglah nilai integral dari :

/2 )
/ X cos x“dx.
0

[>int((x  *cos(x"2)), x=0..sqrt(pi/2));

1

Contoh 6.3.10. Hitunglah persoalan integral ini: [;° e~ In(x)dx.
[>int(exp(-x"2) *[n(x), x=0..infinity );.

Hasil dari integral persamaan diatas adalah :

VY~ 2V/AIn(2).

Hasilnya agak sulit dipahami. Untuk mengetahui hasilnya secara numerik, maka Maple da-
pat diberi perintah untuk menghitung persoalan integral diatas dengan pendekatan numerical
integration. Perintah tersebut adalah evalf . Untuk mencari harga numeriknya pada soal diatas,
masukkan pada lembar kerja Maple :

[> evalf(int(exp(-x"2) *In(x), x=0..infinity )).
Hasilnya akan :

—.8700577270
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6.3.3 Luas Area

Salah satu aplikasi penggunaan hitung integral adalah mencari luas daerah dibawah kurva dari
sebuah fungsi (lihat gambar 6.5) dengan interval [a, b]. Dalam gambar 6.54 = 2 dan b = 4.

B0
50
0
y 30 £(x)

20

ks

Gambar 6.5: Luas area diabawah grafik f(x) dengan batasa =2 dan b = 4.

Misalkan ada sebuah fungsi yang kontinu, ¥ = f(x) dengan batas [a,b]. Maka luas daerah A
dibawah kurva fungsi tersebut dapat dicari dengan persamaan :

b
A= / F(x). 6.3)
Contoh 6.3.11. Carilah luas daerah dibawah kurva y = 9 — 4x? dengan batas x = 0 dan x = 3/2.

Persoalan diatas dapat dengan mudah dipecahkan oleh Maple, dengan memasukkan perintah
int kedalam lembar kerja Maple,

[>int(9-4  *x"2, x=0..3/2);

9.

Jadi luas daerah yang dibatasi oleh y = 9 — 4x?, dan x = 0, x = 3/2 adalah 9. Agar lebih jelas,
bagaimana bentuk geometri dari luas daerah yang dimaksud, kurva tersebut dapat diplot. Maple
dapat memplot daerah yang dibatasi oleh dua buah kurva atau lebih. Dalam bab ini pembahasan
hanya dibatasi pada daerah yang dibatasi oleh sebuah kurva dan sumbu x saja. Pada prinsipnya
memplot sebuah daerah sama dengan memplot sebuah kurva, hanya pada bagian option diberi
perintah tambahan yaitu filled . Untuk memplot daerah f(x) = 9 — 4x? dengan interval antara
0 dan 3/2, dan dibatasi oleh sumbu x pada lembar kerja Maple ditulis :

[> f=9 -4 =»x2:
[> plot(f,x=0..3/2, filled = true, color=green);
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hasilnya dapat dilihat pada gambar 6.6(a). Gambar ini mungkin belum terlalu jelas, kare-
na gambar ini hanya menggambar sebuah daerah yang dibarasi oleh sebuah fungsi dan sumbu
x. Untuk lebih menjelaskan bahwa daerah tersebut berada dibawah sebuah kurva, maka kurva
tersebut harus digambar secara bersamaan. Perintah display (lihat subbab 5.1.4) dapat digu-
nakan untuk keperluan ini. Pada lembar kerja Maple ditulis :

[> with(plots):

[> =9 -4 =*=x2:

[> a:=plot(f,x=0..3/2, filled = true, color=grey):

[> b:=plot(f,x=0..3/2, color=black, thickness=3):

[> display(a,b, TEXT([0.8,8], f(x)=9-4x"2",FONT(TIMES,BOLD,12)));

hasilnya dapat dilihat pada gambar 6.6(b).

B & f{x)=9-4x"2

g 0z 0.4 06 0.8 1 12 14 0 nz 0.4 06 0.8 1 12 1.4

* X

() (b)

Gambar 6.6: (a). Gambar dari daerah dari f(x) = 9 —4x?, (b). Daerah f(x) = 9 — 4x? diplot
secara bersamaan dengan kurva f(x) = 9 — 4x2.

Catatan 6.3.1. Penambahan perintah TEXT([0.8,8]) akan memberikan efek tampilnya text
“f(x) = 9 - 4x2 " padakoordinat (0.8,8) pada grafik. Sedangkan perintah FONT(TIMES,BOLD,12)

membuat Maple menulis sebuah text dengan huruf jenis Times dan style tebal (bold) dengan uku-
ran 12.

Contoh 6.3.12. Carilah luas daerah yang dibatasi oleh y = sin(x) dan y = cos(x) dengan interval
(0,2m).

Untuk mudahnya, gambar kedua kurva (y = sin(x) dan y = cos(x)), dalam satu gambar
sehingga dapat terlihat daerah yang dimaksud.

[>plot([sin(x),cos(X)],x=0..2 * Pi,color=[green,red], thickness=3);
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-0.59

Gambar 6.7: Grafik y = sin(x) dan y = cos(x) untuk interval (0, 271).

Catatan 6.3.2. Seperti yang telah disinggung pada catatan 6.3.1, untuk menggambarkan dareah
yang dibatasi oleh dua kurva yaitu y = sin(x), y = cos(x), cukup rumit. Hal ini tidak dibahas
dalam buku ini.

Gambar (6.7) memperlihatkan dua grafik yang dimaksud pada soal diatas. Untuk menentukan
batasan luas areanya, perlu diketahui dahulu titik - titik potong kedua grafik itu, caranya adalah
dengan mensubstitusi kedua kurva tersebut sin(x) = cos(x). Namun sebelum itu, Maple harus
di set dahulu, sehingga Maple dapat mencari semua titik potong kedua kurva tersebut. Cara
mensetnya :

[>_EnvAllSolutions := true:

Perintah _EnvAllSolutions := true: diartikan oleh Maple untuk mencari semua him-
punan jawaban dari sin(x) = cos(x). Langkah selanjutnya adalah mensubstitusi sin(x) = cos(x)
dengan perintah solve ,

[>solve(sin(x)=cos(x),X);

kemudian menghasilkan :

1

Zﬂ + 7y 1.
Ini artinya perpotongan kedua grafik tersebut terjadi pada titik titik 1/47, 5/47, 9/4m7, .. ..

Namun karena interval kedua kurva ini adalah [0, 27r], maka titik - titik poting kedua kurva

tersebut adalah 1/47, dan 5/47. Dari gambar 6.7 terlihat ada 3 daerah yang memenuhi, yaitu

daerah dari x = 0 sampai x = 1/47m kemudian dari x = 1/47 sampai x = 5/47 dan yang terakhir
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daerah dari x = 5/47 sampai x = 27. Luas daerah L antara kedua grafik itu dapat dicari dengan
mengintegralkan bagian demi bagian,
/4 57/4 27
L= / [cos(x) — sin(x)]dx + [sin(x) — cos(x)]dx + [cos(x) — sin(x)]dx.
0 /4 57/4
Pernyataan diatas dapat disederhanakan menjadi :
57/4
L=2 ) [sin(x) — cos(x)]dx.
/4

Untuk selanjutnya dalam lembar kerja Maple ditulis :
[>L:= 2 =int(sin(x)-cos(x), x=Pi/4..5 * Pi/4);
dan hasilnya adalah :
4V2.

Contoh 6.3.13. Tentukan luas daerah yang dibatasi oleh kurva y = 4 — x> dan sumbu x.

[>with(plots):

[> a:=plot(4-x"2, x =-2..2, filled=true, color=grey, view=[-5..5, -5..5]):
[> b:=plot(4-x"2, x =-5..5, color=black, view=[-5..5, -5..5]):

[> display(a,b,view=[-5..5,-5..5]);

Gambar 6.8: Area yang dibatasi oleh grafik y = 4 — x> dan sumbu x.

Dari gambar 6.8 terlihat, grafik y = 4 — x2, memotong sumbu x. Titik potong kurva terse-
but dengan sumbu x dapat dicari dengan perintah solve atau fsolve . Syarat grafik tersebut
memotong sumbu x adalah jika harga y = 0. Pada lembar kerja Maple dituliskan :
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[>solve(4 - x"2=0, x);
hasilnya adalah :

—-2,2.

Kurva y = 4 — x> memotong sumbu x pada titik x = 2 dan x = —2. Titik titik potong ini
kemudian digunakan sebagai batas untuk mencari luas area antara grafik y = 4 — x> dan sumbu
x. Luas daerah yang dimaksud selanjutnya dapat dicari dengan mengintegralkan y = 4 — x>
dengan batas x = —2 dan x = 2.

[> A = int(4-x"2, x = -2..2);

Jadi luas daerah yang dimaksud adalah : 32/3.

6.4 Paket Student

Dalam subab ini, pembaca akan diperkenalkan kepada paket Maple yang disebut paket Stu-
dent. Paket ini sangat berguna untuk memecahkan persoalan - persoalan matematika yang ser-
ing dijumpai oleh siswa SMU dan mahasiswa tingkat pertama jurusan eksakta. Subbab ini akan
memfokuskan pembahasan paket student yang menyangkut masalah kalkulus, lebih spesifik lagi
adalah kalkulus variabel tunggal (single variable). Didalam paket student ini bukan hanya fungsi
fungsi untuk memecahkan masalah kalkulus yang akan dijumpai, namun juga tutorial dari fungsi
- fungsi tersebut. Dengan tuttorial ini siswa ataupun mahasiswa dapat melakukan kegiatan inter-
aktif dengan Maple dalam memecahkan persoalan kalkulus.

Untuk memanggil paket student dengan modul kalkulus variabel tunggal digunakan perintah

with(Student[Calculus1]) ;

Pernyataan Calculusl mengartikan kalkulus dengan variabel tunggal. Setelah perintah terse-
but dieksekusi, maka pada lembar kerja Maple akan tampil fungsi fungsi yang dapat digunakan
untuk memecahkan persoalan kalkulus. Perintah - perintah tersebut adalah :

[AntiderivativePlot, AntiderivativeTutor, Approximatelnt, ApproximatelntTutor, ArcLength, ArcLength-
Tutor, Asymptotes, Clear, CriticalPoints, CurveAnalysisTutor, DerivativePlot,DerivativeTutor, DiffTu-
tor, ExtremePoints, FunctionAverage, FunctionAverageTutor, FunctionChart, FunctionPlot, GetMessage,
GetNumProblems, GetProblem, Hint, InflectionPoints, IntTutor, Integrand, InversePlot, InverseTutor,
LimitTutor, MeanValueTheorem, MeanValueTheoremTutor, NewtonQuotient, NewtonsMethod, Newton-
sMethodTutor, Pointlnterpolation, RiemannSum, RollesTheorem, Roots, Rule, Show, Showlncomplete,
ShowSteps, Summand, SurfaceOfRevolution,SurfaceOfRevolutionTutor, Tangent, TangentSecantTutor, Tan-
gentTutor, TaylorApproximation, TaylorApproximationTutor, Understand, Undo, VolumeOfRevolution,
VolumeOfRevolutionTutor, WhatProblem]

Dari sejumlah perintah perintah diatas, yang paling sering dijumpai pada persoalan matem-
atika tingkat SMU adalah : panjang kurva (Arch Length), dan volume benda putar (Volume of
Revolution). Pembahasan pada subbab ini akan memfokuskan pada kedua perintah tersebut.
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6.4.1 Volume benda putar

Bilamana terdapat daerah R yang dibatasi oleh kurva y = f(x), sumbu x, dan garis x = a, x = b,
lihat gambar 6.9. Jika daerah R tersebut diputar dengan sumbu x sebagai sumbu putarnya maka
daerah R akan membentuk sebuah bentuk solid yang dapat dihitung volumenya.

0.51
0.6
0.44

0.2

E4

Gambar 6.9:

Volume benda putar dari f(x) yang mengelilingi sumbu x dapat dicari dengan rumus :

V= n/ab[f(x)]zdx.

Pada paket student, persoalan mencari volume benda putar dapat dipecahkan dengan perin-
tah VolumeOfRevolution . Bentuk dari perintah tersebut adalah :

VolumeOfRevolution(f(x), x = a..b, opsi)

Dimana f(x) adalah fungsi yang membuat volume benda putar, a dan b adalah batasan kur-
va pada sumbu x. Sedangkan pada opsi, pengguna Maple dapat memerintahkan Maple agar
mengeluarkan hasilnya dalam bentuk plot, dalam bentuk integral, dan dalam bentuk nilai. Ji-
ka pengguna Maple ingin mendapatkan hasil perhitungan volume benda putar ini dalam bentuk
plot, maka pada bagian opsi ditulis output=plot ,jika pengguna ingin mendapatkan dalam ben-
tuk integral, maka pada bagian opsi ditulis output=integral , sedangkan jika pengguna Maple
hanya ingin mengetahui nilai dari volume benda putar tersebut, maka pada bagian opsi ditulis
output = value

Contoh 6.4.1. Hitung isi benda putar yang terbentuk karena perputaran daerah terhadap sumbu
x. Daerah tersebut dibatasi oleh y = x?, sumbu x, x = 0, dan x = 2.
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Dengan mengaplikasikan perintah VolumeOfRevolution  , pada lembar kerja Maple dituliskan

[>with(Student[Calculusl]):
[>VolumeOfRevolution(x"2, x=0..2, output=plot);

Dengan memasukkan output=plot ~ , maka perintah diatas akan menghasilkan sebuah gam-
bar seperti yang diilustrasikan pada gambar 6.10.

The Yolume of Revolution Around the Horizontal Axis of
fix) = wd
on the Interval [0, 2]

Gambar 6.10: Volume benda putar dari fungsi y = x> dengan batas[0,2], yang diputar terhadap
sumbu x.

Jika sekarang kita ingin mengetahui volume benda putar tersebut dalam bentuk persamaan
integral, maka perintah output=integral dimasukkan pada perintah diatas, sehingga :

[>with(Student[Calculus1]):
[>VolumeOfRevolution(x"2, x=0..2, output=integral);

dan hasilnya dapat dilihat pada pernyataan dibawah ini:

2
7r/ xtdx.
0

Bila perintah output=value diletakkan pada bagian opsi, maka Maple akan menghitung nilai
volume benda putar tersebut.
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[>with(Student[Calculus1]):
[>VolumeOfRevolution(x"2, x=0..2, output=value);

32n
2

Contoh 6.4.2. Kita gunakan lagi contoh 6.4.1. Hitung isi benda putar yang terbentuk karena per-
putaran daerah terhadap sumbu y. Daerah tersebut dibatasi oleh y = x%, sumbu x, x = 0, dan
x =2

Untuk menginformasikan kepada Maple bahwa volume benda putar yang dicari kali ini,
memakai sumbu vertikal sebagai sumbu putarnya, maka pada perintah VolumeOfRevolution
ditambahkan perintah axis = vertical . Jika pada perintah axis tidak dituliskan, maka Maple
akan menghitungnya benda tersebut diputar terhadap sumbu x.

[>with(Student[Calculusl]):
[>VolumeOfRevolution(x"2, x=0..2, axis = vertical, output=plot);

The Yolume of Revolution Around the YWerical Axis of
fix) = wd
on the Interval [0, 2]

Gambar 6.11: Volume benda putar dari fungsi y = x> dengan batas[0,2], yang diputar terhadap
sumbu y.

Dengan mengganti output = plot ~ menjadioutput = integral , Maple akan menampilkan
volume yang terjadi dalam bentuk persamaan integral.

[>with(Student[Calculus1]):
[>VolumeOfRevolution(x"2, x=0..2, axis=vertical, output=integral);

2
/ 2mx3dx.
0

Sedang untuk mengetahui besarnya volume benda putar yang terjadi, pernyataan output =
value diaplikasikan kedalam perintah VolumeOfRevolution
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[>with(Student[Calculus1]):
[>VolumeOfRevolution(x"2, x=0..2, axis=vertical, output=value);

hasilnya adalah :

8.

6.4.2 Volume benda putar yang dibatasi dua fungsi

Jika sebuah daerah yang dibatasi oleh dua buah fungsi f(x) dan g(x) dengan interval [a, b],
diputar terhadap sumbu x, maka volume benda yang terjadi dapat dihitung dengan menggu-
nakan rumus :

b
V= [ [P - (s} dx (6.4)
Untuk menghitung persoalan ini, perintah VolumeOfRevolution ~ dapat tetap diaplikasikan.

Contoh 6.4.3. Hitung volume benda putar yang terbentuk karena perputaran daerah yang di-
batasi oleh y = x°® dan y = x. Daerah tersebut terletak diatas sumbu x, dan diputar terhadap
sumbu x.

Gambar 6.12: Daerah yang dibatasi oleh y = x® dan y = x, daerah ini kemudian diputar terhadap
sumbu horisontal (x).

Langkah pertama adalah memvisualisasikan persoalan diatas, sehingga kita dapat dengan
jelas melihat batasan - batasan dari benda tersebut. Agar melakukan penulisan ulang, kita defin-
isikan f(x) = x> dan ¢(x) = x. Untuk mengilustrasikan daerah perpotongan antara f(x) dan
¢(x), pada lembar kerja Maple dituliskan :

[>with(plots):

[> x=x"3:

[> gx = x:

[> a:=plot([fx,gx],x= 0..1.5, filled= true, color=[white,grey]):
[> b:=plot([fx,gx],x=0..1.5, color=[black,black]):

[> display(a,b);
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Hasilnya dapat dilihat pada gambar 6.12. Dari gambar tersebut terlihat bahwa batasan lain
dari benda tersebut adalah titik potong antara y = x> dan y = x. Perintah solve digunakan
untuk mencari titik potong kedua kuva tersebut,

[>solve(fx=gx,x);
dan memberikan hasil,
0,1,-1.

Karena daerah yang diingini adalah diatas sumbu x, maka titik potong yang dipakai adalah

= 0 dan x = 1. Selanjutnya volume benda yang dimaksud dapat diketahui dengan men-

gaplikasikan perintah VolumeOfRevolution . Untuk mengetahui volume benda tersebut dalam
bentuk persamaan integral, maka pada lembar kerja Maple dituliskan :

[>with(Student[Calculus1]):
[>VolumeOfRevolution(fx"2-gx"2, x = 0..1, output=integral);

dan hasilnya adalah :

1
/ mxt (x* — 1)%dx.
0

Untuk mengetahui besarnya volume benda tersebut, pernyataan output=integral diganti
dengan output=value  seperti dibawah ini,

[>with(Student[Calculus1]):
[>VolumeOfRevolution(fx"2-gx"2, x = 0..1, output=value);

dan hasilnya adalah :

32n
585"

Untuk melihat bentuk volume benda tersebut, pernyataan output=value diganti dengan
output=plot seperti dibawah ini,

[>with(Student[Calculusl]):
[>VolumeOfRevolution(fx"2-gx"2, x = 0..1, output=plot);

gambar 6.13 memperlihatkan bentuk benda putar tersebut.

6.4.3 Panjang Kurva

Jika fungsi f(x) dan turunannya f’(x) kontinu dalam interval [a, b], maka panjang busur s dari
kurva y = f(x) mulai dari titik (a, f(a)) sampai (b, f(b)) dapat dicari dengan :

s—/ ,/1+ dx 6.5)

98

atau



The Yolume of Revolution Around the Horizontal Axis of
f(x) = w6-1"2
on the Interval [0, 1]

0.4+

Gambar 6.13: Volume benda putar yang dibatasi oleh y = x® dan y = x

2
s:/b,/1+(jg> dy. 6.6)

Panjang busur dapat dicari oleh Maple dengan menggunakan perintah ArcLength . Bentuk
penulisan dari perintah ini adalah :

ArcLength(f(x), batasan, opsional)
Pada bagian optional dapat diganti dengan output dengan pilihan antara lain : value, integral.
Contoh 6.4.4. Hitung panjang busur y = x/3 dari titik (1,1) sampai titik (8,4).
Untuk jelasnya, kurva yang dimaksud dapat digambar dengan memakai perintah plot ,
[>plot(x"(2/3), x = 0..10);

hasil dari perintah diatas dapat dilihat pada gambar 6.14.

Untuk menghitung panjang kurva tersebut, kita aplikasikan perintah ArcLength. Bila yang
diingini hasilnya adalah panjang kurva dalam bentuk persamaan integral, maka pada bagian op-
sional dimasukkan perintah output = integral , seperti yang dituliskan dibawah ini.

[>with(Student[Calculus1]):
[>ArcLength(x"(2/3), x = 1..8, output=integral);

Perintah diatas akan menghasilkan panjang kurva y = x?/3 dalam bentuk persamaan integral,
seperti yang terlihat dibawah ini.
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Gambear 6.14: Kurva y = x%/3.

449y (2/3)

/ 2/3

Bila yang diingini agar Maple menghitung nilai dari panjang kurva tersebut, maka pada bagian
opsional perintah output = integral , diganti menjadi output = value

[>with(Student[Calculusl]):
[>ArcLength(x"(2/3), x = 1..8, output=value);

dan hasilnya adalah :

13113 N 801/10
27 27

6.5 Soal - Soal dan Penyelesaiannya

Kerjakan soal - soal dibawah ini dengan menggunakan Program Maple. Bandingkan hasilnya bila
dekerjakan secara manual.

1. Tentukan nilai limit dibawah ini:

(@) limy_p(x* —x +4).
(b) lim,_,q m

(c) limy_p 3= 24

(d) lim, .1 = ﬁ'

Untuk mendapatkan penyelesaian dari soal - soal diatas, pada lembar kerja Maple kita
tuliskan sebagai berikut :
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(@) limy_p(x* — x +4).
[> limit(xX"2-x+4, x=2);

6.
(b) lim, .1 v/10 — x.
[> limit(sqrt(10-x), x=1);
3.
() limy_ £=4,
[> limit((x"2-4)/(x-2), x=2);
4.
(d) limy_.q \x[x;_ll
[> limit((x-1)/(sqrt(x)-1), x=1);
2.

2. Integralkan pernyataan ini : [ ¢/xdx. Kita ubah dahulu pernyataan /x menjadi x'/3.

[>int(X"(1/3),X);

(TS

3t
i

Maple tidak menambahkan konstanta untuk perhitungan integral tak tentu, oleh sebab itu

janganlah lupa kalau hasil integral diatas perlu ditambah konstanta C.

3. Integralkan [(1 — x)/xdx. Kita bisa ubah pernyataan (1 — x)./x menjadi (1 — x)x'/2. Ke-
mudian pernyataan itu kita integralkan dengan menggunakan Maple seperti :

[> int((1-x) *X"(1/2),X);

2(—5+ 3x)x%/2
15

4. Integralkan 3(537122)3613(. Supaya tidak menulis terlalu panjang, kita beri nama dahulu 3(3{837’;22)3
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[>f=(8 *x2)/(3 *(X'3+2)'3);

8x?
f=3m12
3(x3+42)
Lalu kita integralkan menjadi :
[>int(f,x);
4
9(x3+2)2

5. Hitunglah turunan pertama dari fungsi trigonometri dibawah ini:

(a) y = tan(x)
(b) y = sec(x)
(c) y = cos(x)

Jawaban soal (a)

[>diff(tan(x),x);

1+ tan(x)%.
Jabawan soal (b)

[>diff(sec(x),x);

sec(x) tan(x).
Jawaban soal ()

[> diff(cos(x),x);

— sin(x).

6. Hitunglah nilai dari integral tertentu fol x(1 — y/x)?dx. Kita bisa menuliskan langsung pada
Maple seperti :

[> int(x *(1-sqrt(x))"2, x=0..1);
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dan hasilnya adalah :

1
30
. Berapakah nilai dari [~° xdez Dengan Maple kita dengan mudah mencari nilai dari perny-

ataan diatas :

[>int(1/(x+2), x= -6..-10);

Hasilnya adalah :
In(2).

. Hitung daerah yang dibatasi oleh kurva parabola y = 9 — x? dan garis x + y = 7. Untuk
mencari luas area yang dibatasi oleh dua buah kurva, maka dipakai persamaan :

A= [ ()~ gtax ©7)

Kurva parabola y = 9 — x> mewakilkan f(x) dan persamaan garis x + y = 7 mewakilkan
g(x). Sedangkan a dan b adalah titik potong antara f(x) dan g(x) Bentuk g(x) =x+y =7
dapat diubah bentuknya menjadi :

x+y =7
y = 7—x

Untuk mencari titik - titik potong kedua kurva tersebut, kita gunakan perintah solve ,
seperti dibawah ini:

[> solve(ly=7-x, y=9-x"2],{x,y});

{y=5x=2},{y=8x=—1}.

Titik potong kedua kurva tersebut adalah (2,5) dan (-1,8). Untuk memvisualisasikan per-
soalan diatas, kita gunakan perintah plot seperti,

[>plot([7-x, 9-x"2],x=-4..4);
Dari gambar 6.15 terlihat daerah yang dimaksud mempunyai batasan pada x = —1 dan

x = 2. Untuk mencari luas daerah tersebut, rumus 6.7, sehingga :

[> A== int(fx-gx,x=-1..2);
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Gambar 6.15: Gambar soal no.8, mencari luas daerah yang dibatasi oleh kurva y = 9 — x? dan
x+y=7.

Dari hasil perhitungan integral diatas, harga A diketahui
A= E.

9. Hitung volume benda putar yang terbuat dari kurva f(x) = y = x — x? dan dibatasi oleh
sumbu x. Kurva tersebut diputar terhadap sumbu x.

Untuk memecahkan persoalan ini kita gunakan paket student. Namun sebelum itu untuk
mudahnya, kita visualisasikan dahulu kurva tersebut dalam koordinat sumbu x dan y. Hal
ini penting untuk mengetahui batasan - batasan dari kurva tersebut.

[>plot(x-x"2, x=0..1);
Dari gambar 6.16 terlihat bahwa kurva tersebut memotong sumbu x pada dua titik. Untuk

mencari titik potong tersebut dapat digunakan perintah solve , seperti:

[>solve(x-x"2=0,x);

Hasilnya adalah :
0,1.

Artinya kurva tersebut memotong sumbu x pada titik potong 0 dan 1. Angka angka ini
kemudian dijadikan batasan integral untuk menghitung volume benda putar. Selanjutnya
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10.

0.37

0.251

0.24

0.151

0.14

0.051

Gambar 6.16: Kurva y = x — x? yang akan diputar terhadap sumbu x.

kita gunakan paket student untuk menghitung dan memvisualisasikan volume benda putar
tersebut. Untuk mencari besarnya volume benda putar yang terjadi, kita masukkan perintah
dibawah ini pada lembar kerja Maple.

[>with(Student[Calculusl]):
[>VolumeOfRevolution(x-x"2, x=0..1, output=value);

dan hasilnya adalah :
us

%.
Untuk melihat bagaimana bentuk volume benda putar yang terjadi, kita gunakan perin-

tah yang sama, hanya pada bagian output=value , diganti dengan output=plot . Lihat
langkah - langkah dibawah ini.

[>with(Student[Calculusl]):
[>VolumeOfRevolution(x-x"2, x=0..1, output=plot);

Hasilnya dapat dilihat pada gambar 6.17.

Sebuah kurva,
_r, 1
YT T
Hitung panjang kurva tersebut dari x = 1 sampai x = 2.

Untuk mengerjakan soal diatas, kita gunakan perintah ArcLength yang berada pada paket
Student. Pada lembar kerja Maple ditulis :
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The “alume of Revolution Around the Horizontal Axis of
i3] = x-nd
on the Intereal [0, 1]

Gambar 6.17: Hasil perputaran kurva y = x — x? terhadap sumbu x.

[>with(Student[Calculusl]):
[>ArcLength(x"4/8 + 1/(4 *X"2), x=1..2, output=value);

Perhitungan diatas menghasilkan :
33

R .
Untuk melihat bentuk kurva tersebut, fungsi diatas dapat di-plot,

[>plot(x"4/8 + 1/(4 *X'2), x=1..2);

6.6 Soal - Soal Latihan

1. Gunakan metode grafik dan aljabar untuk menghitung persoalan limit dibawah ini:

¥ =125
x°—5

(b) lim, g Vit

V1tx—v1+x2
V1-x2—/1—x

2. Hitung turunan pertama dari :

(a) lim, 5

(C) liIrl}c—>()
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0.87

0.6

0.4

Gambar 6.18: Panjang busur dari kurva y = x*/8 4+ 1/4x2, dengan batas x = 1 sampai x = 2.

(@) y = 4x° —5/2x* — 10x3.
(b) y = Ve e 2.
© y = (1+1/x)"
3. Hitung integral dari :
(@ |2
(b) J(vV2x — L )dx.
(©) JJe** sin?(2x)dx.

@ Y

0 x cos(x?)dx.

4. Tentukan luas area yang dibatasi oleh kurva y = 12 — x — x?

dan x = 2.

, sumbu x dan garis x = —3

5. Hitunglah luas area yang dibatasai oleh kurva y = x> — 5x + 6, x = 0 dan x = 4.

6. Sebuah massa digantungkan pada sebuah pegas, mempunyai persamaan perpindahan jarak
x fungsi dari waktu t sebagai berikut :

x(t) = 40 4 5¢~> cos (7t — g

(a) Buatlah grafik x fungsi dari t dengan interval [0,2].

(b) Carilah persamaan kecepatan v dari persamaan diatas. Kita tahu bawha kecepatan

adalah :
v = ix(t)
Codr
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10.
11.

Jika sebuah benda mempunyai kecepatan gerak sebesar :
o) =1—e ",
Tentukan persamaan jaraknya x sebagai fungsi dari waktu .

Tentukan luas sebuah daerah yang dibatasi oleh sebuah kurva x = y? dan sebuah garis
y=x-2
Hitunglah sebuah volume benda putar, yang dibatasi oleh kurva y = x?, sumbu x, dan garis

x = 2. Benda ini diputar dengan memakai sumbu x sebagai sumbu putarnya.
Carilah persamaan garis lurus yang menyinggung parabola (y = x2) pada titik (2,4).

Sebuah pagar yang panjangnya 20 [m] akan dipakai untuk memagari sebuah tanah yang
berbentuk segitiga siku - siku. Berapa ukuran segitiga tersebut agar luas tanah tersebut
maksimum.
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Bab 7

Matrik dan Vektor

Pada bab ini akan diperlihatkan bagaimana Maple dapat diaplikasikan untuk menyelesaikan per-
soalan Aljabar Linear. Topik yang dibahas pada bab ini adalah tentang Vektor dan Matrik. Perin-
tah - perintah untuk mengoperasikan vektor dan matrik berada dalam paket Linear Algebra, yang
disingkat linalg

Sebelum memakai perintah - perintah yang dapat digunakan menyelesesaikan persoalan Ma-
trik dan Vektor, pastikan dahulu, bahwa paket linalg  telah dipanggil. Untuk memanggil paket
linalg , digunakan perintah with(linalg) . Setelah paket ini terpanggil, maka pada lembar
kerja akan tampil, perintah - perintah apa saja yang terdapat dalam linalg ~ yang bisa digunakan
untuk memecahkan soal Aljabar Linear.

[BlockDiagonal, GramSchmidt, JordanBlock, LUdecomp, QRdecomp, Wronskian, addcol, addrow, adj,
adjoint, angle, augment, backsub, band, basis, bezout, blockmatrix, charmat, charpoly, cholesky, col, coldim,
colspace, colspan, companion, concat,cond, copyinto, crossprod, curl, definite, delcols, delrows,det, diag,
diverge, dotprod, eigenvals, eigenvalues, eigenvectors, eigenvects, entermatrix, equal, exponential extend,
ffgausselim, fibonacci, forwardsub, frobenius,gausselim, gaussjord, geneqns, genmatrix, grad, hadamard,
hermite, hessian, hilbert, htranspose, ihermite, indexfunc,innerprod, intbasis, inverse, ismith, issimilar,
iszero, jacobian, jordan, kernel, laplacian, leastsqrs, linsolve, matadd, matrix, minor, minpoly, mulcol, mul-
row, multiply,norm, normalize, nullspace, orthog, permanent, pivot, potential, randmatrix, randvector,
rank, ratform, row, rowdim, rowspace, rowspan, rref, scalarmul, singularvals, smith, stackmatrix, subma-
trix, subvector, sumbasis, swapcol, swaprow, sylvester, toeplitz, trace, transpose, vandermonde, vecpotent,
vectdim, vector, wronskian].

7.1 Matrik

7.1.1 Definisi

Matrik adalah kumpulan angka yang ditulis dalam bentuk kolom dan baris. Satu Matrik dikatakan
beorde m x n artinya matrik tersebut mempunyai m baris dan n kolom.
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a11 a2 ... Aip
any azp ... Aoy

Aml Am2 .. Amn

Angka - angka pada 4;; (1 <i < m, 1 < j < n) dinamakan elemen dari matrik. Pada notasi
ini i adalah index baris, dan j adalah index kolom.

7.1.2 Membangun Matrik
Untuk membangun sebuah matrik yang berdimensi m x n pada Maple digunakan perintah :
matrix(m,n[elemen matrik])

Contoh 7.1.1. Buatlah suatu matrik yang berdimensi 4 x 4, seperti dibawah ini :

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15 16

untuk membuat matrik yang dimaksud, pada lembar kerja Maple ditulis seperti :
[> A := matrix(4,4,[1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16]);

dan hasilnya akan terlihat seperti dibawah ini:

1 2 3 4
5 6 7 8
A= 9 10 11 12
13 14 15 16

Maple memberikan juga fasilitas untuk membangun sebuah matrik dalam bentuk simbol seper-
ti:

[> m:=matrix(2,2,[a,b,1/2 * sqrt(2),d);

mi={ 402 4

Matrik yang ditulis secara simbolik ini dapat dioperasikan sama seperti matrik - matrik yang
elemennya numerik.
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7.1.3 Determinan suatu Matrik

Untuk mencari determinan suatu matrik, kita gunakan perintah det . Kaedah penulisan perintah
det adalah:

det(Matrik)

Contoh 7.1.2. Hitunglah determinan dari matrik :

oe[21]

Langkah pertama kita buat dahulu suatu matrik yang berdimensi 2 x 2. Dengan memasukkan
perintah dibawah ini kedalam lembar kerja Maple,

[>M:=matrix(2,2,[1,2,5,6]);

M:[éz}.

Untuk mencari determinannya kita gunakan perintah,
[> with(linalg):
[> det(M);
—4
hasil determinan dari matrik M adalah —4.
7.1.4 Inverse suatu Matrik
Invers sebuah Matrix oelh Maple dapat dicari dengan menggunakan perintah :
inverse(Matrik);
Contoh 7.1.3. Tentukan inverse dari matrik
4 5
a=(33)
Masukkan pada lembar kerja Maple :

[>A = matrix(2,2,[4,5,5,6]);
4 5
aef12]
lalu kita cari inverse matrik A dengan cara :
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[>with(linalg):
[> inverse(A);

-6 5
=[P 5]
Maple dapat juga digunakan untuk mencari inverse dari sebuah matrik dimana elemen matrik
tersebut, berupa simbol.

Contoh 7.1.4. Carilah inverse dari matrik dibawah ini :

a b
M= ( c d > '
Langkah pertama, adalah membangun matrik M seperti;

[>M:=matrix(2,2,[a,b,c,d]);

we2]

Inverse dari matrik diatas dapat dicari dengan perintah inverse ,

[> with(linalg):
[> inverse(M);

d b
ad—bc ad—bc

__c  _a
ad—bc ad—bc
Contoh 7.1.5. Carilah invers dan determinan dari matrik M

2 6 8 10
17 20 56 45
9 13 15 18
19 17 25 3

M=

Langkah pertama adalah membangun Matrik M itu sendiri dengan cara :

[>M:=matrix(4,4,[2,6,8,10,17,20,56,45,9,13,15,18,19,17,25,3]):

2 6 8 10
17 20 56 45
9 13 15 18
19 17 25 3

M .=

Selanjutnya adalah mencari dengan menggunakan perintah inverse

[ with(linalg):
[>inverse(M);
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r —1667 203 2311 241 A

3223 9669 9669 "~ 9669
2685 _ 185 312 172
6446 3223 3223 3223
823 208 _ 1252 277
6446 9669 9669 9669
—479 42 367 _ lel

- 3223 3223 3223 3223 A

Sedangkan untuk mencari harga determinan dari matrik M, kita lakukan dengan perintah det

[>with(linalg):
[>det(M);

dan hasilnya adalah,

—19338.

7.1.5 Mentranspose matrik

Jika baris dan kolom suatu Matrik A dipertukarkan, maka Matrik yang baru kita sebut dengan
Matrik Transpose AT dari Matrik semula.

Contoh 7.1.6. Suatu matrik A,

A=

NN &~
g1 O O

Jika ditranspose akan menghasilkan matrik :
=(653)
Program Maple menyediakan fasilitas untuk mentranspose suatu Matrik. Perintah tersebut
adalah transpose . Bentuk dari perintah ini adalah :
transpose(M);
Contoh 7.1.7. Tranposelah Matrik H dibawah ini:
( 35 79 )
20 32 )
Langkah pertama adalah, buat Matrik H yaitu :
[>H:=matrix(2,2,[35,79,20,32));

35 79
H'_[zo 32]'

Setelah itu, jalankan perintah Transpose
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[>with(linalg):
[>transpose(H);

dan hasilnya adalah :
35 20
79 32 |°
7.1.6 Penjumlahan dan Pengurangan Matrik

Supaya dua buah Matrik dapat dijumlahkan atau dikurangkan, maka orde keduanya haruslah
sama. Untuk menjumlahkan Matrik A dan Matrik B, pada program Maple digunakan perintah :

evalm(A + B);

Sedangkan untuk pengurangan Matrik A dan Matrik B, digunakan perintah :
evalm(A - B);

Perintah evalm indentik dengan perintah evalf , lihat sub-bab 2.1.

Contoh 7.1.8. Dua buah Matrik A dan B :

3 -4 5 10 -6 -9
A=|8 0 -3 B = 6 -5 -7
5 2 1 -10 9 12

Hitunglah A +B dan A — B

Step pertama yang kita lakukan adalah membangun matrik A dan B dengan cara :

[>A:=matrix(3,3,[3,-4,5,8,0,-3,5,2,1]);

Lalu kita jumlahkan dengan cara :

[>evalm(A+B);

13 —-10 -4
14 -5 -—-10 |.
-5 11 13

Untuk proses pengurangan, berikan Matrik B tanda minus, kemudian lakukan A + (—B).
Seperti dibawah ini :
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[>evalm(A - B);

dan hasilnya adalah :

-7 2 14
2 5 4 .
15 -7 -11

7.1.7 Perkalian Matrik
Perkalian Skalar

Mengalikan suatu Matrik dengan sebuah bilangan (skalar) artinya kita mengalikan elemen - ele-
men Matrik dengan bilangan tersebut.

Contoh 7.1.9. Hitung perkalian 4.A. Dimana A adalah suatu Matrik dari,
7 9
a=(73)
4.A

a (7 9\ _ (28 36
‘\8 2 ) \32 8 /)
Maple memberikan fasilitas perkalian sebuah Matrik A dengan skalar n. Perintah tersebut
adalah :

scalarmul(A,n) ,

dimana n adalah sebuah bilangan sembarang.

Contoh 7.1.10. Dua buah Matrik A dan B :

3 -4 5 10 -6 -9
A=18 0 -3 B = 6 -5 -7
5 2 1 -10 9 12

Hitunglah 4B dan A — 4B

Pertama bangun Matrik A dengan cara,

[>A:=matrix(3,3,[3,-4,5,8,0,-3,5,2,1));

Kemudian buat sebuah Matrik B,
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[>B:=matrix(3,3,[10,-6,-9,6,-5,-7,-10,9,12]);

10 -6 -9
B := 6 -5 7.
-10 9 12
Untuk mencari 4B lakukan,

[>scalarmul(B,4);

hasilnya seperti :

40 —-24 -36
24 20 -28 |.
—40 36 48

Untuk menghitung hasil dari A - 4B, dapat dicari dengan memasukkan perintah pada lembar
kerja Maple sebagai berikut:
[>evalm(A - (scalarmul(B,4)));
=37 20 41
-16 20 25 |.
45 34 47

Perkalian dua buah Matrik

Dua buah Matrik dapat dikalikan bilamana jumlah kolom pada Matrik pertama sama banyak
dengan jumlah baris pada Matrik kedua. Yang perlu diperhatikan dalam perkalian Matrik tidak
berlaku hukum komunikatif yaitu :

A.B # B.A.

Perkalian dua buah Matrik A dan B dengan program Maple, dapat dilakukan dengan meng-
gunakan perintah multiply , yang mana kaedah penulisannya adalah :

multiply(A,B);
atau perkalian Matrik disimbolkan dengan &, dengan format penulisan sebagai berikut,
evalm(A &xB); .

Contoh 7.1.11. Kembali pada contoh 7.1.8; dua buah Matrik A dan B :
3 -4 5 10 -6 -9
A=|8 0 -3 B = 6 -5 -7
5 2 1 -10 9 12
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Masukkan pada lembar kerja Maple
[>multiply(A,B);

—44 47
110 -75
52 =31

—108

] |

atau perkalian tersebut dapat juga dilakukan dengan simbol &=, seperti dibawah ini :

[>evalm(A& =B);

—44 47
110 -75
52 31

Sekarang bandingkan dengan B.A,
[>multiply(B,A);

—-63 —58 59
—-57 —38

102 64 —65

—108
—47

].
].

Catatan 7.1.1. Perkalian matrix adalah perkalian baris dan kolom. Maple tidak akan melakukan
operasi perkalian, bilamana matrik tersebut baris dan kolomnya tidak sesuai.

7.2 DPenyelesaian sistem persamaan linear

Sebuah sistem persamaan linear seperti dibawah ini,

ax + by +cz
ex+ fy+gz
ix + jx +kz

d
h
l

dapat disusun kedalam bentuk Matrik menjadi sebagai berikut :

(})

(7.1)

Untuk mencari x, ruas kanan dan kiri dari persamaan tersebut dikalikan dengan invers matrik

a b ¢ X
e f g y
i j ok z
Ax=Db.
A, maka:
A tAx =
X

A lb
Alb (7.2)

Dengan bentuk seperti persamaan 7.2, Maple dapat langsung memecahkan persoalan diatas

dengan perintah linsolve
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linsove(A,b)

Contoh 7.2.1. Selesaikan satu sistem linear dengan tiga variabel yang tidak diketahui seperti
dibawah ini :

x+2y+3z = 1
x+3y = 2
x+4x+3z = 3

Untuk menyelesaikan sistem persamaan tersebut, langkah pertama adalah mengubah bentuk
sistem persamaan tersebut dalam bentuk matrik seperti :

1 2 3 X 1
1 3 0 y|l=121. (7.3)
1 4 3 Z 3

Dengan bentuk seperti persamaan 7.3, dengan mudah diketahui nilai matrik A dan b, kemu-
dian aplikasikan perintah linsolve pada soal diatas,

[>with(linalg):

[>A := matrix(3,3,[1, 2, 3,1, 3, 0, 1, 4, 3]):
[>b:=matrix(3,1,[1,2,3]):

[>linsolve(A,b);

[-1,1,0].

Penyelesaian persamaan diatas adalah x = -1,y =1, dan z = 0.

7.3 Program Linear

Program linear adalah bagian dari aplikasi matematika yang membahas masalah optimasi. Dalam
persoalan program linear terdapat sebuah fungsi, yang dinamakan fungsi objektif. Disamping itu,
dalam program linear terdapat sejumlah pertidaksamaan atau persamaan yang disebut sebagai
kendala, batasan. Tujuan utama dalam menganalisa program linear ini adalah menentukan nilai
dari variabel - variabel yang memenuhi batasan sehingga harga fungsi objektif menjadi optimum.

7.3.1 Menggambarkan daerah pertidaksamaan

Cara yang paling mudah memecahkan program linear yang hanya terdiri dari dua variabel, adalah
dengan metoda grafik. Dengan menggambarkan semua fungsi batasannya, akan diketahui daer-
ah himpunan penyelesaiannya. Untuk menggambarkan daerah yang memenuhi sebuah pertidak-
samaan, pogram Maple mempunyai fasilitas yang disebut inequal . Perintah ini ada dalam paket
plots ,lihat sub-bab 5.1.4. Jadi sebelum menggunakan perintah inequal , paket plots harus di-
panggil dahulu. Kaedah penulisan perintah inequal adalah :

inequal(  {pertidaksamaan }, batasan _x, batasan .y, opsional)
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Pada bagian opsional perintah diatas, dapat digunakan untuk mengontrol warna, tebal
garis, bentuk garis, dari daerah yang dibatasi oleh pertidaksamaan. Ada 4 jenis pilihan yang
ditawarkan oleh Maple, mereka adalah:

1. optionsfeasible , daerah yang memenuhi dari semua pertidaksamaan;
2. optionsexcluded , daerah yang berada diluar dari paling sedikit satu pertidaksamaan;

3. optionsopen , menyatakan garis (batas) dari sebuah daerah, namun garis tersebut tidak
masuk didalamnya;

4. optionsclosed , menyatakan garis (batas) dari sebuah daerah, dan garis tersebut masuk
dalam daerah tersebut.

Contoh 7.3.1. Carilah penyelesaian dari daerah yang dibatasi 3x + 5y < 15,x >0,y > 0

[>with(plots):
[>inequal({3 *X+5xy<=15x>0, y>0}, x = -3.3, y = -3..3,
optionsexcluded=(color=white));

Pernyataan optionsexcluded=(color=white) mempunyai arti daerah yang tidak memenubhi
dari ketiga pertidaksamaan tersebut diberi warna putih. Hasil dari perintah diatas dapat dilihat
pada gambar 7.1.

A

Gambar 7.1: Himpunan penyelesaian, daerah yang dibatasi oleh 3x +5y <15, x > 0,y > 0.

Contoh 7.3.2. Tentukan secara grafik, himpunan penyelesaian dari 2x + 5y > 10.

[>with(plots):

[>inequal({2 *x+5*xy > 10}, x = -1..3, y = -1..3,
optionsexcluded=(color=white), optionsopen=(linestyle=DASHDOT,
thickness=3));

Indentik dengan contoh sebelumnya, pernyataan optionsexcluded=(color=white) mem-
punyai arti daerah yang tidak memenuhi dari ketiga pertidaksamaan tersebut diberi warna putih.
Sedangkan perintah optionsopen=(linestyle=DASHDOT, thickness=3) mengatur garis
yang membatasi daerah himpunan penyelesaian. Dalam hal ini garis batas mempunyai style garis
putus (DASHDOT), dan mempunyai ketebalan 3 (thickness=3). Hasil dari perintah diatas dapat
dilihat pada gambar 7.2(a).
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(a) 2x+5y > 10 (b)3x—y > —6

Gambar 7.2: Daerah himpunan penyelesaian dari dua buah pertidaksamaan dengan menggu-
nakan program Maple.

Contoh 7.3.3. Tentukan secara grafik, himpunan penyelesaian dari 3x — y > —6.

[>with(plots):

[>inequal({3 *X -y > -6}, x = -5.3 y = -2.8,
optionsexcluded=(color=white), optionsopen=(linestyle=DASHDOT,
thickness=3));

Soal ini sama dengan soal sebelumnya, daerah yang memenuhi 3x — y > —6 dapat dilihat
pada gambar 7.2(b). Sekarang akan diperlihatkan bagaimana fasilitas inequal dapat menyele-
saikan persoalan program linear dengan metoda grafik. Perhatikan contoh dibawah ini.

Contoh 7.3.4. Maksimumkan sebuah fungsi z = 150x 4 100y, dengan batasan - batasan :

200x + 100y < 5000
20x + 15y < 600
x > 0
y =20

Langkah pertama adalah memvisualisasikan daerah daerah yang menjadi batasan yaitu 200x +
100y < 5000,20x + 15y < 600, x > 0 dan y > 0. Untuk menggambarkan daerah - daerah batasan
tersebut digunakan perintah inequal . Perintah ini telah dijelaskan dalam subbab sebelumnya.
Untuk memulai menggambarkan daerah - daerah batasan, pada lembar kerja Maple dimasukkan

perintah sebagai berikut:
[> with(plots):

[> inequal({200 *X +100*y <= 5000, 20 *x+15*y <= 600, x>=0, y>=0},
x=0..50, y=0..50, optionsexcluded(color=black, thickness=3));
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200x+100y = 5000
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20x + 15y = 600

a 10 20 c @ 40 50

Gambar 7.3: Daerah yang bewarna abu - abu, merepresentasikan daerah yang memenubhi fungsi
batasan.

Terlihat dari gambar 7.3 titik tik ekstrimnya dari daerah yang bewarna abu - abu yaitu pada
titik A, B dan C. Untuk menentukan titik A, harga x = 0 disubstitusikan ke persamaan 20x +
15y = 600, sehingga harga y diketahui. Untuk keperluan tersebut perintah subs , fsolve , atau
solve , digunakan, seperti dibawah ini,

[>fsolve(subs(x=0, 20 * X+15 * y=600));

40.

Dari perhitungan diatas, program Maple menghasilkan 40, ini bearti koordinat titik A adalah
(0,40).

Titik B adalah perpotongan garis antara garis 200x + 100y = 5000 dan 10x + 15y = 600.
Untuk mencari titik potong kedua garis ini, aplikasikan perintah solve atau fsolve

[> solve(J200  *x+100 *y=5000, 20 =*x+15*y=600].{X,y});

{x =15,y = 20}.
Koordinat titik B terletak pada (15,20).
Titik terakhir yang harus ditentukan adalah titik C, untuk menentukan titik C, harga y =
0 disubstitusikan ke persamaan 200x + 100y = 5000, kemudian hasil dari substitusi tersebut

dipecahkan dengan dengan menggunakan [erintah fsolve = pada Maple.

[>fsolve(subs(y=0, 200 * X+100 * y=5000));

25.
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Hasil ini menandakan bahwa koordinat tritik C adalah (25,0). Tugas selanjutnya adalah; di-
antara ketiga titik tersebut, A(0,40), B(15,20), dan C(25,0) mana yang membuat z = 15x 4+ 100y
menjadi maksimum. Untuk keperluan tersebut, fungsi z(x, y) =— 15x + 100y dibuat dahulu
dengan menggunakan Maple,

[>z:=(x,y)-> 15 *X+100 *y;

z:= (x,y) — 15x + 100y.

Kemudian, untuk mencari titik mana yang membuat fungsi z maksimum adalah dengan men-
substitusi satu - persatu koordinat A, B, dan C.

Koordinat titik A;
[>2(0,40);
4000.
Koordinat titik B;
[>z(15,20);
4250.
Koordinat titik C;
[>z(25,0);
3750.

Dari hasil diatas, terlihat bahwa kordinat titik B (15,20) membuat harga z = 150x + 100y
menjadi maksimum, yakni 4250.

7.3.2 Paket Simplex

Metode yang sering digunakan untuk memecahkan persoalan Program Linear selain metoda
grafik, adalah metode Simplex. Metode ini sendiri tidak akan dibahas dalam subbab ini. Pada
subbab ini hanya diperkenalkan paket metoda Simplex yang ada pada Maple, dan bagaimana
menggunakan metoda tersebut untuk menyelesaikan Program Linear. Agar bisa bekerja den-
gan metoda Simplex, pengguna Maple harus memanggilnya terlebih dahulu, dengan perintah
with(simplex) . Saat paket tersebut dipanggil, maka pada lembar kerja Maple akan keluar se-
jumlah perintah seperti dibawah ini:

[> with(simplex);
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basis, convexhull, cterm, define_zero, display, dual, feasible, maximize, minimize, pivot, pivoteqn, piv-
otvar, ratio, setup, standardize.

Dari sekian perintah yang menjadi fokus pada subbab ini adalah perintah minimize dan
maximize . Karena kedua perintah inilah yang paling sering digunakan untuk memecahkan Pro-
gram Linear tingkat SMU. Bentuk dari perintah maximize dan minimize adalah sebagai berikut

minimize(pernyataan,opsional) ,
maximize(pernyataan,opsional)

Untuk lebih jelas penggunaan perintah diatas, perhatikan contoh dibawah ini.

Contoh 7.3.5. Berapakah harga maksimum fungsi z = 6x + 8y, jika fungsi batasannya adalah :
5x+2y <20,x+2y <10x > 0dany > 0.

Step pertama yang dilakukan untuk memecahkan persoalan diatas adalah, dengan mendefin-
isikan dahulu fungsi yang akan dimaksimumkan dan fungsi - fungsi batasannya.

[>z:=6 *x + 8xy;

z 1= 6x + 8y

[>batasan:= {6  *x+2+y<=20, x+2 *y<=10, x>=0, y >=0};

batasan :=5x +2y <20,x+2y <10,x >0,y > 0.

Langkah selanjutnya adalah mengaplikasikan perintah maximize , ,seperti yang telah dije-
laskan diatas. Agar mudah digunakan, hasil dari perintah maximize tersebut diberi nama solusi
Jika pada lembar kerja Maple dimasukkan :

[>solusi:= maximize(z,batasan)
maka seketika Maple akan memberikan jawaban :
solusi == {y =15/4,x =5/2}.

Untuk mengetahui berapa harga z maksimum, substitusikan harga x dan y diatas kedalam
persamaan z dengan perintah subs .

[>subs(solusi, 2z);

45.

Hasil akhir dari persoalan diatas adalah; harga z maksimum adalah 45 saat x = 5/2 dan
y = 15/4. Apabila soal ini serta solusinya ingin ditampilkan dalam bentuk grafik, perintah Maple
inequal  digunakan seperti :
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p \ 6 ] 10

Gambar 7.4: Daerah yang berbayang (abu - abu) adalah daerah himpunan jawaban yang
memenubhi, fungsi z dan batasan - batasannya.

[> with(plots):
[> inequal( {5 * X+2 % y<=20,x+2 *y<=10,x>=0,y>=0},
x=-1..10,y=-1..10, optionsexcluded=(color=white) );

Contoh 7.3.6. Tentukan nilai minimum fungsi objektif z = 3x + 4y, jika fungsi batasannya adalah

12
19

2x + 3y
5x +2y
x>0, y>0

>
>

Langkah pertama, definisikan semua fungsi kedalam sebuah variabel.

[> z:= 3 *x+4xy;

z 1= 3x + 4y,

[> batasan:={2 *x+3*y >=12, 5 *x+2*y >= 19, x>=0, y >=0};

batasan := {2x + 3y > 12,5x +2y > 19,x > 0,y > 0}.

Cari harga minimum dengan metoda Simplex yang terdapat pada Maple. Berikan nama vari-
abel untuk nilai x dan y pembuat minimum fungsi z. Namakan hasil

[>with(simplex):
[>hasil:=minimize(z,batasan);
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hasil{y = 2,x = 3}.
Substitusikan hasil diatas ke fungsi z, dengan menggunakan perintah subs .

[> subs(hasil, z);

17.

Untuk memvisualisasikan persoalan Program Linear ini, kita gunakan perintah inequal yang
terdapat pada Maple.

[> with(plots):

[> inequal( batasan, x=-1..10,y=-1..10, optionsexcluded=(color=white),
optionsfeasible=(color=grey) );

N

2 \ 6\8 10

Gambar 7.5: Daerah yang bewarna putihb adalah daerah himpunan jawaban yang memenuhi,
fungsi z dan batasan - batasannya. Titik B (3,2) adalah pembuat fungsi z minimum.

7.4 Vektor

Pada kenyataannya vektor adalah sebuah matrik yang hanya mempunyai satu baris atau satu
kolom saja. Pada Maple untuk menuliskan vektor terdapat dua cara yaitu Vector (diawali den-
gan huruf kapital) atau vector . Cara penulisannya adalah sebagai berikut :

vector([elemen vektor])

Perhatikan dua contoh dibawah ini untuk melihat perbedaan antara penulisan Vector dan
vector

[> Vector([1,2,3]);
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Penulisan Vector akan menghasilksn sebuah vektor kolom. Bandinngkan sekarang dengan:

[> vector([1,2,3]);

[1 2 3]

Maple akan membuat sebuah vektor baris apabila penulisan memakai vector

7.4.1 Memvisualkan Vektor

Bekerja dengan vektor akan lebih mudabh, bila vektor tersebut dapat divisualisasikan. Pada sub-
bab ini kita akan melihat bagaimana Maple memberikan kemudahan dalam memvisualkan vek-
tor. Untuk dapat menggambar vektor, kita harus terlebih dahulu memanggil paket plots, hal ini
sudah dijelaskan pada bab ??. Salah satu fasilitas yang ada pada paket plots adalah arrow , yang
artinya dalam bahasa Indonesia anak panah. Dengan perintah arrow inilah sebuah vektor dapat
divisualisasikan oleh Maple. Perintah untuk membuat sebuah vektor pada Maple adalah :

arrow(koordinat awal, arah vektor, opsional) ;

Vektor Berdimensi Dua

Koordinat awal vektor adalah tempat koordinat dimana awal vektor mulai bergerak. Koordinat
tersebut dapat ditulis sebagai [a, b] atau < a,b >. Pernyataan arah vektor adalah besarnya vektor
dalam arah sumbu x dan y, bilamana vektor tersebut dua dimensi. Arah vektor ditulis dalam
bentuk [c,d] atau < ¢,d >.

Contoh 7.4.1. Gambarlah vektor a= < ; ) .

Pada lembar kerja Maple kita masukkan perintah :

[> with(plots):
[> arrow(<3,2>);

Perintah arrow(<3,2>)  hanya menginstruksikan Maple untuk membuat vektor dengan arah
3 satuan pada sumbu x dan 2 satuan pada sumbu y, hasilnya dapat dilihat pada gambar 7.6(a).
Jika tidak diberi perintah apa -apa lagi, maka Maple akan mengerjakan vektor dari titik (0,0).

Demikian juga bentuk vektor yang dibuat Maple sesuai dengan default-nya yakni seperti yang
terlihat pada gambar 7.6(a).

Contoh 7.4.2. Gambarlah vektor a= ( 2 >, yang berawal dari titik (1,1).

Untuk membuat gambar yang dimaksud, pada lembar kerja Maple dimasukkan perintah :
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(@) (b)

Gambar 7.6:

[> with(plots):
[> arrow(<1,1>,<3,2>);

Hasilnya dapat dilihat pada gambar 7.6(b). Kita dapat lihat dengan adanya tambahan koordi-
nat < 1,1 > pada awal perintah arrow , maka vektor ( g > dibuat oleh Maple dengan titik awal
(0,0).

Tampilan vektor akan menjadi lebih menarik, bila parameter - parameter tertentu pada bagian
opsional  dari perintah arrow diberikan. Pada bagian opsioanl ini, pengguna Maple dapat men-
gubah: warna vektor, bentuk vektor, ketebalan garis vektor dan ” jendela pandang ” (view) dari
vektor yang kita buat.

Bentuk Vektor

Bentuk vektor didefinisikan dengan perintah shape . Untuk vektor dua dimesni, ada 3 jenis ben-
tuk vektor yang dapat dibuat oleh Maple. bentuk bentuk tersebut adalah :

1. harpoon, —.
2. arrow, —.

3. double_arrow, =, seperti yang terlihat pada gambar 7.6(a) dan (b).

Warna Vektor

Warna vektor dapat dibuat dengan perintah color . Hal ini telah dibahas pada bab ??. Warna -
warna yang dikenal Maple antara lain:

black  blue cyan green gray magenta maroon orange
navy pink red sienna  violet wheat white  yellow
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Ketebalan garis

Untuk mengatur ketebalan garis, Maple menyediakan perintah thickness=n. n adalah bilangan
bulat yang menyatakan tebal garis. Semakin besar harga n, maka garis yang kita buat semakin
tebal.

Jendela Pandang

Yang dimaksud ” Jendela Pandang ” adalah besarnya grafik yang kita buat. Kita bisa mengatur
panjang dan lebar dari grafik yang kita buat dengan perintah view=[xmin..xmax, ymin..ymax]
Dimana xmin adalah batasan sumbu x minimum , Xmax adalah batasan sumbu x maksimum,
ymin adalah batasan sumbu y minimum, dan ymax adalah batasan sumbu y maksimum.

Contoh 7.4.3. Gambarlah vektor ( 2 ) yang bertitik awal dari titik (1,2).

[> with( plots ):
[> arrow( [1,2],<3,2>,shape=arrow,color=black,thickness=3,

view=[-5..5,-5..5]):

Gambar 7.7: Gambar sebuah vektor yang dihasilkan oleh program Maple.

Dengan perintah diatas, kita akan membuat vektor dengan arah > >, dari titik (1,2), vek-

2
tor yang kita buat berbentuk panah (shape = arrow , —), warna hitam (color = black ), dan
tebal garis 3 (thickness = 3 ). Jendela pandang yang didefinisikan oleh view=[-5..5,-5..5] ,

akan menghasilkan pandangan dengan sumbu x dari -5 sampai 5 dan sumbu y dari -5 sampai 5.
Hasil dari peerintah tersebut dapat dilihat pada gambar 7.7.

Sekarang bagaimana bila kita ingin menggambarkan beberapa vektor dalam satu gambar. Pa-
da prinsipnya sama dengan bilamana kita hendak menggambarkan beberapa grafik dalam satu
gambar. Hal ini telah dibahas dalam bab ??. Perintah yang digunakan untuk keperluan ini adalah
display

Contoh 7.4.4. Gambarlah vektor a dan b pada titik (1,2).
3 -2
=) =(5)
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Kita masukkan perintah dibawah ini pada lembar kerja Maple,

[>with(plots):

[>a = arrow( [1,2],<3,2>, shape=arrow, color=red ):
[>b = arrow( [1,2],<-2,3>, shape=arrow, color=blue ):
[> display( a, b, view=[-4..4,-6..6] );

-6

Gambar 7.8: Gambar dua buah vektor yang dihasilkan oleh program Maple.

Vektor Dimensi Tiga

Membuat vektor yang berdimensi tiga, pada prinsipnya sama seperi membuat vektor berdimensi
dua. Jika komponen sebuah vektor berjumlah tiga, maka Maple secara otomatis membacanya
sebagai vektor yang berdimensi tiga.

2
Contoh 7.4.5. Gambarlah vektor berdimensi tiga ( -1 ) .
2

[> with(plots):
[> arrow(<2, -1, 2>, view=[-5..5,-5..5,-5..5],shape=arrow,
thickness=3, axes normal);

Perintah opsi axes = normal , menyatakan bahwa vektor tersebut di-plot pada salib sumbu
(x, y,z) biasa. Hasil dari perintah tersebut dapat dilihat pada gambar 7.9(a). Demikian halnya bil-
amana kita hendak memplot lebih dari satu vektor ke sebuah salib sumbu. Dalam hal ini perintah
display pada Maple digunakan, lihat contoh 7.4.4.

Contoh 7.4.6. Gambarlah dua buah vektor dibawah ini, dalam dimensi tiga.

2 -2
a= -1 1, b= 4 .
2 1
Sama halnya seperti contoh 7.4.4, pada lembar kerja Maple dimasukkan :
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[> with(plots):

[> a = arrow(<2,-1,2 >, shape=arrow, color=red, thickness=3 ):
[> b := arrow(<-2,4,1>, shape=arrow, color=blue, thickness=3 ):
[> display( a, b, axes=normal,);

hasilnya terlihat pada gambar 7.9(b).

(@) (b)

Gambar 7.9: Vektor - vektor yang berada pada ruang berdimensi tiga.

Gambar 7.9 dapat diekport kedalam bentuk JPG atau file gambar lainnya, untuk digunakan
sebagai bahan presentasi atau lainnya. Cara - cara mengekspor gambar telah dijelaskan pada
sub-bab ??.

7.4.2 Aljabar Vektor

Penjumlahan dan Pengurangan Vektor

X1 X2 X1+ X2

Misalkan a= ( Y1 ) , dan b= ( Y2 ) . Jika ¢ = a+ b, maka c= ( y1+1y2 ) . Pada Maple per-
Z1 27 Z1+ 22

intah untuk menjumlahkan atau mengurangkan Vektor adalah sama dengan proses penjumlahan

dan pengurangan untuk aritmatika.

Contoh 7.4.7. Carilahr=a+b, jika:

5 1
=(2) e=(4)
Lukiskan a, b dan r dengan menggunakan Maple.

Langkah pertama; buat vektor a dari titik (0,0). Kemudian buat vektor b dengan titik awal-
nya adalah titik (5,2). Sedang vektor r dibuat dengan menjumlahkan vektor a dan vektor b, dan
digambar dengan titik awal (0, 0). Terakhir ketiga vektor tersebut ditampilkan secara bersamaan
dengan menggunakan perintah display . Langkah -langkah ini dituliskan pada lembar kerja
Maple sebagai berikut :
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[> with( plots ):

[> a = arrow( <5,2>, shape= arrow, color=blue ):

[> b := arrow( <5,2>, <1,4>, shape=arrow, color=blue ):
[> r := arrow( <5,2> + <1,4>, shape=arrow, color=red ):
[> display( a, b,r, scaling=constrained,
[>view=[-8..8,-8..8] );

Gambar 7.10: Grafik dari penjumlahan vektor r = a + b.

Untuk mengetahui arah r, maka pada lembar kerja Maple dimasukkan :

[>a = Vector([5,2]):
[>b := Vector([1,4]):
[>r = a + b

= ().

Hal yang sama untuk kasus vektor yang berdimensi tiga.

4

3 2
Contoh 7.4.8. Diketahui vektor a= ( 2 ) , b= ( -3 ) . Nyatakan ¢ = a+b, dan d = a-b dalam
1

bentuk kolom vektor.

Pertama buat vektor a dan vektor b, dengan cara :

[>a:=Vector([3,2,-1]);



[>b:=Vector([2,-3,4]);

Untuk mendapatkan ¢ = a + b, maka pada Maple kita masukkan :

[>c:= atb;

Untuk memvisualkan ¢ = a + b, lakukan perintah ini pada lembar kerja Maple,

[>with(plots):

[>a:= arrow( <3,2,-1>, shape=arrow, color=red,thickness=3):
[>b:=arrow( [3, 2,-1],<2,-3,4>, shape=arrow, color=blue,thickness=3):
[>c:=arrow( <3,2,-1>+<2,-3,4>, shape=arrow, color=black, thickness=3):
[>display(a,b,c, axes=normal);

Hasilnya dapat dilihat pada gambar 7.11(a).

(@) (b)

Gambar 7.11: Visualisasi penjumlahan dan pengurangan vektor yang berdimensi tiga.

Hal yang sama untuk d = a - b. Hanya saja sekarang vektor b diubah menjadi -b.

[>d:= a+(-b);
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Untuk memvisualisasikan d = a+(-b), pada lembar kerja Maple dimasukkan :

[>with(plots):

[>a:= arrow( <3,2,-1>, shape=arrow, color=red,thickness=3):
[>b:=arrow( [3, 2,-1],<-2,3,-4>, shape=arrow, color=blue,thickness=3):
[>c:=arrow( <3,2,-1>+<-2,3,-4>, shape=arrow, color=black, thickness=3):
[>display(a,b,c, axes=normal);

Hasil dari visualisasi ini dapat dilihat pada gambar 7.11(b).

7.4.3 Perkalian Vektor

Dalam aljabar linear dikenal dua jenis perkalian Vektor yaitu perkalian titik, dot product yang
didefinisikan sebagai,

A.B = |A|.|B| cos(9). (7.4)

Hasil perkalian ini menghasilkan besaran skalar. Jenis perkalian yang kedua adalah perkalian
silang, cross product, yang didefinisikan sebagai,

A x B = |Al|B| sin(6). (7.5)

Hasil perkalian silang ini menghasilkan besaran vektor. Lambang 6 pada kedua persamaan
adalah sudut apit antara dua vektor A dan B. Program Maple telah menyediakan fasilitas perkalian
vektor ini yakni dengan perintah dotprod untuk perkalian titik, dan crossprod untuk perkalian
silang. Bentuk perintah dotprot dan crossprod pada Maple secara berturut turut adalah :

dotprod(A,B) ,
dan
crossprod(A,B)

Kedua perintah ini berada dalam paket linalg, jadi sebelum menggunakan perintah dotprot
dan crossprod , paketlinalg  harus dipanggil terlebih dahulu dengan with(linalg)
Contoh 7.4.9. Dua buah vektor yaitu A dengan komponen [1, 2, 3] dan Vektor B dengan kompo-
nen [2, —3,5]. Hitunglah A.B dan AxB.
[>with(linalg):

[>A:=vector([1,2,3]):

A:=1[1,2,3],
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[> B:=vector([2,-3,5]);

B:=[2,-3,5].

Untuk melakukan perkalian titik, dimana hasil perkalian ini adalah bentuk skalar, maka pada
lembar kerja Maple dimasukkan :

[>with(linalg):
[>s:=dotprod(A,B);
s:=11,
Hasil dari A.B adalah 11, sedang untuk melakukan perkalian silang,
[>with(linalg):
[>C:=crossprod(A,B);
C:=1[19,1,-7],

Hasil dari A x B adalah vektor C =[19, 1, -7].

7.4.4 Sudut antara dua Vektor

Paket linalg pada Maple, menyediakan fasilitas untuk mencari sudut apit antara dua buah vektor.
Perintah tersebut adalah angle dan kaedah penulisannya seperti :

angle(A,B)

A dan B adalah dua buah vektor yang akan dicari besar sudut antaranya.
Contoh 7.4.10. Carilah sudut apit dua buah vektor P=[2, 3, 4] dan Q=[4, —3,2].
Langkah pertama adalah: buat vektor P dan Q dengan Maple:
[> P:=vector([2,3,4]) ;
P:=[2,3,4],

[> Q=vector([4,-3,2]) ;

Q:=[4,-3,2].
Untuk mencari besarnya sudut apit dari dua vektor ini (dalam radian),

[>sudut:=angle(P,Q);

sudut := arccos(E)

Untuk menghitungnya dalam desimal, maka kita gunakan perintah evalf,
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> evalf(sudut);
hasilnya adalah :

1.327009388.

Hasil diatas masih dalam bentuk radian, dan dapat dikonversikan kedalam derajat dengan
mengalikannya 180/ 7.

[>evalf(sudut * 180/Pi);
dan hasilnya :

76.03203730.

Sudut antara vektor P=[2, 3,4] dan Q=[4, —3, 2], adalah 76.03203730 derajat.

7.5 Soal - soal dan penyelesaiannya

1. Hitunglah matrik A.B dan B.A jika

-1 -5 -5 —4 _14 _32
A= -3 5 3 2|, B=| , °
-4 4 2 -3 5 4

Karena A adalah matrik 3 x 4 dan B adalah matrik 4 x 2, maka A.B adalah matrik 3 x
2. Untuk mengerjakan soal ini dengan Maple, pertama buatlah matrik A dan B, dengan
menggunakan paket linalg

[> with(linalg):
[> A:=matrix(3,4,[-1,-5,-5,-4,-3,5,3,-2,-4,4,2,-3]):
[> B:=matrix(4,2,[1,-2,-4,3,4,-4,-5,-3]):

Kemudian kedua kalikan A dan B dengan perintah evalm dan multiply

[>evalm(A& *B);

19 19
-1 15 |.
3 21

Atau soal diatas dapat juga dikerjakan dengan perintah multiply , seperti

[>multiply(A,B);
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19 19
-1 15 |.
3 21

Perkalian B.A tidak dapat dikerjakan oleh Maple, hal ini dikarenakan baris dan kolom ma-
trik B A tidak memenuhi persyaratan perkalian dua buah matrik. Jika kedua matrik ini
dioperasikan perkalian dengan perintah multiply ~, maka hasilnya :

[> multiply(B,A);

Error, (in linalg:-multiply) non matching dimensions for vector/matrix product.

2. Hitung B® untuk

-2 3 4 0
-2 0 1 3
B -1 4 -6 5
4 8 11 -4

Bangun matrik B dengan Maple,

[>B:=matrix(4,4,[-2,3,4,0,-2,0,1,3,-1,4,-6,5,4,8,11,-4]):

Untuk mencari matrik dari B3,

[> evalm(B"3);

137 98 479 231
—-121 65 —109 189
—-309 120 —-871 646

520 263 1381 —738

3. Selesaikan sistem persamaan dibawah ini. Hitunglah nilai x, y, z.

x—=2y+z = —4
3x+2y—z = 8
—x+3y+52 = 0

Ada dua cara untuk menyelesaikan soal diatas, cara pertama adalah dengan memakai per-
intah fsolve atau solve seperti dibawah ini:

[>solve({x-2 *y+7=-4,3 *X+2+y-z=8,-x+3 *y+5x*z=0},{x,y,2});
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{z=-1y=2,x=1}.

Cara kedua adalah dengan membangun sistem persamaan tersebut kedalam bentuk matrix,

seperti dibawah ini :
1 -2 1 X —4
3 2 -1 vy | = 8
-1 3 5 z 0

Bentuk ini indentik dengan bentuk :
Ax=1D

Untuk mencari nilai x, dipakai perintah linsolve . Dari persamaan diatas, matrik A dapat
dibuat dengan :

[>with(linalg):

[> A:=matrix(3,3,[1,-2,1,3,2,-1,-1,3,5]):
[> b:=Vector([-4,8,0]):

[> linsolve(A,b);

1,2, -1].

Hasilnya adalah x = 1,y = 2, dan, z = —1.

. Rokok A yang harganya 500 perbungkus dijual dengan keuntungan 50 perbungkus. Sedan-
gkan rokok B yang harganya 1000 dijual dengan keuntungan 100 perbungkus. Seorang
pedagang rokok mempunyai modal 500.000, dan mempunyai kios yang dapat menampung
600 bungkus rokok. Tentukan banyaknya rokok A dan B yang harus dia beli agar keuntun-
gan pedagang rokok ini maksimum.

Rokok A dimisalkan x dan rokok B dimisalkan y. Dari soal diketahui fungsi objektifnya
(keuntungan maksimum) adalah z = 50x + 100y. Sedangkan fungsi batasannya adalah :

500x + 1000y < 500.000
x+y < 600
x>0, y=>0

Soal ini akan dipecahkan dengan menggunakan Maple dengan fasilitas simplex nya. Langkah
pertama definisikan semua fungsi nya.

[> z := 50 *x + 100 *y;
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z := 50x + 100y.

[> batasan:={x + y <=600, 500 *X + 1000 *y <= 500000,
x >=0, y >=0};

batasan := x + y < 600, 500x 4+ 1000y < 500000,x >0,y > 0
Langkah kedua panggil paket simplex , dan gunakan perintah maximize ,

[> with(simplex):
[> hasil:=maximize(z, batasan);

hasil := {x =200,y = 400}.

Hasil ini memperlihatkan harga z akan menjadi maksimum jika x = 200 dan y = 400.
Untuk mencari harga z, substitusikan x dan y ke fungsi objektifnya z.

[>subs(hasil, z);

50000.

Keuntungan maksimum yang dapat dicapai oleh pedagang rokok tersebut adalah 50000
dengan penjualan 200 rokok A dan 400 rokok B. Untuk memvisualkan Program Linear ini,
perintah inequal dari Maple, digunakan kembali,

[>with(plots):
[>inequal(batasan, x=-100..800, y = -100..800,
optionsexcluded=(color=white))

. Buktikan vektor X = (2,-4) dan Y = (4,2) saling tegak lurus.
Dalam perkalian titik, diketahui :

XY = [X]|Y] cos(6)
XY
o) = oo
cos®) = Tx]IY]

Jika X dan Y saling tegak lurus, maka 6 = 90°, itu bearti cos(0) = 0, dan
XY=0

Kita dapat mengerjakan hal ini dengan Maple, dengan perintah dotprod , seperti dibawah
ini;
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8004

ﬁ

4004

2004

T 200 400 En?ﬁ\ B0 1000

[>X :=vector([2,-4)]);

X:

2, —4]

[>Y :=vector([4,2]);

Y ;= [4,2]

[>dotprod(X,Y);

0.

Dari hasil perhitungan ini terlihat bahwa vektor X dan Y saling tegak lurus. Dengan Maple,
kedua vektor tersebut dapat divisualisasikan :

[>with( plots ):

[> X := arrow( <2,-4>, shape= arrow, color=blue ):

[> Y := arrow( <4,2>, shape=arrow, color=blue ):

[> display( X, Y, scaling=constrained,
view=[-4..4,-4..4] ),
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7.6

1.

Soal - soal latihan
Matrik A dan E didefinisikan sebagai berikut:

3 -1 3
4 1 5|,

2 1 3

A=

™

I
| —— |
w o N

—_
NN
— o Ul
| I — |

Berapakah :

(a) C+E;

(b) (C+E)T;
(© CY

(d) C.E;

(e) 2C — 3E.

Hitunglah determinant matrik A (lihat soal nomor.1), apakah matrik tersebut singular.

Selesaikanlah sistem persamaan linear dibawah ini:

2x +3y+z =13
dx+2y+z=17
x+3y+2z=11

. Luas suatu daerah parkir adalah 100 m2. Luas rata - rata sebuah mobil 10 m? dan bus 20

m?. Daerah parkir tersebut tidak boleh menampung lebih dari 8 kendaraan. Jika tarif parkir
mobil 2000 rupiah, dan tarif parkir bus 5000 rupiah. Berapakah pendapatan maksimum
pengelola parkir di tempat tersebut.

Jika vektor a = 3i + 2j -k , b = 2i -3j + 4k dan ¢ = -i + 2j + 3k. Berapakah :
(a) a+b;
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(b) a+b+c

(c) a.c;

(d) b xc.

Buatlah juga gambar dari vektor - vektor diatas.

6. Dengan memakai data soal no.3, berapakah :

(@) af;

(b) |a+2b-c|;

(c) |2a-b +c|.
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Bab 8
Aplikasi pada Fisika

Dalam bab ini akan diperlihatkan bagaimana program Maple dapat digunakan untuk memec-
ahkan beberapa persoalan Fisika. Keuntungan dari program Maple untuk aplikasi Fisika adalah:
Maple dapat memvisualisasikan (bahkan dapat dianimasikan) hasil hitungan Fisika secara cepat
dan mudah. Hal ini akan membuat persoalan Fisika menjadi hidup. Siswa dan guru dapat berin-
teraktif dengan soal - soal Fisika. Dalam persoalan gerak peluru (parabola) misalnya, seseorang
dapat dengan mudah menganti - ganti sudut elevasinya dan dapat dengan cepat melihat pen-
garuhnya dalam gerak tersebut. Pembahasan bab ini dibatasi hanya pada contoh - contoh prob-
lem pada Fisika mekanika klasik.

8.1 Kasus Gerak Lurus

Dua buah benda yang bergerak dengan arah yang berlawanan berada pada jarak 50 [m] satu sama
lain. Benda pertama mempunyai kecepatan 20 [m/s] dan benda kedua mempunyai kecepatan 15
[m/s] (lihat gambar 8.1). Untuk menghindari bentruran, kedua benda ini diperlambat laju mere-
ka sebesar 3 [m/s?]. Apakah kedua benda ini akan bertumbukkan, bila ya; dimana dan dimana
terjadi tumbukkan.

20 [m/s] 15 [m/s]
—_ P
O O

50 [m]

Gambear 8.1: Gerak dua buah benda yang saling mendekat.

Untuk menyelesaikan masalah ini dengan Maple, diperlukan langkah - langkah sebagai berikut

1. Bersihkan memori Maple dengan mengetik restart

[> restart;
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2. Definisikan persamaan jarak fungsi dari waktu x(t) = x, + v, + %atz. Dimana x, adalah
kedudukan awal satu benda, v, adalah kecepatan awal, 2 adalah percepatan benda dan ¢
adalah waktu. Dalam Maple persamaan tersebut ditulis,

[> x:=x0+v0 =*t+(1/2) =*a*t"2;

2
x::xO—i—Z)OH—%

3. Masukkan kondisi awal untuk kedua benda kedalam persamaan gerak diatas, dengan per-
intah subs. xA adalah untuk benda yang bergerak dari titik A, sedang xB adalah untuk
benda yang bergerak dari titik B. Untuk benda yang bergerak dari titik A

[>xA:=subs({x0=0,v0=20,a=-3},X);

3
A:=20t— —#2
X 0 Ht

Untuk titik benda yang bergerak dari titik B

[> xB:=subs({x0=50,v0=-15,a=+3},X);

xB := 50 — 15¢ + gﬂ

4. Untuk menentukan bilamana dan dimana mereka berbenturan, kita dapat memakai ban-
tuan grafik. Dengan memplot kedua persamaan gerak benda tersebut secara bersamaan
dalam satu grafik jarak x sebagai fungsi dari waktu ¢, maka waktu dan jarak kedua benda
berbenturan akan diketahui.

[> plot([xA,xB],t=0..12);
Gambar 8.2 memperlihatkan titik potong kedua kurva, yang mana menginformasikan wak-

tu dan tempat mereka bertumbukan. Gambar tersebut mempunyai dua titik potong, yang
artinya bahwa kedua benda tersebut berbenturan dua kali.

5. Untuk mengetahui secara numerik, bilamana dan kapan mereka bertumbukkan. Maka per-
intah solve digunakan untuk memecahkan persamaan xA dan xB. Syarat kedua benda
tersebut bertumbukan adalah xA = xB.

[>tberbentur.=solve(xA=xB,t);

Hasil yang didapat adalah :
5
tberbentur := 3 10.

Mereka bertemu dua kali yakni pada saat t = 3 dan t = 10 [s].

143



501
50
40

- . . 3 V.

Gambar 8.2: Kasus kinematika dua buah benda bertemu.

6. Setelah diketahui waktu mereka berbenturan, maka bisa diketahui tempat mereka bertabrakan.
Caranya adalah dengan mensubsitusi salah satu waktu tersebut kedalam persamaan jarak
baik xA maupun xB.

[>subs(t=tberbentur[1],xA);

Perintah diatas, t=tberbentur[1] mempunyai arti : yang dicari adalah jarak dan waktu
berbenturan yang pertama kali. Hasil dari substitusi diatas adalah :

175

6

Untuk menghitungnya dalam bentuk desimal, digunakan perintah evalf

[> evalf(subs(t=tbertemu[1],xA));

29.16666667

Jadi mereka berbenturan pertama kali setelah % [s] bergerak pada jarak 29.2 [m].
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8.2 Gerak Vertikal

Ada dua orang yang sedang memanjat tebing. Kedua orang ini ada pada ketinggian yang berbe-
da. Orang pertama berada pada ketinggian 40 [m] dari permukaan tanah, sedang orang kedua
berada 5 [m] lebih tinggi dari orang pertama. Jika orang pertama melempar sepotong sandwich
kepada orang kedua dengan kecepatan 11 [m/s] arah keatas. Berapakah ketinggian maksimum
yang dapat dicapai sandwich tersebut. Apakah orang kedua dapat menangkap sandwich terse-
but. Jika tidak hitunglah bilamana sandwich itu jatuh ke tanah.

1. Yang pertama kali dilakukan adalah menulis persamaan gerak vertikal dengan memakai
orang pertama sebagai titik acuan. Persamaan tersebut dapat ditulis :

[>y:=y0+v0 =*t+(1/2) =*a*t"2;

1
y := y0 + 00t + Eatz;,

Dimana y0 adalah tinggi awal, v0 adalah kecepatan awal, a adalah percepatan, dalam hal
ini gravitasi ¢ = 9.8[m/s?], dan t adalah waktu.

2. Langkah kedua adalah mendefinisikan kecepatan sebagai :

[>vi=v0+a *t;

v:=v0+at;.

3. Kenudian substitusikan kondisi awal yang diketahui kedalam persamaan jarak dan per-
samaan kecepatan seperti y0 = 0,90 = 11,a = —9.8.

[>y:=subs({y0=0,v0=11,a=-9.8},y);

y =11t — 4.9£%.

[> v:=subs({yo=0,v0=11,a=-98/10},v);

49t
=11 - —.
¢ 5
4. Dari sini terlihat hubungan antara jarak (y) terhadap waktu (t).
[>plot(y,t=0..3);

Plot y sebagai fungsi dari waktu, dengan batas ¢t = 0 sampai dengan 3 [sec].
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Gambar 8.3: Jarak ketinggian sandwich sebagai fungsi dari waktu.

5. Untuk mengetahui apakah sandwich tersebut bisa digapai oleh orang kedua yang berjarak
5 [m] diatasnya, maka kita pakai special kondisi, yakni ¥ = 5 [m]. Jika kondisi ini kita
namakan kond, dengan maple kita dapat melihat bilamana sandwich itu mencapa titik ket-
inggian 5 [m].

[>kond:=solve(y=5,t);

kond := 0.6330784160,1.611819543.

Terlihat bahwa sandwich bisa dua kali untuk mencapai titik 5 [m]. Yakni pada t = 0.063 dan
t = 1.611. Artinya orang kedua dapat menggapai sandwich tersebut. Fenomena ini dapat
dilihat Dari gambar 8.3.

6. Untuk mengetahui berapa kecepatan sandwich tersebut saat mencapai titik 5 [m], maka kita
sustitusikan harga kond kedalam persamaan kecepatan. Dalam hal ini kita memakai salah
satu harga t yakni kond|[1].

[> subs(t=kond[1],v);

4.795831523.
7. Sedang untuk menghitung berapa titik tertinggi yang dapat dicapai oleh sandwich tersebut,
kita hitung harga t pada saat v = 0. Kita beri nama variabel t untuk kondisi ini adalah

ttinggi
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[>ttinggi:=evalf(solve(v=0,t));

ttinggi := 1.122448980

Sandwich akan mencapai titik tertinggi saat t = 1.122 [s].

. Untuk menghitung titik tertinggi yang dapat dicapai sandwich, adalah dengan mensubsti-
tusikan harga ttinggi kedalam persamaan jarak ().

[> ytinggi:=subs(t=ttop,y);

ytinggi := 6.173469386

Titik tertingi yang dapat dicapai oleh sandwich tersebut adalah 6.173 [m] dari orang perta-
ma. Katakanlah orang kedua gagal menangkap sandwich tersebut karena satu dan lain hal.
Akibatnya sandwich tersebut jatuh ke tanah (40 [m] dibawah orang pertama). Bilamana
sandwich itu jatuh ketanah.

. Untuk mengetahui kapan sandwich tersebut jatuh ketanah, maka syarat yang diperlukan
adalah persamaan jarak, y harus —40 [m]. Harga ini kita substitusikan ke dalam persamaan
jarak.

[>solve(y=-40,1);

—1.947267134,4.192165093

Terdapat ada dua buah harga ¢, tentu kita akan mengambil yang positif yakni t = 4.19.
Artinya sandwich akan jatuh ketanah setelah ~ 4.2 [sec] setelah dilempar orang pertama.
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8.3 Gerak Parabola

Sebuah gerak parabola mempunyai sudut elevasi 30°. Gerak tersebut mempunyai kecepatan awal
20 [m/s], lihat gambar 8.4. Animasikan gerak parabola tersebut. Berapa titik tertinggi yang dapat
dicapainya, bilamana dan dimana benda itu jatuh kembali ke bumi.

Gambar 8.4: Gerak benda dalam dua dimensi.

Seperti diketahui persamaan gerak parabolik dapat diuraikan menjadi dua gerak yang diproyek-
sikan pada sumbu vertikal (y) dan horisontal (x). Gerak pada sumbu vertikal adalah gerak lurus
berubah beraturan dengan gravitasi (g) sebagai percepatannya, sedang gerak pada sumbu ho-
risontal adalah gerak lurus beraturan. Persamaan gerak untuk sumbu x dan y dapat dijabarkan
sebagai berikut:

x = vycos(a)t

y = vosin(oc)t—%gtz.

Dimana v, adalah kecepatan awal [m/s], « adalah sudut elevasi, dan ¢t adalah waktu [s]. Kom-
ponen kecepatan pada gerak parabola pun dibagi dua komponen yakni komponen pada sum-
bu horisontal v, dan komponen sumbu vertikal v,. Dalam kalkulus diketahui bahwa kecepatan
adalah turunan pertama jarak terhadap waktu, jadi v, = X dan v, = .

Dengan menggunakan Maple gerak parabola diatas dapat diselesaikan sebagai berikut :

1. Seperti biasa, bersihkan dahulu memory yang ada pada lembar kerja kita dengan perintah
restart. Kemudian definisikan, kondisi awal seperti v, = 20 [m/s] dan gravitasi g = 9.8
[m/s?]. Lalu definisikan persamaan gerak untuk sumbu horisontal dan vertikal.

[>restart:

[>v0:=20:

[>g:= 9.8:

[>x:= vO =*cos(Pi/6) =+t

[>y:=v0 =sin(Pi/6) *t-1/2 »g*t'2:
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2. Lintasan gerak tersebut dapat dilihat dengan memplot persamaan gerak sumbu vertikal ter-
hadap sumbu horisontal. Gunakan perintah plot untuk memvisualkan persamaan tersebut
dalam range waktu t = 0 — 3 [s]. Agar lebih fokus pada lintasan gerak peluru tersebut, ma-
ka sumbu cartesian yang dipakai dibatasi, yakni untuk sumbu x mempunyai rannge dari
0 — 40 dan sumbu y antara 0 — 6. Hasilnya dapat dilihat pada gambar 8.5.

[> plot([x,y,t=0..3],0..40,0..6,color=black,thickness=3);

o 1 il Ei] Pl

Gambar 8.5: Lintasan gerak parabola untuk t = 0 — 3 [s].

3. Untuk menganimasikan lintasan peluru tersebut, perintah pada Maple animatecurve  di-
aplikasikan. Hasil dari animasi ini dapat dilihat pada gambar 8.6.

[>animatecurve([x(t),y(t),t=0..3],view=[0..40,0..6]);

(@) (b) (©

Gambar 8.6: Animasi dari satu gerak peluru, panel (a) gambar lintasan saat t = 0.5 [s], panel (b)
menunjukkan listasan saat ¢t = 1.5 [s]. Sedang panel (c) menunjukkan lintasan saat t = 2.25 [s].

149



8.4 Hukum Newton kedua

Sebuah benda meluncur (lihat gambar 8.7)dari satu bidang miring kasar. Bila sudut miring bidang
tersebut 8 = 36.87°, massa benda tersebut m = 65 [kg], harga gravitasi g = 9.8 [m/ s?], dan gaya
friksi adalah 75 [N]. Hitunglah percepatan dan gaya normal yang bekerja pada benda itu.

Y

0

Gambar 8.7: Benda yang sedang meluncur dari satu bidang miring kasar.

Pada gambar 8.7 mengilusrasikan komponen gaya - gaya yang bekerja pada benda tersebut.
Gaya - gaya tersebut dapat diuraikan dalam komponen x sejajar dengan arah bidang miring, dan
sumbu y tegak lurus dengan bidang miring tersebut.

1. Pertama uraikan gaya - gaya yang bekerja pada sumbu x
may, = mgsin(0) — Fr,
dan gaya - gaya yang bekerja pada sumbu y
ma, = N —mg cos(0).

Dimana m adalah massa benda , a, dan a,, adalah percepatan dalam arah sumbu x dan y, ¢
adalah untuk gravitasi, dengan harga 9.8. Fy,;c adalah gaya friksi yang bekerja pada sumbu
x, dan N adalah gaya normal. Definisikan komponen - komponen gaya ini kedalam Maple,

[>restart:
[> x_eq:=m =*g=*sin(theta)-Ffric=m * ax:

Xeg 1= mgsin® — Fgc = max;
[> vy _eq:=N - m =g*cos(theta)=m =*ay:
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Yeq := N —mgsin6 = may;

2. Untuk mencari ax percepatan arah sumbu x dan gaya normalnya N, persamaan x,; dan y,,
dieliminasikan dengan memakai perintah solve .

[>jawab :=solve({x_eq,y_eq}, {ax,N});

(mgsin(6) — Ffm-c)

jawab := {N = mg cos(0) + may, ax = -

%

3. Jawaban diatas berupa simbolik, terlihat ada dua jawaban yaitu N dan ax. Untuk menda-
patkan jawaban numerik nilai N dan ax, substitusikan variabel - variabel yang kita ketahui
seperti ; m, g, 0 Fic, ay. Karena benda bergerak searah sumbu x dan tidak pada sumbu y,
maka ay =0
[>evalf(subs({theta=36.87 * 3.1415/180,m=65,9=9.8,ay=0,Ffric=75},jawab));
hasil dari substitusi tersebut adalah :

{N = 509.6065707, ax = 4.726019059}

Jadi percepatan benda itu arah sumbu x = 4.73 [m/s?] dan gaya normal yang bekerja pada
benda itu adalah 510 [N].
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8.5 Katrol tetap

Sebuah katrol tetap tergantung pada satu titik dengan membawa beban A dan B, lihat gambar
8.8. Jika massa A besarnya 3[kg] dan massa B = 5 [kg]. Hitung percebatan sistem tersebut, dan
berapa besar tegangan tali T. garvitasi g = 9.8 [m/s?].

A

Gambear 8.8: Sebuah katrol tetap dibebani dua benda A dan B.

Untuk menyelesaikan soal di atas dengan menggunakan Maple, kita lakukan langkah - langkah
sebagai berikut:

1. Definisikan kesetimbangan pada massa A (mA),
T —mA.g =mA.any.
Dimana a4y adalah percepatan benda A arah y.
2. Kesetimbangan untuk massa B (mB),
T —mB.g = mB.agy.
Dimana apy adalah percepatan benda B arah y.

3. Karena massa benda A dan massa benda B terhubung oleh satu tali maka percepatan massa
A arah y harus sama dengan percepatan massa B untuk arah y.

4. Pada Maple kita tulis :

[> A _pers:=T-mA *g=mA:aAy;,

A_pers ;=T —mA.g = mA.asy
[> B_pers:=T-mB *g=mBraBy;
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B_pers := T —mB.g = mB.agy

5. Karena percepatan massa benda A dan massa benda B adalah sama, (kita definisikan sebagai
a). Harga a ini kita bisa substitusikan kedalam Ay.s dan Bps. Percepatan untuk massa
benda A a4y adalah a dan untuk massa benda B apy adalah —a. Tanda minus menyatakan
arah gerak benda A berlawanan dengan arah gerak benda B. Cara mensubstitusikan harga
percepatan ke dalam persamaan massa benda A dan B adalah;

[>dua_pers:=subs({aAy=a,aBy=-a},{A_eqn,B_eqn});

dua_pers := {T —mA.¢ =mA.a,T —mB.g = —mB.a}

kita menamakan fungsi yang telah tersubstitusi dan memuat dua persamaan massa benda
A dan B sebagai dua_pers.

6. Untuk mendapatkan harga a dan T pada kedua persamaan tersebut, dengan Maple kita bisa
melakukannya dengan perintah solve. Seperti yang kita lihat dibawah ini :

[>jawab :=solve(two_eqns, {T,a});

g.(mA — mB) T— 2.mA.g.mB

mA +mB 7 mA+mB}

jawab = {a = —

7. Sekarang kita dapat melihat jika harga 4 dan T hanya tergantung dari massa benda dan
gravitasi g. Kita substitusikan harga - harga ini kedalam persamaan diatas, kemudian kita
hitung nilai a dan T dengan perintah evalf.

[>evalf(subs({mA=3,mB=5,9=9.8},jawab));

{a = 2.450000000, T = 36.75000000}

8. Jadi percepatan sistem a adalah 2.45 [m/s?] dan tegangan tali T adalah 36.8 [N]
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